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Dans ce travail nous présentons quelques résultats concernant un
théoreme de w. WoLIBNER sur I'interpolation par polyndémes, présenté
a la Société Polonaise de Mathématique de Wroclaw en 1949 ot publié
dans [5] en 195].

Soient x,, x,, ..., %, des points distincts du segment [a, b] et soient

Yu Yo - .., ¥V, nombres réels tels que :
Yic1 #F Yy
=23 ..., m .
THEOREME, 1. (Wolibner) Il cxiste un polynéme P tel que:
(L1) P(x) =9, 1=1, 2, .. .om |
(1.2) P est monotone suy chaque segment [x;_,, %], 1=2, 3, ..., m.

Sans connaitre le travail de W. Wolibner, s. voung a publié en 1967
le méme résultat [7],
- Soit f une fonction continue sur le segment [a, &]. Posons Nfl =

= max | f(x)|.
zea, b)

Dans [2] r. prurscn et P.D. MORRIS remarquent que le théoréme
de W. Wolibner conduit au résultat suivant :

THEOREME 2. S7 f est une Jonction continue sur le segment [a, b], alors
tour tout > 0 il existe un polynéme P tel que

(2.1) P(x,) =flx), 1i=1,2 ..., n;

(22) )If - P|| <«;

2.3) lIflt = 1Py.
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Soit €, l’ensemble des polyndmes de degré ». En utilisant le théo-
réme de W. Wolibner on a énoncé le résultat:

THEOREME 3. (S. Paszkovski, [4]) Il existe un entier positif ny tel que
pour wimporte quelle function f continue sur le segment [a, b] et pour
tout n = n, 1l existe un polynéme P = 2, tel que:

(B.1) P(x,) =f(xy), 1=1,2, ..., m;

32) 1If =PIl <2 jinf Il ~ QI

Soit X un espace normé, Y un ensemble convexe partout dense dans
X, xt, x5, ..., xk fonctionnelles linéaires continues sur X.
Hidehiko Yamabe a publié en 1950 une généralisation du théoréme

de W. Wolibner :
THEORTEME 4. (H. Yamabe, [6]) Quel que soit x = X et pour tout ¢ < 0

il existe y =Y tel que:

(4.1) xX(x) =«f(y), t =1, 2, ..., m;

(42) flx =yl <e

Soient {V, },,_,0 une suite croissante de sous-espaces fermés de X dont
la réunion est partout dense dans X.

THROREME 5. (D.J. Johnson, [3]) Il existe une constante C et un entier
positif n,, tels que pour tout x e X et quelque soit n 2n,ily av, eV, tel
que:

5.1 xw) = 2l x), 1=1,2 m;

(5.2) 1x—w,|| <C inf ||x-—v||

Nous remarquons quu il ”n est pas difficile de démontrer P'existence
d’une constante C, mais il est difficile de trouver la borne inférieure des
constantes C qui vérifient la relation (5.2).

Soient £, fs, ..., {, points distincts du compact Hausdorff T’ et soit
C(T) l'espace des fonctions réelles continues sur T.

Désignons par {V,},o une suite croissante de sous- espaces de d1men—
sion finie de C(T) dont la réunion est partout demse en C(T). Soit f &

e C(T) et posons

A ={glg =C(T), glt) =flt), s=1,2,..., m
raEOREME 6. (R.K. Beatson, [1]) Il existe un entier positif n, et une
suste de mombres posstifs {8 )0, lim 8, =0, telle que pour toute fomction
f < C(T) la relation e
inf |[f—gll <@+3,)- mfllf—vll

g=AnVy vaVy,

soit remplic pour n = n,.
Dans la suite de ce travail nous construirons deux opérateurs d’ap-
proximation et d’interpolation.
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LEMME. Il existe un entier positif n, et 1l existe les polyndmes positifs
P,, P, ..., P, de degré n, tels que ’ 290 £2l

(a) Pk( .)—8,,,,1 k=1, 2 , m;

{b) EP:x <1, x e [a bl

Dé m onstration. Pour simplifier la démonstration supposons
que x;, %, ..., x, < {0, 1).
Posons

Hx) = (0 — %) (% — xy) ... (x — x,),

lA xX) = _M_, g
() (# — 2)' (1)
8(%) = B(x)(1 — (2 — w)la(x))3,
k=12 ...,m x < [0, 1].
Les polynémes g, vérifient les relations :

g(x) =0, x < [0, 1],
ge(%) = 3an
gr(x;) =0

k=1 2,..., m
Il existe donc les polyndémes Ry, Sy qui vérifient les relations :

gr(%) = (* — x,) Ry (%)

pour ¢, k=1,2, ..., m et
&(%) = (x — x,)? Sei(%)
pour 4, k=12 ..., m, 1 # k.
Posons
Q& — (& — %)),
Qm ERIM 1 - (x_xk)) -
—ZH,;(?C — %) (% — 2)Su(%)(1 - (x — x,)2)»!
— 2n g(x)(1 — (x — x,))",
) 1,2 ...,m
n=1, 2,
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~Tes égalités

11111 Q,., 2 — 2n
impliquent V'existence d’un entier #, et d'un nombre § > 0 tels que
Qui () <0
pour ¥ = (%, — 8, x+39), 1 =1, 2,..., m.
Les relations:
. Qu(x) = (x — x,) Qui(%)
impliquent les relations:
Qu(x) >0
pour xe (%, — 3, %)
Qnl(x) <0
pour % « (%, %+ 39), i=1, 2, m
On voit donc que, sur Iensemble ouvert G = U — 3, %+ 9),
le polynéme (Q, a des maximums dans les pomts x“ i=12, ..., m.
(est pourquoi
L - Qn (%) < OQn(x) =1
pour x G, i =1,2, ..., m. -
Posons
= max {1l — (x — %)%
e,

On voit que:

0<g<l
Il existe donc #, tel que
(2) Qum(x) <1
pour x « [0, 1]\ G.

Les relations (1), (2) et le fait que la suite {Q,},_o est décroissante
prouvent que

Qu(x) <1

pour ny, = max {n,, #ny}, x [0, 1].
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Les polyndmes P (%) = g(x) (1l — (x.— x,)2)" sont positifs et véri-
fient les relations (a), (b).
Remarque. Si les points x,, %, ..., %, sont les zéros du poly-

2% — 1

néme de Tchebycheff, x, = cos w, k=12, ..., m, alors les poly-

ndémes d’interpolation de Fejér
G | . i 0
Py#) = (1= S i),
\ x;) | .
1, 2, ..., m, vérifient les 'conditions du lemme sur le.segment
1,10

HEORBME 7. Il existe un entier ny ef un opératenr linéaive et positif U,
U:Cla, b] = P,,
qui vérifie les velations:
(7.1) Uf(x,) = flx,), 1=1,2,..., m;
(7.2) U] = 1.

Démonstration. Posons

"

Uf = 3> f(%) P

ot Py, P, ..., P, sont les polynémes du lemme. Les relations (a)
impliquent les relations (7.1). I.es relations (b) impliquent

W < L) PR < 7125 Pil) < 71

pour tout ¥ < [a, b], f « Cla, b] et donc

NUfI < I

pour toute f < Cla, b].
Il en résulte

LUl

On sait que n'importe quel opérateur d’interpolation défini sur un
ensemble qui contient la fonction contante égale a 1 vérifie la relation

ol =1

et on a démontré denc la relation (7.2).

THEOREME 8. Il existe un entier n, tel que pour tout m = my et pour
tout Q 2, f =« Cla, b] il existe P =94, tel que:

(8.1) Plx)=flx),1=12, ..., m;
(8.2) f—= Pl <20f—=2ll.
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Démonstration. Définissons
P=Q+ UP —0Q)
ot U est l'opérateur du théoréme 7. Par la suite la démonstration est
immédiate.
Remarque. Si le polynome Q est le polynéme de la meilleure
approximation de f on obtient le théoreme de S. Paszkovski.

Soit @ une sous-algébre de C(T) qui sépare n'importe quels deux
points du compact T et qui contient l'unité.

THEOREME 9. Quelle que soit la fonction f e C(T), et pour tout e > 0
1l existe P = @ tel que:

9.1) Pi) =ft), i=1,2 ..., m;
(9.2) Wf—Pll<e

Démonstration. Soit f e C(T), e> 0. Grice au fait que &
sépare les points de T il existe g; = g a tels que

gilt) # &it;),
pour 4, j=1,2, ..., m, 1 # g
Posons

By=(gi—g" (%) - - - (Gimri—&im1:(%i1)) (€irti — Givril%isa)) - -+ (Emi— Emil %))

=M =12 .., m
hi(#:)

On voit que
L(#j) = 84,
i, 7=12 ..., m
Posons

"

M =3 |4l

i=1

Conformément au théoreme de Stone-Weierstrass il existe @ e @ tel
que
€

14+ M

If—=el<

I/élément P = Q + i (f () —Q(x,)) }; vérifie les relations (9.1), 9.2).

i=1

MIRCEA IVA
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