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Dans ce travail nous uitats concernant unthéorème de w. u/or,rBNER

l"* ti:'":î îiåiÏi'ï'ä "*?Jiffå'"f';îîi5
Soient %1, xz, . j . , t,,.d.es poirrts distincts du segment la, bl et soient!t, !2, ' . . , !,, nombres réels iels que

!;-t * y¡
i-2,3,...,tn.

te un þol1tnôme p tel quc:

ntent lx¡_1, xrl, i, : 2, B, . . ., m.
ibner, s. louNc a publié en 1g67

: o":îll 1,ne fonction continne sur le segment La, bl.posons lllll :
*elø, bl

Dans 121 rr DEU;rscH et p.D. Mor{RIS rerrrarqucnt que le théorènrcde w. wolibner 
"oi,auli^ã" i¿.rriiui'"rurvant :

t¡r'onÈvlp 2. S,i^f,-est une foncl n continuc sur Ie scgmenl la, bl, alorsf our tout e ) 0 it eiistc un foryn ,r""i";';;;,;;t 
tç õusttt

l?.1) 
pt.¡:Í(x,), i: t,2, ..., ttt.;

(2.2) |f _ Pjt <.;
(2.3) lllll - ll Pll .
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Soit 9, l'ensemble des polynômes d.e degré n. En utilisant le théo-
rème de W. Wolibner on a énoncé le résultat:

.¡HrloRÈME 3. (S. Paszkovski, l4)) Il existe un entier þositif no tel quc

þour n'imþorte quelle function f continue sur lc segment lø, b) et þour
tout n 7 n, il ex'iste un þolynôme P e 2,, tel' que:

(3.1) P(ø,) :f(xr), i:7, 2, -.., Yn;

(B.z) 1t - pil < z;lå, tt¡-?il.
Soit X un espace normé, Y un ensemble convexe partout dense dans

X, xi , %T, , . . . , xIo fonctionnelles linéaires continues sur X.
Hid.ehiko Yamabe a publié en 1950 une généralisation du théorème

d.e W. Wolibner:
THÉoRllMÞ 4. (H. Yamabe, 16l Quel qu,e soit x e X et þour tout e { O

il existe y c Y tel que :

(4.1) xi(x) : xl(Y), i: l, 2, ..-, m;
(4.2) llx-yll <e.
Soient {V"}i-o une suite croissante de sous-espaces ferrnés de X dont

la réunion est partout dense dans X.
ruÉonÈu¡) 5. (D.J. Johuson, t3l) Il existe une constante C et un entier

þositif no, tels que þour tout x e X et quelque soit n > no il y e uL e V,, tetr

que:
(5.1) xi(u) : xi(x), í: l, 2, -:., 141'i

(s.2) llx -a,ll *.¿S,, llx -all
Nous remarçluons qu'il n'est pas clifficile de démont¡er l'existence

d'une constante C, mais il est difficile de trouver la borne inférieure des
constantes C qui vérifient la relation (5'2).

Soient tr, tr, . . ., t^ points distincts du compact Hausdorff ? et soit
C(I) l'espace des fonctions réelles continues sT r 1.

Désignons par {V,}i:o une suite croissante de sous-espaces d.e dimen-
sion finie de C(f) dont 1a réunion est partout d.ense en C("). Soit / e
e C(T) et posons

e : {Slg e C(T), BU,) :.f(t,), i: l, 2, ..., m}

r¡r¡;onÈnrt 6. (R.K. Beatson, Ul) il ex'iste un entder þositöf no et und

suite de nombres þositifs {ô,}Lo, lt31 
t. :0, telle que þow toute fonctíoø

I e C(T) la relation

inf lf -."ll <(2+8") .infll/-ull
ge a îvf oq Yt

soit remþlie þowr n 2 no.
Dans la suite de ce travail nous construirons deux opérateurs d'ap-

proximation et d'interpolation.
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LElmrE. Il existe un entier þositif no et il ex,iste lcs þol,ynímcs þositdfsPr, Pr, . . ., P* de d,egré n, tils que:
(a) P.(ø,) : 8í¡, 'i, h: l, 2, ..., ffii

ü
(b) DP.:(ø) ç l, x e la, b).

À-l
Démonstration. Pour simplifier la démonstration supposong

que fl, Xz, ..., x* G (0, 1).
Posons

l(x) : (x - xr)(x - xù ... (, - *^),

I'(x\: t(r) 
' '^\ ' @-x¡)l'(x¡)

gr(x) : I?@)$ - (x - x,)t'¡(x,))z,
.þ,: l, 2, .,., m, fi e [0, l].

ï,es polynômes g¡ vérifient les relations:

g*(x)20, xelO, If,
&(ør) : Br¿

sL(x') : s
i, k,:1,2,..., n1,.

rl eriste donc les polynômes R¿r, s¿; qui vérifient les relations ¡

potu i, h:7, 2,

EL(x) : (* - ,,) R*'(ø)

,tnet
gr@) - (x - xr)z Srr@)

,m,iSh.pour i, h : l, 2,
Posons

3

o
N

J

tn

Q^@) :Dç(z)(t - (x - xr),),
,t-t
n

Q"¿@): .Ð R¡¿(r)(t - (x - xr)r)" -Þ:1

fl

-2"Ð@ - x,)(x - x,)Sr,(x)(l -- (* - xr)z)n-r -,t-l

- 2n g,(x)(L - (x - x,)r)n-r,
,, tni :1, 2,

n: l, 2,
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Les égalités

lin Q,i(x) : ! R,o1ø r) - 2n
,+N I 

h:l

impliquent l'existence d'un entier nt,et d'uf' nombre ô > 0 tels que

Q",'(*) 10
polJr % e(x¿- ò, ro*8), i:7,2,..., ln.

Les relations :

. Ai,@): (, - *o)Q,,@)

impliquent les relations :

Q'",(*) > o

portt x=(x¿- 8, r,)
Q'",(x) < o

pour r e (xo, tcu + 8), i : l, 2, ..., ffi
¡fl|

On voit donc que, sur l'ensemble ouvert C : U (r, - 8, øu -l- 8),

le polynôme Q,,, a des maximums dans les points x.i, i - 1, 2, ..., 7n'

C'est pourquoi

(l) Q",@) ( Ç,,(x¿) : I

pollf x eG, i: l, 2, ..., 7n.'
Posons

q :,_liÎi.o {t - (x - x')'}.
i:7, 2,, . ., ø

On voit que:
tn

Q,,@) < q"Ð gr(x),
h:t

o<q<1.
Il existe donc n" tel que

(2) 0,,(r) < I
poLTtxe[0, 1]\G.

I'es relations (l), (2) et le fait que la suite {Q"}i:o est décroissantc
prouvent que

Q""(x) 4 I

Poui nB: max {nt, nr}, r e [0, 1]'
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fes polynômes P^(r) : gr@) Q - @ - x)')r" sont positifs et véri-
fient les relations (.), (b).

Remarqüe. Si les points xr, x2,..., x,nsont les zéros d.upoly-

nôme cLe Tchebl'cheff, x^.:cos2J1 r,.h:1,2,...,ffi, alors les poly-

nômes d'interpolation de I'ejér

Poþ) :

54

l-ffi¡tir.t'
h : t, 2, . . ., ln, vérifient les cond.itions du lemme sur le , segment

f-1,11.
rrirlonrì;rrE 7. Il' existe un erttier no e[ un oþérate'ttr linéøire et'þositif U,

U : Clø, b) n P,,,

ql.r,i vérifie les relntions :

(7.r) ur@o) : r@u), i: r, 2, ..., m;

(7.2) ll u ll : 1.

D é rn ons t r at io n. Posons

uÍ :'f Í@) pr
h:1

où. P,, Pr, . . ., P,o sont les polynômes du lemme. Ires relations (n-)

impliquent les relations (7.1). I,es relations (b) irnpliquent
'flrî

uÍ(*) < p t/ir-) tPr@) < il/ltÐ r-(r) < il/l l,

pour tout x e la, bl, f = Cla, b) et donc

IuÍ| < il/ll
pour toute f = CV, b).

Il en rósulte

ll ull < 1.

On sait que n'importe quel opérateur d'interpolation défini súr rln
ensemble qui contient la fonction contante égale à I vérifie la relation

llu ll > t,
et on a démontré donc la relation (7 .2).

lHrloRÈMD 8. Il existe un entier no tel, que þour tout n 2 no et þour
tout Q = 9,,, .f e Clø, bl il existe P e 9,, tel que:

(8.1) P(r,):Í(xn), i: I,2, ..., ffii
(8.2) ,tÍ-Pll <2|f -Qll.
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D é m o n s tr a ti o n. Défiuissons

P : Q + u(P - Q)

où u est l',opérateur du théorème 7. Pat la suite la démonstration est

immédiate.
Remafque'silepolynômeQestle-polynômedelameilleure

"pprã"i-ãtìoo^d" / 
on obtient te tnéorème de S. Paszkovski.

soit & une sous-algébre de c(?) qui sépare n'importe quels deux

points du compact T et qui contient l'unité'

THEoRÈME 9. Quel,te que soit la fonctioø f e C(T), et þour tout e) 0

il' existe P e& tel, que:

(9.1) P(t,) : Í(to), i : l, 2, . . ., ffii

(e.2) llÍ-Pll <"'
Démonstration. Soit / eC(T), ") 0: Grâce au fait que &

sépaã les points de I il existe g¡i : 8i¡ e 4 tels que

g¿¡(t) * gi¡(tn¡'

pour ø, i :1,2, . -., /n, i + i.
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Reçu rê r''xrr'resf 
ii;i"yk'-;t;i"y.

Posons

hr:(gu-gt¿(x)) . (g¡-t¡-g¿-rr(x¡-r)) (gn*t, - T¡+u(x¡+)) ' ' ' (g^,- 8*;@^))

, h, :_t,¿:-, o-lr2r,..rlfl.' h;(x¿)

On voit que

I'r(x¡) : 8r¡,

i,j:1,2,"',/n'
Posons

fr
M :Ð llt4ll

+:l

conformément au théorème de stone-weierstrass il existe Q e Ø' tel
que

llÍ-Qll <--:-l+A,I

L'élément P : Q + iU|*S-Q@,)) ln vérifie les relations (9'l), (9'2)'
i:t


