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1. Fosition r,.-+ problòmes. on considère les données suivantes:
- deux espaces de Banach, notés par x et y, uniformément con-

vexes,

- r1r1 opérateLrr linéaire, continu et surjectif , T: X -y- un nomble fi¡i dq fonctionnelles de X*, notées par sf, . . ., sl,
liiéairement indépendantes,

- une fonction g: 10, *.o) * [0, *oo) continue, strictement crois-
sante et tel1e qu'il y ait les égalibés g(0) :0 et lirng(/) : *.o quand
/ + foo.

On considère l'opérateur rE : X -+ R, donné par l,égalité
æø : {(sf, x>, . .., (sÍ,, x)}, x e X.

rl^est évident que l'opér rteur æ ainsi défini est linéaire, coutinu et surjec-
tif.

I\yanl en vue aussi 1'égalité

¡*y :)ir,rf, r eFtn,

on aura potr les élémeriLs ,r:t-;,0,...,0],.. .,ên:{0,...,0, 1},

æ'"eo- s" i:lrn,
A l'aide de la fo .ction g, nous définissons les fonctionneiles sui-

vantes
v

I

lll/'ll
c(y) : g(t)dt, y eY et G*(y*) : g-L(t)d.t, y* = Y*

0
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Ces fonctionnelles sont strictement convexes, serli-continues iuférieure_
ment (s.c.i.) et non bornées dans le sens des égalités

lim G(y) : læ, lin G*(!*): +co.
I lyll**æ | ly+ ll++æ

Dans ce travail on considère deux probièmes suivants,
(f) : Etant. donné le vecteur / e F', il faut trouver rrn tel éldnrcrrt

s eX qu'on ait
l. æs: z et

2. G(Ts): min {G(Tx)l x = X(þ)},
oh

X(r):{x eXlxx:r\,
(P*) : Etant donné la fonctionneJle /* e X", ii faut trour-cL uue telle

fonctionnellc s[ e X* qu'on ait
1. si e Sp{sf, . .,, s}} et

2. G*(T*"trä) : min {G-17'--tr*)I r* = R(/.)}, où r,'f :/* -- .sf el,

R(/-) : {r* e (KerT)l1 lr. e Sp{si, ..., r}} :Í* : s* * /'}.
I"e problèmc (P) est un probième d'interpolation cle type spline. 

''Le

cas le plus simple de ce problèmeest quandsi: 8(io) oir/,e R et Zø:s(r).
I,e problèrre (P-), dans lc cas le plus simple, est celui de la formule
de quadrature optimale.

2. Quelqucs r'ósultats auxiliaires. Dans ce tr¿rvail or1 sul,)posc partout
qu'on a
(t) ffii{ Ker Îl x(0) : {0}.

Une consécluence cie cette égalité est f inégaiitci suivantc

cliru Kcr I- < u.

démontré<: clans ]3.l

On ¡rote å ': cliti Kcr 7' et þ - n -- J¿.

L'égalité (1) rn<¡ntre que 1a rcr;triction dc ¡ srir l'cnscnrble Ker T,
c'est-à-dire qtLe

(2) lr: Kcr 7' * n(I{er 7-)

est un opératcur bijectif. Par conséqrlernt, on a

(3) ' lì' : æ(I(er 1) ¡¡ [zr(Ke' ?-)]r
et dirnæ (I(er 7') : h. þn changeant la srritr ,:r, ..t e¡t on peut toujours
obtenir q.ue

zi(Ker Z) : Sp{er, ..., c,,\ et [n(Ke'r T)]f : Sp{r¡,,-,, ..., e.ntp\.

Soit {r, . . . , Er e l{er 7' les solutions des é<luations

n1¿:cr,i:1,¡,.
I1 latt reû1arçluer q11e chacunc c1e ces équations a lìne seule solutiou dans
l'cnsemble Ker I à cause de la bijectivité de l'opérateur (2). En outre,
la suitc =tr, . . ., -8,, 

est une base de Ker 7'. Ðonc llot1s a\Ìo11s

Kcr 7' : Sp{ír, .. ., .8,,}.

On note par S* l'ensetublc clounó par

S* -:6t(?'.) O p,(n.).

Ayant en \¡ue c¡re Íf(7'*) -- (Kcr 7')l ct át(;r*) - (Kcrn)r, ou a ¿russi

1'égalité
.5* : (Kcr 7')l n (I(cr æ)1.

rr¡r,rl,lr,; t. Su,þþosons quc l,'égali,ttí (1) soit ualqbl,e. Dans ce cas on G

(4) S. - Sp{sf r r, . , si r¿}

Démonstr atiou. L rSoit s* e S*. Tìn cc cas o11 â s* ee(r'*).
Mais l'égalité

ól('-) =- Sp{.ti, . . ., .tii
perrnet d'écrire que

[n même tenrps, l1ous avons

(si,\¡) -- (æ*c¡, 1ù : (c,, nt¡) : (c,, c¡): 8¡¡.

Ce qui nolls pcrlrlct d'écrire que

(s'', E¡) : v.j, j:1, l¿.

l)'r.,utrcr p:u.t s'' e A(f*) : (I(er ?')1. Ainsi üous avons

(s*, 1¡) - 0, j-- 1, i¡
Ce <1ui nrontrc c[uc cx.7 : 0 ct par consécFreut

.r- : f g¿sir; e Sp{si., ,, ..,, si,t¡,}.
i:1

rr' Ccttc lois soit ,- : É Þ¿str.¡. Cela signific clue s', e Sp{sf, ...
..., s;:Ì e &(rc*). Cominc on i;å r,u plus harrt (s*, E) : ð,1. Ces égalitéespernrettent d'écrire que

hþt-:D d,sl+f P,rË.,,
i:l i:l
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Ainsi on a st e (Ker 1)r : &(f*). Donc on a obtenu finalement que
s* e ,fl(1*) O e('*). Q.E.n.

LErvrÞrE 2. On suþþose que l'égalité (1) so'it vøløble. Alors on ø øussi
l,'égali,té

(5) 7'*[rx(0)]t : t*.

Démonstration. I. Soit s* eT*ITX(0)11. Cela signifie que
s* e ál(T*). Oo note par y* =Y* l'élément pour lequel on a T*y* :
: s*. Dans ce cas, pour chaque x e X(0) : Ket æ, on a

(s*, ø) : (T*Y*, x) : (Y*, Tx) : g,

ce qui rnontre que s* e (Ker -)l : e("*). Ainsi nous avons s* e (Ker t)l :
: dt(æ*'¡.

II. Soit s* e ,S*. S'appuyant sur le lemme 1, on peut écrire que

þ

t* : Ð p¿sË-r¿ : e.Q*) O e(^*).

De nouveatl, oI1 note par y* = Y* l'élément pour lequel on a Txy* :
: s*. fl faut montrer que y* e ITX(O)]r. Remarquons d'abord. que

(y", Tx): (T*y*, ø) : (s*, *S:fpr(sä+;, *)
ò:1

pour chaque % e X(0) : Kerrc. Mais on a aussi t'égalité

(sË+;, ø) : (;* e¡+¿, %) : (at t-¡, nx) : g

Vu toutes ces égalités, on peut écrire que (!*, TxS:O, Y x e Ker T,
ce qui signifie que s* =T*ITX(0)11. Q,n.¡.

S. [,es rósutrtats eoneorn:rnt les problèrnes (F) et (tr").

THTJ6RÈME ï. A cond.'ition, quc l'é.gølité. (l) soi,t søtisføite, þowr chaque
uecteur r e[\n, le þroblème (P) ød,met une solut'icn ct seulement une.

Dérnonstration. Soit øo eX(r) un élément quelconqu"'Ti*x¿l
On peut voir aisément que

X(r):xo!X(0),
oìr X(0) esb un sousespace fermé de X. Ðn tenant compte de l'éga1ité
(1), on obticnt que la restriction de l'opérateur ? sur l'ensemble X(0)
est injective. Donc l'opérateur

r: X(0) -" rX(0)

est bijectif. Il go découle entre autres,'clue |ensemble 7:x(o) est un sous-
espace fermé de Y. Bn outre, nous avons

TX(r) - Txo+ 7-X(0),

ce qui montre que l'ensernble TX(r) cste convexe et fermé.

. D'autre. p__art, or.r sait déjà.que la fonctionnelle G:y -R este convexe,
s.c.i. et qu'elle satisfait aussi 1'égalité

,,,]i- 
G(r') : *oo.

Par conséquent cette fonctionnelle G admet un point de minimum sur
l'ensemble convexe et fermé TX(r).

Finalement, ayant en vue que la fonctionnelle G est même stricte-
ment c:nvexe,^on peut affirmer que le point dc minimum de G est uniqtre
dans TX(r). Q.E.n.

rnÉonÈun 2. La cond,'ition tcécessaire et suffisante þour qwe l,'élément
s e X soit une solution du þroblèrne (P) cst qu'on ait

lo. æs:T Êt

2'. (T*'lBT)(r) : Íì B,r;*,,

où..Ic ^ est I'aþþl'icøtion d,e lø d,ualité corresþond,ønt à la fonction g et Iø
suite. þr, . '., þ, d.es nombres róels est une sohttion d,u système d,'éqitat,ions
algébriques

(6) / r.-,,i*,, rt'(å þ,r'-,,u,)) :,h+j, j:T-, p.\
Démonst¡ation. r. soit s une solution duproblème (p). Arors

l'égalité rçs : r est satisfaite. En outre, nous avons

G(?'s) : mi4 {G(Tx) i x e X(r)}.
fI s'ensuit que

0 e Jr(Îs) * ôIrrr¡ . (?s),

oÌt I71¡¡,¡ est la fonction indicatrice de l'ensemble TX(r). par conséc1uent,
nous avons

-Tr(Îs) e[d11¡1,¡(Ts).

cela signifi" no'oo,î, 
(Ts), Tx- Ts) > 0, v x e x(r),

Ayant en vue aussi que l'ensemble x(0) est rinéaire, il en iésulte que

(Tr(Îs), Tx):0, Vx eX(0).
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C'est-à-dire que

Tr(Ît) e [TX(O)r,
otl

(r*],r)(s) eT*¡1x10¡1I. ;:

De 1à, à cause des lemmes I et'2, on obtient l'égalité

þ

("rlr7')(s): D gusi+,,

ce qui nous permet d'écrire

(r'-ur*,, ,t'(Épur.-,rä*,)):a."-'sfa¡, rs) = (sfa7, s):

- (n*ep¡¡, s) : (e¡,¡¡, æs) : (ea+¡, r) : fn+j.

C'est-à-dire que la suite pr, . . ., þo est vraiment une solution du système
(6).

II. Soit s un élément qui satisfait 1es conditions 1o et 2'du théo-
rème 2. Pafi.ant du lemme 2, al:quel on ajoute la condition 2o, nous ob-
tenons que

:þ
(I.1)(r) : Ð g,T"-lsË-r-¿ e trx(O)lr.

i:1

C'est-à-dire que

((TrT)(t), Tx) :0, Yx e X(0).

De cette façon.ion a '

(Tr(Îs), Tx - Ts) : 0, Yx e X(r),

ce qui signifie que

Cela veut dire que
-Tr(Tt) e ôI7yç¡(Ts).

G(?s) : min {G(Tx) | x = X(r)}

SUR DEUX PROBLËMES

Soit

Il faut montrer que z* e (Ker 1)I Qn effet, pour chaque 1¡ = {8 ,
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permettent

h,þr*:f* -D</*, 6,)si -Dp;'ä*,d: I i:r

þ
(r*, tù : (r*, €¡) - Ð(f*, E,)(s,., Eù - D g,(rË*,, E¡)¿:t i:r

Ifais (sf, Eù : 8¿7 et (si+;, E¡) : 8¿+¿,i : 0. Ces égalités
d'écrirc que

(r*, Eù: (f*, 1ù - (f*, 1ù:o, j: l, h.

Cela signifie clue r* e (Ker T)1, donc il y a r* e R(l*).

Donc s est une solution ilu problème (P). Q.E.n.
THEoRÈMÞ 3. Suþþosons que la cond.iti,on (l) esl satisfai'te. Alors þour

cha.qwe f* - X*, I'e þrobl,ème (P*) ød'mct LLne solution et seulement une.

Démonstration. I. Pour comlnencer nous démontrons l'éga-
lité

fnversement, soit r+ e R(/*) . Alors

þ

ø¡sf - ig,rã*o et (r*, Eù:0i,'vj:TE.. i:r
En y ajoutant lep égalibés (sf, E¡) : 8ø et (sË+;, €l) :0, nous trou-
vons que uj: (f*, [¡). C'est-à-dire que

r* 4¡*-Éa/*, E,)sÍ - Ë purË*,.
í:t i:l

De cette façon l'égalité (7) est demontrée.
II. A la base de l'égalité (7) on peut écrire que

\t) r'-'R(,f*) : r*(/* -,)ì</-, 4u)si)- T'-rs*

En tenant compte aussi 
_ 
du fait .quq l'operateur T* : Y* * (Ker ?)I est

bijec4f, on trouve que l'ensemble T'-, R(f*) est convex" et fermé.
D'autre part, on sait que la fonctionnellé G* r yt -r R est strictement

convexe, s.c.i. et satisfait 1'égallté

,','liT, - 
G*(Y*) : *'o' 

'

Donc G* ad.met, d.ans l'ensemble convere et fermé T'-rR(Í*), un þointde minimum et seulement un. Q.D.n
THEoRÈME 4. L'é|,ómenl sfi e Xx est une solul,í,on d,u þroblème (p*)

ølors et seu,lement alors quønd, on ø

(B) .trr,ir,i *:Ë (T,r, ,q,)sî *Épnr;*,,.i .: irr.,ÈÈ ¿= Ét '

þr*:Í* -Di:t

h

(7) R(/*) :/- - Ð(.f*, €,)si - s*

I

i
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où lø suite Pr, . ., pn cst wne sol,ut'ion d'u systèntc dcs éqaatdons algébtiques S'appu-vant sur le système (9), on peut écrire que

(T'-r5*', 7;1(7"-tr*7) : 0.

Donc nous avons

(J;1(T'-t7'), T'-'r* - T'-lrt) :0, Yr* = R(,f*),

ce qui signifie que

0 e ô(G* * /r.*'r,ur)(T'-tr6¡.

Il en résulte que

Ç*(f'-tr[ ) : min {G*(T'-tr*) lr* = R(/*)}.

P.E'D'

(e) (r'-'rr*r, î;, (r'-'u- -É(,f*, E,)rî) -är,r'-'.;*,)) :

Démonstration.
Cela signifie que

:0, :i : l, þ.

I. Soit s[ une solution du problème (P*)'

,;:Ëørsî*fp¡ri*,.
i-l i:r

De 1à, pai la voie déjà connue' on obtient Que (sü, Eù : ø¡' D'autte part'

ayant en vue que zf,:Í* - sfi e (Ker 1)1, on peut écrire

0: (rt, Eù: (f*, 1ù - (st, Eù: (l*, Eù - "¡.

Ces égalités montrent qu'on à la représentation (8)'

Parfar.t de l'égalité

Ç*(fi'-trl): min {G*1T'-tr*¡ I r* = R(/*)}'

nous obtenons que

0 e ôG* (T'-tzt) * ôI r.*, o1¡.¡(T' -trt),

ou que

-l;t (T' -rrlì) e ô1r.-,*,r.r(T' -lr3I'

Delà,ayantenvueaussilafo¡mule(7,),ondéduitd,unefaçonhabituel,
gue

(I;r(T'-tr¡), î'-tS*¡ : 6'

Le lemme 1. montre que la dernière égalité équivaut à

(T'-tsla¡, \;t(T'-tri¡) : 0, i :7, þ,

ce qui est exactement le système (8)'

II. Maintesant soit

.r = ÉJ<¡-, s¡)st +þ po,;*,,

où 9r, . .., þ, est une solution du système (9).-T9uI délTontrer que l'élément
;S 

-éî 
uíe'íolution du problème_-(P*) il.duffit de démontrsr que T'-trå

äät 
-o" 

point de minimim de G* sur l'ensemble ?'-tR(f*)'
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