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1. Position «.s problémes. On considére les donndes suivantes:

— deux ‘espaces de Banach, notés par X et Y, uniformément con-
vexes,

— un opérateur lindaire, continu et surjectif, 7: X — Y
— un nombre fini de fonctionnelles de X*, notées par sf, ..., sk,
lindairement indépendantes,

— une fonction g: [0, 4-0) — [0, -+o0) continue, 'strictement crois-
sante et telle qu'il y ait les égalités g(0) = 0 et lim g(t) = + oo quand
l —» +o00.

On considere l’opérateur 7: X — R" donné par I'dgalité
nx = {{st, %>, ..., {sh, D}, ¥ « X.

Il est évident que 'opérateur = ainsi défini est linéaire, continu et surjec-
tif.
Ayant en vue aussi I'égalité

1
*y N *
-rcr—z_,ris,-, v « R”,

1=1

on aura pour les éléments ¢, = {1, 0,...,0}, ...,¢, = {0, ...,0, 13,

n
* o TRy
n'e, — s 1 =1, n.

A Taide de la fonction g, nous définissons les fonctionnelles sui-
vantes

[Iyll [ Ty* 11
G(y) = Sg(t)dt, y eY et GXy*) = S g, vt e Y™
0 0
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Ces fonctionnelles sont strictement convexes, semi-continues inférieyro.

ment (s.c.i.)’ et non bornées dans le sens des égalités
lim G(y) = 4o, lim G*(y*) = --o0.

[y —+o0 [y* ||+

Dans ce travail on considére deux problemes suivants,

(P): Etant donné le vecteur » = R”, il faut trouver un te] élément
s e X qu'on ait

1. is=7r et

2. G(Ts) = min {G(Tx) | x « X(p)},
olt '

X(r)={xe X|nx =1},

(P E‘mnt donné la fonctionnelle f* « X*, il faut trouver une telje
fonctionnelle sj & X* qu’on ait

1. s} e Sp{s], ..., si} et

2. GMT* %) = min {G*(T*'*) | v* e R(f*)}, ol »§ = f* — st et

R(f*) = " e (KerT)+| 35" < Spist, ..., 5} :f* = s* + 7.

Le probleme (P) est un probléme d’interpolation de type spline. Le
cas le plus simple de ce probléme est quand s} = 8(f;) oliz; &« R et Tx ==z,
Le probleme (FP¥), dans le cas le plus simple, est celui de la formule

de quadrature optimale.

2. Quelques résultats auxiliaires. Dans ce travail on suppose partout
qu'on a
(1) B Xer TN X(0) = {0}.

Une conséquence de cette egahte est T'inégalité suivante

dim Ker " € »

démontrée dans [3].

On note 2 = dim Ker 7 et p = 1 — k.

I/égalité (1) montre que la restriction de = sur 'ensemble Ker T,
c’est-a-dire que

2) w: Ker T — n(Ker 1)

est un opérateur bijectif. Par conséquent, on a

(3) ' R — n(Ker 7) @ [n(Ker 1)1

et dim n (Ker 7) = k. En changeaut la suite ¢, ..., ¢, on peut toujours

obtenir que

n(Ker T) = Spfey, ..., ¢} et [n(Ker T) L = Spleryi, - Chipye

3
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Soit £, ..., & e Ker T les solutions des équations

e, = ep, \hiedl] K

1l faut remarquer que chacunc de ces équations a une seule solut10n dans
P’ensemble Ker T a cause de la bijectivité de I'opérateur (2). En outre,
la suite &, ..., & est une base de Ker 7. Donc nous avons

Ker " = SpfE,, ..., &)
On note par S* l'ensembie donné par
S* = &((17) N &(x*).
Ayant en vue que &(7I") = (Ker Tt et &= = (Ker n)t, on a aussi
Pégalité
S* = (Ker T)* N (Ker n)t
LEMMT 1. Supposons que IUégalité (1) soit valable. Dans ce cas on a
4) S* = Sp{sis1, - s STip}
Démonstration I. Soit s* e §*. En. ce cas on a s* = &(n*).
Mais I'égalité ’
A(r*) = Sp{st, ..., s}
permet d’écrire que

=

S§= o, 87 +ZB5H

a0

En méme temps, nous avons
(shéy = (n*ey, € = <(’u nE; > - {eq, e = &y,
Ce qui nous permet d’écrire que
", Ey =05, i=1, k
D'autre part s* < &(T*) = (Ker T)t. Ainsi nous avons
% &y =0,j=T Tk

, .
Ce qui montre que a; = 0 et par conséquent

L /) #*

shIe E ;@isk,H < Sp{siii, -, Ship

IT. Cette fois soit s* Eﬁls,m Cela signific que s* = Sp{s,

y Sip e &(x*). Comme on lﬂ v plus hant (s =3, C
permettent d’éerire que P (787 = 8. Ces e

?
<s¥’ E—> ‘Z,m/ ﬁl<s/ Al E]> = (1 ] = } ]\’

J==

P
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Ainsi on a s* « (Ker 7)1l = &(T*). Donc on a obtenu finalement que
s* e &(T*) N &(n*). QE.D. .

LEMME 2. On suppose que Uégalité (1) soit valable. Alors on a aussi
Végalité
(5) T*[TX(0)]t = S*.

Démonstration I. Soit s* « T*[TX(0)]!. Cela signifie que

e &(T*). On note par y* = Y* I’édlément pour lequel on a TH*y* =
= s¥*. Dans ce cas, pour chaque ¥ = X(0) = Ker =, on a

(¥, w) = (THy¥, 4) = (%, Tx) =0,
1

ce qui montre que s* < (Ker ©)1 = &(r*). Ainsi nous avons s* < (Ker 7)*t =
= & (n*). .
II. Soit s* = S*. S’appuyant sur le lemme 1, on peut écrire que

s = 3 Bistis = R(T¥) () A,

De nouveau, on note par y* = Y* l'élément pour lequel on a T*y* =
—= s*. Il faut montrer que y* = [TX(0)]*. Remarquons d’abord que

»
y*, Tx)y = {THy*, x) = (s%, 1) = 2 B; (Sktir %)

pour chaque ¥ = X(0) = Ker =. Mais on a aussi ’égalité
(skai, %) = (T eag, 0y = Loprs, w8y =0

Vu toutes ces égalités, on peut écrire que {y*, Tx) =0, Vx = Ker T,
ce qui signifie que s* = T*[TX(0)]t. Q.E.D.

3. Les résuitats coneernant les problémes (P) et (P¥).

THHOREME 1. A condition que I'égalité (1) soit satisfaite, pour chaque
vecteur v = ", le probleme (P) admet une solution ct seulement wne.
Démonstration. Soit x;, e X(r) un élément quelconque fixé.
On peut voir aisément que
X(r) = %, + X(0),

olt X(0) est un sousespace fermé de X. En tenant compte de I’égalité
(1), on obtient que la restriction de l'opérateur T sur I’ensemble X(0)
est injective. Donc l'opérateur

T: X(0) — TX(0)
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est bijectif. Il en découle entre autres,’que I'ensemble 7X(0) est un sous-
espace fermé de Y. En outre, nous avons

TX(r) = Txy + TX(0),

ce qui montre que I'ensemble TX(r) este convexe et fermé.

D’autre part, on sait déja que la fonctionnelle G: Y — R este convexe,
s.ci. et qu’elle satisfait aussi 1’égalité

lim G(y) = H-oo0.

1y 1l —c0

Par conséquent cette fonctionnelle G admet un point de minimum sur
I’ensemble convexe et fermé TX(r).

Finalement, ayant en vue que la fonctionnelle G est méme stricte-
ment convexe, on peut affirmer que le point de minimum de G est unique
dans TX(r). Q.E.D.

THEOREME 2. La condition nécessaire et suffisante  pour que Iélément
s e X soit une solution du probleme (P) est qu'on ait

1°. ns =7 et
P\ !
2° (T*3T)(s) = 2, Biskes,

oth Yo est Vapplication de la dualité corvespondant & la fonction g et la
suite By, ..., B, des nombres réels est ume solution du systeme d’équations
algébriques '

P P —
(6) <T"IS§+:" 35 (Zl 31T'_183+5)> ="y J =1, P

Démonstration. I. Soit s une solution du probléme (P). Alors
I'égalité ws = r est satisfaite. En outre, nous avons

G(Ts) = min {G(Tx) | x = X(r)}.
11 s’ensuit que
O = 'jg(TS) + aIT,\'(,) . (TS),

ot Irx() est la fouction indicatrice de I’ensemble 7X(r). Par conséquent,
nous avons

~%e(Ts) [0Lrx)(Ts).
Cela signifie qu'on a
JelTs), Tx — Tsy >0, Yz e X(r)
Ayant en vue aussi que I'ensemble X(0) est linéaire, il en résulte que

(Je(Ts), Tx) =0, Vx = X(0).
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C'est-a-dire que
Je(Ts) = [TX(0)4,
ou
(T3, T)(s) & T*[TX(0)]b.

De 13, 4 cause des lemmies 1 et 2, on obtient 1’égalité

»
(T*%,T)(s)= ; BiSkis

ce qui nous permet d’écrire

et P AN .
<T'-1sz+f, 3;1(2 ﬁiT*—lsz+,-)> = I st T ime KShgr S0
i—1 7 y .
= (n¥es1, $) = uyj, TS = LChtjy VD = Vhij-

C'est-a-dire que la suite B;, ..., B, est vraiment une solution du systéme

(6).
II. Soit s un élément qui satisfait les conditions 1° et 2° du théo-
réeme 2. Partant du lemme 2, auquel on ajoute la condition 2°, nous ob-

tenons que

J"a—

D)) = 25 BT st = [TX(0)]*.

1=1

C’est-a-dire que

{(JT)s), Tx) =0, Vx = X(0).
De cette fagon’on a

GlTs), Tx — Tsy =0, ¥z < X(r),
ce qui signifie que
—%e(Ts) e 0lrx(Ts).

Cela veut dire que

G(Ts) = min {G(Tx) | v « X(7)}.

Donc s est une solution du probléeme (P). Q.E.D.
THREOREME 3. Supposons que la condition (1) est satisfaite. Alors pour
chaque f* < X*, le probleme (P*) admet une solution et seulement une.

Démonstration. I. Pour commencer nous démontrons ’éga-
lité ‘

k
@) R(f) = f* = T (% Edsi — S*

7 SUR DEUX PROBLEMES 95
Soit
k P
rE = f* — _El f* EDSE — D) Brsts
i= T=1

Il faut montrer que 7* = (Ker 7). En effet, pour chaque &; < {§,, ...
.y, By}, mous avons

k b4
¥, By = (f*, £ — ;o‘*. E(st, B — gaxsxﬁ, £

Mais <sf, &) = &; et (siyy &) = 8, =0. Ces ¢égalités permettent
d’écrire que

<7’*, E]> B <f*' E]) — <f*! E]> — 0, ’] = Tk

Cela signifie que 7* < (Ker T)%, donc il 'y a 7* = R(f*).
Inversement, soit 7* < R(f*). Alors

k i .
rH o= fr = Do st — D0 Biskys et &%, ED =0,V =T %

En y ajoutant les égalités (s}, &> = §; et sy, & =0, nous trou-
vons que a; = {f*, £;). Cest-d-dire que -

: L 4% P :
r* = fr — 42<f*, £yt — _}_31 BiShri

De cette facon I'égalité (7) est demontrée. ;
II. A la base de 1'égalité (7) on peut écrire que

— k I |
(7 T*-1R(f¥) = T*(f* _{}; (f*, EDsT)— T*-18%,

En tenant compte aussi du fait que l’dpérateui‘ T*:Y* — (Ker D)t est
b1]ect1f, on trouve que l'ensemble 7T"-! R(f*) est convexe et fermé.

D’autre part, on sait que la fonctionnelle G*: Y* — R est strictement
convexe, s.c.i. et satisfait I'égalité

lim  G*(y*) = +c0.
1y* 1] =00

Donc G* admet, dans I'ensemble convexe et fermé 7°—!R(f*), un point
de minimum et seulement un. Q.E.D.

THEOREME 4. L'élément 's§ = X* est ume solution du probleme (P*)
alors et seulement alors quand on a

LN ?
(8) Sy = é<f*, E,>st +};1 BiStii

.‘;‘-\;"f a4
[ »!*{)é%):l ‘
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o la suite By, ..., B, est ume solution du systeme des équations algébriques

k b4
(9) <T'-‘sz+,-, 1;‘(T‘—*(f* —§<f*, Eost) —:; ﬂ¢T“‘s:+.-)> =

=0, §1 TP

Démonstration I. Soit s§ une solution du probleme (P¥*).
Cela signifie que

L ?
s = 2 st + Z BiSk+s-
i=1 =1
De 13, par la voie déja connue, on obtient que (s}, &;> = a;. D’autre part,

ayant en vue que 7§ = f*'— 5§ e (Ker T)i, on peut écrire

0 = (b, &y = f* &) — <88, B =<f* &) — o

Ces égalités montrent qu'on 2 la représentation (8).
Partant de 1'égalité

G*(T*-'7}) = min {G*(T*~'r*) | r* e. R(f*)},
nous obtenons que
0 aG*(T*~'r3) + aITHRU_)(T‘—lr;),
ou que
-—‘};1(T‘—‘13) 1S aIT._IR(f.)(Tc_lrs)-

De 13, ayant en vue aussi la formule (7'), on déduit d’'une fagon habituel,
que

(‘};‘(T"‘rﬁ), T*-18%) = 0.
Le lemme 1 montre que la derniere égalité équivaut a
(T*shyy, JTUT 0> =0, 7 = 1, p,

ce qui est exactement le systéme (8).
II. Maintenant soit

k b2
= 3, sost HE Bk
i=1 s=

ot By, . .., B, est une solution du systéme (9). Pour démontrer que 1’élément
st est une solution du probléme (P*) il suffit de démontrer que T 7%
est un point de minimum de G* sur I'ensemble T"~'R(f¥).
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S’appuyant sur le systéme (9), on peut écrire que
(T*-18%, 37T 175)> = 0.
Donc nous avons
GoUT*8), T — T*-igy = 0, Vr* = R(f%),

ce qui signifie que

0 e 0(G* + IT-~1RU,))(T‘—‘7'5 ).
Il en résulte que

GH(T*~r5) = min {GX(T"~17%) | 7* = R(f*)}.

QED.
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