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Verallgemeinerung des Prinzips der gleichrnässigen Bcschränktheit für
quasilineare Abbilclungen, die kürzlich .,e1 bul,ltÂN, \r. s. t6] eingeführt
worden sind.

2. G-konvcxe Funktionen. Es sei X ein topologischer Ratun' Die
Ivlenge aller Umgebungerr eines Punktes ø e X wird mit ",e (ø) bezeichnet.
Wir ietzen voraus, dass es für jedes Paar (a, b) e X X X eine 'l'eilmenge
øb von X gibt, so dass folgende Bedingungen erfüllt werden:

(i) für alle ø, b e X, & + b, gibt es ein c eX mit b e qci

(ii) für alTe a, b e X, V e* (a) ttnd c = ab, c +,ø, gibt es_ein
U eT(c) derart, class für a77e xe U eil t =I/ mit der [igc¡schaft
x - lb existiert.

Die Teilmengen ab mit den obigen þigenschaften nennen wir Inter-
aal,le. Die Digenschaft (l) zeigt, dass X ,,algebraisch offen" ist, während
Eigenschaft (ii) eine stetige Abhängigkeit zwischen den Elementen cles

Intervalles a.b al¿.ð' der Grenze ø ausdrúckt.
Beispiel 2.1. Es sei X einreellertopologischerlinearer Rauti.

Das Intervalll ab wird durch

(2.1) øb-',{x =X:x:t6¿ + (l - t)b, t eT}, aø:Ø
definiert, wobei I c R \ {0, 1} und T + Ø. Die Bedingungen (i) und
(ä) sind in diesem Fall erfüllt. In der Tat, sind a', b e X, ø * å, vorgege-
ben, dann gilt fiu

":,' (b_ ta)
| -t'

(wobei t e T), dass c aus X ist und b e &c. Um (ii) zu beweisen, wählen
wir a, b eX, V e9(a), c:tal(l -l)b (wobei t eT). Es sei lIl e
€ "9 (0) eine kreisförmige Umgebung, so dass ø + W c V gilt. Setzen
wft U-c{tW, dann gtlt U e9(c) und für alle x-c*tz ml|z e
eW habenwir x:ty+(l-t)b, wobei !:ø' -l-z gewählt wurde'

B eispiel 2.2. Es sei X eine offene konvexe Teilmenge einesreellen
topologischèn linearen Raumes. Wird das Intervall ab d:urcla (2.1) defi-
nièrt, wobei T c 10, I I und 0 ein Häufungspunkt von T ist, daùn kann
man wie in Beispiel 2.1 zeigen, dass die Bedingungen (i) und (ii) erfüllt
werden.

Beispiel 2.3. Ds sei (X, ') eine topologische Gruppe :und ab:
: {a . b} fttr alle a, b e X. Man kann leicht zeigen, dass die Bedingungen
(i) und (ii) auch in diesem Fall erfüllt werden.

Def inition 2.4. Es sei X ein topologischer Raum,in dem Inter-
valle mit den Eigenschaften (i) und (ii) definiert sind, Weiterhin sei
G: R2 -' R eine Funktion, die auf jedem beschränkten eindimensionalen
Intervall aus R2, das zur Ordinatenachse parallel ist, nach oben beschränkt
ist. Eine Funktion f :X -R: [-.o, fool heisst G-konuex, wenn für alle

x:.1= X rnit f (x),f(y) eRundallez e xy dteUngteichung /(z) < GUØ),f(y))
gilt.

B9irpiel 2.5.D. sei x ein reeller topologischer 1inearer Raum,
t : 

{;} trnð, G(u, ù :: @ t u), (u, a) eR2. Werden die rntervalle wie
irn Reispie_l 2.1 definiert, dann ist jede im sinne von Jensen konvexeFu'ktion G-konvex. - Jede präkonvexe Funktion im siãne von [4] ist
c-i<c.'rrvcx ntt G(u, a):Tmax{u, a}, "( Þ 1. rn diesern F¿rl werdcn die
Irrtcrvalle wie im Beispiel 2.2 

-mit'T:10, 1[ definiert.
Es sei X ein topologischer Raurn, f :X -F., x = X und Í(*) < +æ.ie F^unktion / ist an der stelle x nâdn oben beschränkt, wènir es ein

! =.'9(x) gibt, so dass die Ði'scrränkung fu von f ar'1_ Z nach oben
beschränkt ist. r\rit anderen w'orten, / ist an-der stellä ø nach oben be-
schränkt, ¡lvenn Í(*) < f co, wobei

f (x):1irn sup/(y)

gesetzt rvurde.
Die Menge

D(fl:{x eX:/(ø) eR}
hcisst ef.fehtr,uer Definitionsbereich von /, während .S(/) : X .. ¿(/) die
l{r:nge der Singuløritciten von / ist.
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X *l-co, +co) ei,ne G-honuexe Funhtion,. Gibt
ø) < Iæ, d.ønn gilt

3
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s¡lrz 2.6. Es sei
es ein a e D(f) mit

f:
Í(
f @) < tcn fùir qlle x - D(Í t.

B e w e i s. Ðs sei x, = D(f), Kt * a. Weiterhin sei
rvählt, dass f, nach oben beschr nkt ist. Wegen Bedi
ein xo e X rrrit xL e øxo. Wegen Bedingung (ii) gibt
derart, dass für alTe z e U ein y = 7 existiert'mif der

=!xo.WeiLf.G-kcnvex ist, gilt f(r) <C(f(y), Í(xr)).Dr die rechte Seite
clieser Ungleichung nach oben beschrenkt ist,' táits y in der Menge Z
vatiiert, fo1gb, dass fu-nach oben beschränkt ist, d.h. es gilt f(xr) < +æ.Bemerkung 2.7. Der l3eweis von Satz 2.6. zeigl, dess für einen
metrischen Raum x, dessen ^\{etrik .mit p bezeichnet wird, die voraus-
setzung dass./ G-konvex ist, wie folgt abgeschwächt werden kann : für jede
positive reelle Zahl B existiert eine Funttion Gu : Rz * R, die auf jeäern
beschränkten eindimensionalen rntervall aus ILz, das ztr ord-,natenachse
parallel ist, nach oben beschgränkt ist, so d¿rss für alie x, y e X rnit
p(x, y) > B, f(x) =R, "f(y) eR unC alle z e xy die Ungleichung

f(z) < G¡(/(ø), f(y))
gilt. In der Tat, fal1s ø, e D(f), x, , dx" :,n.f U eine Umgebung von frrmit dcr Ðigenschait ist, daðs Irii allrc z e U ein y e V existierl mii
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z e yxo, dann kann man o.b.d.A. voraussetzen, d.ass u eine Teilmenge der

Kugel mit dem Mittelpunkt x, and dem Radiu. S 

" ; 
g(xo, xr) ist.

rm folgenden werden wir eine Funktion f mit der obigen Eigenschaft
Gô - konvex uennen.

Beispiel 2.8. Es sei X ein offenes Intervall der reellen zahlen-
achse und 

^S eine Menge reellwertiger Funktionen, die auf X definiert
und. stetig sind, Wir setTen voraus, dass es für alle xt, xz e X mlit x, I
1 x, nnõ. alle yr, jp eR genau eiue Funktion F e & gibt mi!..F(øt) :
:yf und F(xr):-ir.Um-die Abhängigkeit dieser Funktion F von xr,
fr2,'lt :rirrð,'yr'ouirudtückeo, schreibcn wir F(*) :F(xi xr, xz, !þ !ò'

Fttr a, b = X, a. 1b, setzen wir ¿

Topologie versehen, dann sind dic
Funktion /:X *R heisst konvex
alle xr, x2 e X, xt * xz :und, x e x
wobei F(x) : F(x; xr, xr, f(xr), f(xr)
dass für a77e xn, xi, e X und y, yL e Tl mit

øn d,iescr Stette nicht nach oben besclarinhi ,ist, dann ist S(f) der Durschschnittabzrihtbar aieter offen* uni i; x'"';;;"i;r;ÌW;;,;;;.r¡¿ 
r(J

was unserer voransse tzang."ru"rrnlåi#i *fJã.** rùr aile x eint D(f),

X -' R einc nach unter h,alb aexe Funk_tiou,.følls X ein metrischer Ist X einzueiter Kategorie, d,ann. ist punht uoto

B e w e i s' Es sei xu -wie im Beweis 
-des satzes 2.I0 definiert. Dannist IVrn: x\.x, 

"tg"r"hrãrs"".^ 
"ù"if-x'"rã"trpotii."t 

", Raum vo'
zweiter Kategorie ist und X : Ü IvI,, gilt,gibt es ein tøo e .ðy', so dass
Mno innere punkte hat ([3], s. ïì4. o"rn'ach gibt es ein øo e x ''deine umgebung u ,roo ,r 

-so 
dass 7þ) < ,o fi:î ate-- x e u gilt. Nach*atz 2.6 haben wir d.annÌ@) a +oo ftir alle x e X.

D ef initi ot g'1' Es sei x ein toporogischcriRaum. Ei'e rrunktiäîrf : x -' R heisst fastkonalx' oi -ìn""strri;-';: 
:'x,$*'äåä'iti, jecles e > 0
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,t*(*,,, yn): (xo, yo), lr'"(x',, l'i):r(x'o, !.'t]]:å, 
+ x'o-

die Gleichheit
linF,(x) : F o@)

x+@

gilt, wobei die Konvergenz aul jedem kompakten Teilintervall -I von X
gleichmassig ist. Die Funktionen Fne I sind dabei durch F,,(*,,)_-¡r, und
F,,@:,) : yL (n. : 0, I, 2, . . .) definiert. Es seien nun y1, -!z e R fest ge-
wählt, 1 ein kompaktes Teilintervall von X, ò > 0 und

GuUr, yr): sup{F(ø i %1t frzt )tr, yz): x, xr, x2 e I, à ( *e - *r}.

Nach dem vorhin erwähnten Satz von Beckenbach gilt G6(11, yr) 1J-æ.
Ist / eine bezüglich & konvexe Funl ion und à eine positive teelTe Zahl,
dann gilt für a1le x, y e X mit y - x) I und alle z e xy die Un_gleichung

Í@) tGuU@), f(y))-.Dieses Beispiel motiviert die Bemerkung 2.7. sowie
die Definitton 2.4.

Il e i s p i e I 2.9. Bs sei (X,') eine topologische Gruppe :nnd G(u,a)-:

- u ! u für alle u, ¿r e R. Die Intervalle seien wie im Beispiel 2.Íì
definiert. Eine Funktion f : X -R ist genau dann G-konvex, wenn;f (* ' ),) <
< Í(*) l- Í(y) für alle )t, ! e X. .9t eine solche Funktion auf dcrl
Einseiemeni'¡ach obel beichränkt, dann ist sie nach Satz 2.6 in jedeui
Punkt von X nach oben beschränkt.

Der nächste Satz beschreibt die Struktur der Menge der Singtilari-
täten von /. Mit intD(J) bezeichnen wir das Innere der Menge D(/)'

strz 2.10. Es sei f : X-" ] --co, l-co ) einc nach' unter hølbstetige G-honaexc
Fun,ldion (bzw. eine G6 - h,onaexe Fwnhtion falls X ein m'etrischer Raw,n¿

ist) . Gilt int D(f ) -- QJ od.er gibt es einen Punkt in int D(f) d'erart, dass f
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und jedes U e 1o(ro) ein V e*(xo) existiert, das folgende Bigenschaften
besitzt:

(3.1) V c U;

(3.2) fúr alle x, y = V, x * i, gibt es eirL z e U,

a.: a(e, fJ, V, x, y) e R und 9:9(", U,\V, ø, y) elR,'so
dass 0 ( ø(',191 < e und /(ø) < "Í(z) + (1 - p)/(y) gitt'

von Jensen konvexe tr'unktion (Bei-
ex. In d.er Tat, gegeben seien øo e

g U von ø0. W-ir wählen eine kreis-
s, so dass gilt xo*W lW c U.

n "9(*o) :nnd V c U für alle\n eN.

Es seien frtrrt x, y eV und z:y+n(x-y). Weil die Punkte xlÚLnd

y in der F'otm ø : %o I I u, , : Ko I L u mlt u" u e W ð'argcsfellt wer-

denkönnen, gilt

)-. : r^ + la * u -1) - x,ol u -{f -11, e xoi_ W I W e rt.þ 
- 

tuo I v t " " "u ' t- "J-

Andcrerseit, n,l,U"" wir x : ! r* [, - ])f ""a dernnach

.r(x) < itr t,iìï(r ,r|)¡r¡.
Wählt rLan 11. so d.ass SiIt L { e, so folgt, class firr ø: 9: 1 die Beou-

*""iî,'Ïniåîî'ïr:,J i"ï:"iJ;'"î;:;, dass auch ",o" 
,"i,o,ar s-kon-

vexe Funktion (vgl. t2]) in jed.em Punkt fastkonvex ist. In diesem Fall

rviihiL rnu u:,,1 utrd. {3 =1-(1- 1)', rvobci ø(e,9<-"'

s:\tz 3.3. Ist d'i,e Funktion /: X *'R"'ñ'*'d,, Stelle xo e X føsthon-
uex ttnil nq,cl1, obem besckrrinht, ã,ønn ist sie an dieser Stelle stetig.

Bew'eis. iÐs*sei 0 <e< L, U e'\e(øo) und' 0(y, so d'ass/(z) (
( 1 firr alle z e U gilt. Bcuutzen wir d,ie Bezeichnungen aus Definition
3.1, so folgt

/(") <ø.¡*(1 -Ðf0.
Flieratrs ergibt sich lf(z) | ( r¡ für alle z e Z, wobei T : 4f gesetzt wurcl'e.

I)emnach gilt {ür alle x, Y = V

f@) -f(y) < ay - þf(y) ( (a * l9l)r < 2"'l'

Also ist / irn Punkt xo stetig.
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' Beispiel 3.4. Es sei X eine konvexe Teilmenge eines reellen oder
komplexenlokalkonvexen Rattmes ur d__1 eine .Teilmenge. von-.]0,- 1 [, für
die 0- ein Häufungspunkt ist. Es sei f : x - R eine Funktion, die folgende
Bigenschaft besiizi: fär alle x, !=X und. l=T gibteszweireelle
nic"htnegative ZaihTet u. - q.(t, x, y) :und þ : þ(t, x, y) mit

lim a(/, x, Y) :0, lim þ(t' x' Y) :0,
,\o , \o

rvobei die Konvergenz bezuglich (ø, 1r) gleichmässig ist, so dass gilt

Í(tx + (r - t)Y) < "/(ø) + (1 - þ)Í(Y).

Ðine solche Fuuktion ist in jedem Punkt von X fastkonvex. fn der Tat,
seqeben seien øo e X, U e q,e(r.) und E > 0. Wählen wir eine konvexe
Úñeebutrg V von xo rnit V c U (in der induzierten Topologie) und set-
zenwir z:tx +(1 -t)y,t e 1,0 < ø ( e, l9l < "|ur x,y eV,dann
sind die Bedingungen von Definition 3.1 erfüllt.

Ds sei nun g : X n R eine konvexe tr'unktion im Sinne von Jensen
¡t¡nð. h: X -' ]0, fco I eine Funktion mit folgend.en Digenschaften:

(3.4) r(Iø+v)l: jøøl+nU)) rüralle 2c,vexi

(3.5)
o(*) ,rt beschränkt.
h(y)

Dann ist die tr'unktion f : + in jedem Punkt von X fastkonvex. fn der

Tat, setzen wir T : ]0, 1[ n 0, dann gilt

Í(t* + (t - t)y) . eA#_,,* .rU) + ---!-)!9-- .ÍU)

für a1le x, y e X und. t e T. Setzen wir

a. : a(t, x, y) : 
"r+þ,r* 

und. p : 4,

d.ann 1ässt sich eine positive Konstante K so angeben, dass gilt

0 { ø {ztlt.l < K. t, Yx, ! eX, Yt eT,l < +.h(v) 2

Also streben ø und p gleichmässig gegen 0, falls t -0. Die _Funktion_/
ist demnach auf Grund ãer vorhergetrenden Bemerkung in jedem Punkt
vonxfastkonvex 

p:a,d-ass/ ch

):*u"{u,o} X
n zweiter Kate en
2.11, dass / in ch
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oben beschränkt ist. Unter den gleichen Voraussetz-ungen ist die lìrrnktion
f dann nach Satz 3.3 sogar stetig auf X.

4. Quasilineare Abbildungen. Ds seien Y und Z reelle oder kompiexe
normierte lineare Räume und. X eine konvexe Teilmenge von Z. Nach
v. s. Sur,M.{N t6] heisst eine Abbildung A: X -,7' quasilineør, wenn
A(coW) - coA(W) für jede Teilmengc W t,on X gilt. Eine Abbildung
A:X *Y ist genau dann quasilinear, wenn cs für alle x, y e X und
ú e [0, l] ein ø e [0, 1] gibt (das von t, x, j,A abhãngt), so dass gilt

A(tx | (r - t)Y) : q.A(x) + (1 - o.)A(y).

Ist 1 ein Intervall der reellen Zahlenachse und A : I * R eine mono-

tone Funktion, dann ist ,4 quasilinear. Auch die Abbildung ,q : !1 ¡st
I

quasilinear, falls I: X -, R ein affines Funktional ist, das keine Nullstellen
in der konvexen Teilmenge X von Z besítzt, und B'. X n f" eine affine
Abbildung bezeichnet (cl.h. eine Abbildung, so dass für alle x, j e X und
t e [0, 1]

B(tx | (t - t)y) : tB(x) + (l - t)B(y)

gilt).
Der folgende Satz ist eine Verallgemeinerung des Prinzips der gleich-

mässigen Beschränktheit für quasilineare Abbildungen.
snrz 4.I. Es se'i Z ein Banachraum, X eine offene honvexe Teilmenge

aon Z und. t. eine Familie stet'iger quas,ilineører Abbildungen A: X -Y.
GiTI
(4.1) sup {ll A(*)ll: A = e} < *oc lür alle x = X, i''
dønn gibt es fùr jed.es xo e X ein V e 9(xo) und 1l > 0, so class

llA(x) ll < /{ für alle x eV und. ølle A e &, gilt.
Beweis. Wir setzen Í(x): sup{ll A(x)ll:A e 4} für alle x eX.

Sind. ø, y aís X und. I aus [0, 1], dann giltr, ¡ ;Þ !

llA(tx + (1 - t)y)ll:llaA(x) + (l - ")A(y) ll < ollA(x)ll1.

+ (1 - d") ll A(y) ll < max { ll A(x) ll, ll,ab,) ll}

für alle A e a., also auch Í(tx * (l - t)y) ( ruax {Í(*), Í(y)}. DieFunktion
.¡f ist demnach quasikonvex. Beachtet man, class f nach unten halbstetiq
ist und dass eine offene Teilmenge eines Banachraumes von zweiter Kate--
gorie ist, so ergibt sich nach Satz 2.71, dass / in jedem Punkt von X
nach oben beschränkt ist. Fùr jedes øo e X gibt es also ein V e \"(zo)
undK>0, so dass ll A(*)ll </(*) (Kfär a17e x eVtndA ee.gú1.

Bevor wir den nächsten Satz beweisen, bemerken wir, dass, im Fal1e
einer stetigen.quasilinearen Abbildung A, fiJ.r a77e x, ! = X nit A(x) 4
+ A(y), die nichtnegative Zahl a: a"(t; x, y, A) (aus der Definition der

cluasilinearen Abbilduug) gegen 0 strebt, rvcnn / -' 0. In cler 'Iat, rväre
das nicht der Fal1, danrr rvtï¡cle es ein øo ) 0 geben, so dass

A(y) : aoA(x) + (l - ø.,,)A(tt)

gilt. Hieraus würde A(x) ::1 (1,) folgcn, irn wiclerspruch zu unscrer voraus-
setztrng. Falls ,4(x): ¿(y), setze¡ r,vir ø -- 0 für allc / e 10, l].

st'tz 4.2. Es sei Z ein IJanach,ya menge
uon Z und ù einc Fatn,ílie stetige -V.Cxlt .(4.1) uy.d -strebt. u(t; x, jt, A gegctx
0 følls t -;0, dann ist dic I¡qnyilie X.

tseweis. Es sei *o aus X ur
rr.an Satz 4.1 für die Familie
4@) : A(x) - A(*o), x = X, er
V =9(xn) und eines K > 0 so
A e A. gilt. Ds sei e ) 0 rrnd
Nullpunkt so dass xo I W ,- V gilL. Fúr alle n e N setzen wir [/,, :
: xo t ! yt. Falls y e f/,, dann liegt der Punkt x: froi n(y - xo) in

V unð, es gilt y: !. *(, - +)r, Weil ,4 e it quasitinear ist, gibt es

ein ao e [0, l], &n: &(]t ., xo, Ai derart dass

SnU):q,,1¿(x)(æ"K.
Gemäss ullserer Voraussetzung haben wir a.n * 0 gleichmässig bezüglich
x rnd. A, also gil! a, K < e fiir alle xe X ind A e 4 falls ã genügend
gross ist.. rst no eine solche natúrliche zahl wd (J : (Jno, dann hãben wir
0 -<.9r.þ)_{ e.für aTle y e U und alle A e ü., d.h. die Familie & ist gleich-
stetig im Punkt ø0.

llezeichnet ú[ eine Familie von Abbildungen A : x * y, dann nennen
wir einen Pnnkt x e X singular Jiir &, falls sup {ll{(x)ll: A = &}:: +oo. Es bezeichne Ss die Me'ge der singularei punkte für úI.'Ist
Ss eine überabzählbare, dichte G6-Menge, dann nennen wir Su s,u,-

þerd.icht.
sarz 4.3. Es sei Z ein Bønachraunr,, .X eine offene, l¿onuexe Teilnr,en,ge

uon Z und t" eine Farnil,ic stet'iger quas'iliu,earer Abbild,ungen A: X -1.Ist d,ie Fan'til,ie &, nickt lol¿al beschrrinht, dann ist d.ie A[enge Ss suþer-
dicht.

B eweis. Die Funktion/sei wie im Beweis des Satzes 4.1 definiert.
Sie ist quasikonvex und halbstetig nach unten. Auf Grund von Satz 2.IO
folgt, dass S(/) : Ss der Durchschnitt abzählbar vieler offener und in X
dichte-r l{engen ist. Weil X ein vollständiger metrischer Raum ist (bezüg-
lich der durch die Norm von Z erzeugten Metrik), der keine isolierte-n
Punkte besitzt, ist Ss superdicht (vgl. diesbezuglich [5], S. 103).

B VERALLGEMEINER f E KONVEXE FUNKTION.EN 707
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ON FRITZ JOHN TYPE OPTIMALITY CRiTER,ION
IN MULTI-O,BJECTIVE OPTiMIZA"ION

by

r. MARUçCr.AC

(Clnj-Napoca)

1. Introduction

In [ ] LrN J. _G. gave a F'ritz John type optimality criterion for a cer-
tain class ef nolllins¿r multi-objective optintizatian. But in the proof of
the corresponding theorem there is a mistake. In this note we give another
proof for this important theorem. In the second part of the paper mod¡-
lied Fritz John type sufficient conditions for a certain class of multi-
-objective programming problems are also established.

2. A Fritz John theorem for multi-objective optimizatioln

Iret X c R' be an open set and let f : X -, Iì", h: X -, Rþ,, gi X n
-, RÞ, be given. Denote

O : {r e X: h(x) : 0, g(x') < 0}.

Def inition 2.1. xo =Q is called Pareto minim,øl for f on o.if
tkere exists no x e dù suck tl'tøt

(2.r) Í(r) < f@o), Í(x) + Í(xo).

Si,milørl'y, xo e Çl is called' weah Pereto ttt'in'int,øl for f ott' Q i'f there
is no x = Çl such thøt

2.2) (x) <Í(xo)


