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1. Einfiihrung. Ist eine reellwertige konvexe Funktion, die auf einem
reellen topologischen linearen Raum erklidrt ist, in einem Punkt lokal nach
oben beschrinkt, dann ist sie in jedem Punkt ihres Definitionsbereiches
lokal nach oben beschrinkt. It der Arbeit [4] wurde gezeigt, dass auch
die quasikonvexen Funktionen diese Eigenschaft besitzen. Ist eine, quasi-
konvexe Funktion, die auf einer offenen Teilmenge von zweiter Katego-
rie eines reellen oder komplexen topologischen linearen Raumes erklirt
ist, nach unten halbstetig, dann ist sie in jedem Punkt ihres Definitions-
bereiches lokal nach oben beschriankt. Diese Fjigenschaft der quasikon-
vexen Funktionen stellt eine Verallgemeinerung des fiir Familien' von
stetigen linearen Abbildungen giiltigen Prinzips der gleichmissigen Besch-
rénktheit dar. - '

In den letzten Jahren erschienen eine Reihe von Arbeiten in denen
verallgemeinerte konvexe Menge und verallgemeinerte konvexe Funktio-
nen untersucht wurden (vgl. z.B. [2] und [7]). Beeinflusst wurden diese
Untersuchungen durch Anwendungen in verschiedenen Teilgebieten der
Mathematik. Ein wichtiges Anliegen, das dabei verfolgt wurde, war das
Frzielen eines méglichst allgemeinen Prinzips der gleichmissigen Beschrinkt-
heit. In der vorliegenden Arbeit setzen wir diese Untersuchungen weiter ~
fort. i

Tm zweiten Abschnitt unserer Arbeit werden sogenannte G-konvexe
Funktionen eingefithrt und naher untersucht. Fiir sie wird ein Prinzip der
lokalen Beschranktheit nach oben bewiesen (Satz 2.11). Es sei darauf hinge-
wiesen, dass anstelle linearer Rédume ein weitaus allgemeinere algebraische
Struktur als Rahmen fiir unsere Untersuchugen gewilt: wurde. Im dritten
Abschnitt der Arbeit werden fastkonvexe Funktionen behandelt. Eine
Anwendung der erzielten FErgebnisse liefert im vierten Abschnitt eine
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Verallgemeinerung des Prinzips' der gleichméssigen Beschranktheit fir

quasilineare Abbildungen, die kiirzlich von SULMAN, V.'S. [6] eingefiihrt
worden sind. '

2. G-konvexe Funktionen. Es sei X ein topologischer Raum. Die
Menge aller Umgebungen eines Punktes ¢ « X wird mit ¥ (a) bezeichnet.
Wir setzen voraus, dass es fiir jedes Paar (4, ) « X X X eine Teilmenge
ab von X gibt, so dass folgende Bedingungen erfiillt werden:

(i) fiir alle a, b € X, a # b, gibt es ein ¢ € X mit b = ac;

(i) firr alle 2, b e X, V «%¥(a) und ¢ e ab, ¢ # a, gibt es ein
U < % (c) derart, dass fir alle xe U ein y € V mit der Figenschaft
% < yb existiert.

Die Teilmengen ab mit den obigen FEigenschaften nennen wir Infer-
valle. Die Eigenschaft (i) zeigt, dass X ,,algebraisch offen” ist, wihrend
Eigenschaft (ii) eine stetige Abhingigkeit zwischen den Elementen des
Intervalles ab und der Grenze a ausdriickt.

Beispial 2.1. Es sei X ein reeller topologischer linearer Raum.
Das Intervalll ab wird durch

21 ab={xeX:x=ta+ (1 —8b t T} as =1

definiert, wobei T'< R\ {0, 1} und T # . Die Bedingungen (i) und
(ii) sind in diesem Fall erfiillt. In der Tat, sind 4, b € X, a # b, vorgege-
ben, dann gilt fiir ‘

1
c_t—t(b—ta)

(wobei ¢ « T), dass ¢ aus X ist und b e ac. Um (ii) zu beweisen, wihlen
wir a, beX, Ve¥(a), c=ta+ (1 —¢t)b (wobei ¢t «T). Es sei W <
= ¢ (0) eine kreisfé6rmige Umgebung, so dass a -+ W < V gilt. Setzen
witr U=c+ W, dann gilt U ¥ (c) und fir alle x =c 4 fz mit z
e W haben wir x =ty + (1 — £)b, wobei y = a 4 z gewdhlt wurde.

Beispiel 2.2. Es sei X eine offene konvexe Teilmenge eines reellen
topologischen linearen Raumes. Wird das Intervall ab durch (2.1) defi-
niert, wobei T < ]0, 1] und O ein Hiufungspunkt von T ist, dann kann
man wie in Beispiel 2.1 zeigen, dass die Bedingungen (i) und (ii) erfiillt
werden.

Beispiel 2.3. Es sei (X, :) eine topologische Gruppe und ab =
= {a - b} fiir alle 4, b = X. Man kann leicht zeigen, dass die Bedingungen
(i) und (ii) auch in diesem Fall erfiillt werden.

Definition 2.4. Es sei X ein topologischer Raum,in dem Inter-
valle mit den Figenschaften (i) und (ii) definiert sind. Weiterhin sei
G:R?2 > R eine Funktion, die auf jedem beschrinkten eindimensionalen
Intervall aus R?, das zur Ordinatenachse parallel ist, nach oben beschrinkt

ist. Eine Funktion f: X — R = [—o0, 4-00) heisst G-konvex, wenn fiir alle
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: X i , . )
;cﬂ_ty' =X mit f(x), f(y) = R und alle z = xy die Ungleichung fz) < G(f(x), f(v))
Beispiel 2.5. Hs sei X ein reeller topologischer linearer Raum,

1 1
T = {?} und G(u, v) = 5 (v 4 v), (#,v) = R Werden die Intervalle wie

im Beispiel 2.1 definiert, dann ist jede im Sinne von Jensen konvexe
Fun;ktlon G-konvex. — Jede prikonvexe Funktion im Sinne von [4] ist
G-konvex mit G(«, v) = ymax {, v}, y > 1. In diesem Fall werden die
Intervalle wie im Beispiel 2.2 mit T = 10, 1[ definiert.

Es sei X ein topologischer Raum, f: X - R, x <« X und f(x)

. . . ’ g 5 ¢ < +(xj.
Die I:‘unktwp f ist an der Stelle ¥ nach oben beschrinkt, W(E_nu es ein
Ve &‘?.(x) gibt, so dass die Einschrankung f, von f auf ¥ nach oben
beschrinkt ist. Mit anderen Worten, f ist an der Stelle x nach oben be-

schriankt, \wenn f(x) < 4-co, wobei

flx)= 11}; sup f(y)

gesetzt wurde.
Die Menge
Dify ={x « X:f(x) =« R}

heisst cffektiver Definitionsbereich von f, wiahrend S(f) = X ~_ D di
Menge der Simgulariliten von f ist. o S S

- SATZ 26. Es ses f: X —+ ]—c0, +o0] eine G-konvexe Funktion. Gibt
es e a = D(f) mit fla) < oo, dann gilt

f(x) < H-o0 fiir alle x < D(f,.

Beweis. Es sei % = D(f), %, # a. Weiterhin sei V e “9(a) so ge-
withlt, dass fv nach oben beschrinkt ist. Wegen Bedingung (i) gibt es
ein %, & X mit %, < ax, Wegen Bedingung (i) gibt es ein U < %(x,)
derart, dass fiir alle z € U ein y < I/ existiert mit der Eigenschaft 7 <
= ¥4y Weil fG-konvex ist, gilt f(z) < G(f(v), f(%,)). Da die rechte Seite
dieser Ungleichung nach oben beschrinkt ist, falls y in der Menge V
varijert, folgt, dass f; nach oben beschriankt ist, d.h. es gilt f(x,) < +oo.

Bemerkung 2.7. Der Beweis von Satz 2.6. zeigt, dass fiir einen
metrischen Raum X, dessen Metrik mit p bezeichnet wird, die Voraus-
setzung dass f G-konvex ist, wie folgt abgeschwicht werden kann : fiir jede
positive rcelle Zahl § existiert eine Funlktion Gs: R* — R, die auf jedem
beschrinkten eindimensionalen Intervall aus R?, das zur Ordinatenachse
patallel ist, nach oben beschgrankt ist, so dass fir alle %, ye X mit
e(x, ¥) =23, f(x) e R, f(y) e R und alle z « xy die Ungleichung

J@) < Gs(f (%), f(¥))

gilt. In der Tat, falls % = D(f), %, = axy und U eine Umgebungvon x,
mit der Higenschalt ist, dass fir alle 2 & U ein y e V existiert mit
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Z e ¥, dann kann man o.b.d.A. voraussetzen, dass U eine Teilmenge der
Kugel mit dem Mittelpunkt #x, und dem Radius § < % p(xg, %) ist.

Im folgenden werden wir eine Funktion f mit der obigen Eigenschaft
Gs — konvex mnennen.

Beispiel 2.8. Es sei X ein offenes TIntervall der reellen Zahlen-
achse und & ecine Menge reellwertiger Funktionen, die auf X definiert
und stetig sind. Wir setzen voraus, dass es fiir alle %,, ¥, & X mit %, #
# x, und alle y;, v, « R genau eine Funktion F < & gibt mit F(x;) =
=y, und F(x,) = y,. Um dic Abhéngigkeit dieser Funktion I’ von #,,
%y, v und y, auszudriicken, schreiben wir F(x) = F(x; %1, X5, Y1 Vo).

Fitr @, b « X, a < b, setzen wir ab = Ja, b[. Ist X mit der natiirlichen
Topologie versehen, dann sind dic Bedingungen (i) und (ii) erfiillt. Eine
Funktion f: X — R heisst konvex beziiglich der Familie &, wenn fiir
alle %, %, « X, % # %, und % e %2, die Ungleichung f(x) < F(x) gilt,
wobei F(x) = F(x; %1, %, f(%1), f(#,)). B. ¥. BECKENBACH [1] hat gezeigt,

dass fiir alle %, %, « X und y, y» e R mit

lim (x,, ¥,) = (%0, ¥o), Hm (%, ¥i) = (%, Vo, kD # X

n—+c0 Bt L R -

die Gleichheit

lim F (%) = Fo(x)
gilt, wobei die Konvergenz auf jedem kompakten Teilintervall I von X
gleichmaissig ist. Die Funktionen F, & sind dabei durch F (x,) = ¥, und
F(x;)) =9, n=0,1,2,...) definiert. Es seien nun y;, y,= R fest ge-
wihlt, I ein kompaktes Teilintervall von X, § > 0 und

Gs(y1, Vo) = sup{F(x; %y, %5, Y1, Vo) i X, %1, %y = I, 3 < %y — 3}

Nach dem vorhin erwihnten Satz von Beckenbach gilt Gg(y;, ¥s) < --00.
Ist f eine beziiglich & konvexe Funktion und § eine positive reelle Zahl,
dann gilt fiir alle ¥, ¥y « X mity — x> § und alle z € xy die Ungleichung
flx) < Gs(f(x), f(v)). Dieses Beispiel motiviert die Bemerkung 2.7. sowie
die Definition 2.4,

Beispiel 2.9. Essei (X, -) eine topologische Gruppe und G(#,v) =
=u + v ftir alle #, v « R. Die Intervalle seien wie im Beispiel 2.3
definiert. Fine Funktion f: X —R ist genau dann G-konvex, wenn f(x - y) <
< f(x) 4 f(y) fir alle x, ¥ « X. Ist eine solche Funktion auf dem
Einselement nach oben beschrinkt, dann ist sie mach Satz 2.6 in jedem
Punkt von X nach oben beschrankt.

Der niichste Satz beschreibt die Struktur der Menge der Singulari-
titen von f. Mit int D(f) bezeichnen wir das Innere der Menge D(f).

sat1z 2.10. Es set f: X— ]—o00, 400 eine nach unter halbstetige G-konvexc
Funktion (bzw. eine Gy — konvexe Funktion falls X ein metvischer Raunt
ist). Gilt int D(f) = O oder gibt es eimem Punkt in int D(f) derart, dass |
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an dieser Stelle wicht nach oben b Fiv i ; ;
abzihlbar vieler offener und in e:;(g Z?IZ: sjilfzgzx S dyre Rirs e

B s 5
A D&gje;;& Es isim X, ={r e X:flx) < n}, n = N. Diese Mengen
gnd prien Mengzs)g ‘Ens‘%f)d—?;]g l{sx'fs:.’,, Wﬂ eﬁ}. Wir zeigen, dass fiir alle
_ . - Wire X, nicht dich i

es %111 Kﬁs Dewfg gnc} {el)ne Umgebung V' < % (y,) geben sécdz’ssd?'mﬂu}}ussm
=0. ! urde f{x) < m, fir alle % « V gelten ’und de wire
3 emmnact §

i:;séD(fj # 9. Nach Satz 2.6 hitten wir also f(x)<~+oo fiir allexe _1”‘)"'5“9
S unserer Voraussetzung widersprechen wiirde, it A7),

e SFE}Z{?} 2 :ﬁiﬂ. ﬁ(s‘ sei f1 X — R eine nach unter halbstetige G-konvexe Funp-

topozogisch:g , Igau;;- ;@;@ktwn_tfallsK X ein metrischer Raum ist). Ist X ein
n zwes, ] ] 7 '

T w oo o ever  Ilategorie, dann ist f in jedem Punki von

Beweis, Es'sei X, wie im Bewe;
4 o k \ ewels des Satzes 2.10 defini
st M, = X\ X, abgeschlossen. Weil X ein topologischerni{e;fl.mDng

zweiter Kategorie ist i i i i
und X = szlM',, gilt, gibt es ein #, « N, so dass

M" . "

einé II‘}Ele;:bf unkltje hat (3], 8. 384). Demnach gibt es ein %, € X und
ng von %, so dass 7(x) < #, fir alle % U oilt

Satz 2.6 haben wir dann f(x) < 4o fir alle x o x. oD

. Bemerkung 2.12. Satz 2.11 verall emeinert d inzi i
?lfdssigeﬁofe.sciirall{kthext von Banach-Stei%lhat.rs. In( girpa{gfzpegc;gé?c};
s Ab?)lillegufl éneafie_Raumc und L(X, V) der Raum aller stetigen JE~
o Kategorieg nw [ 1 X — Y. Es sei X vollstindig. Dann ist X von
o {||Ax]|" Aeﬂ:erhm" seten 4 € L(X, V), f: X - ]—co, 400 ]
e WA & e 4} fu.}' alle ¥ « X. Die Familie @ ist genau dann
und f im Nu]lpur?li:t 1]:(?}]: no%i}; Evg{l;'lfkt:[sfi . pqné( §WEise g e
oo ik ankt, dann ist f, wegen Beispie
nac:,hutg:fllexl?esf’}u?.ktkvqn X nach oben beschrinkt. Falls I jn§ N’ull?}lsgllg
i Wéihlinan t ist, (lsfum ist f sogar auf jeder Kugel von X be-
T rllach 11;1131:[ in Satz_z.l_l G(#, ) = u + v und zieht in Betracht
o' 3101 unten }}albstetlg. 1st, so folgt dass f auf der Einheitskuge]

eschrinkt ist, d.h. die Familie @ istgleichmissig l:)escl'u‘é'mktgc

Al :Ill.icfl‘?sst::‘:?m}()‘? Funktionen. Im allgemeinen ist eine G-konvexe Funk-
St e I'QeH%;re t1.ese Feststgllung. ergibt sich sofort, wenn man beachtet
ol P isé l(gek Flmktl_on, -d1e auf der reellen Zahlenachse definier‘é
iblichen Tatesver, konvex ist!(in der natiirlichen Topologie und mit dem
R egriff). Andererseits ist jede lokal nach oben beschrinkte

nxtion stetig. Im folgenden werden wir eine hinreichende

Bedingung dafii :
stetig gist.g atur angeben, dass eine lokal nach oben beschrinkte Funktion

Definition 3.1. Es sei X e : - o
v . Lo bs ein topologischer; Raum. Eine F i
J:X >R heisst fasthonvex an der Stelle xy = X wenn fiﬁll;ide:ngk;log
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und jedes U < ¥ (x,) ein V < V(x,) existiert, das folgende Figenschaften
besitzt : \

(3.1) VeU;

(3.2) fiir alle x, y eV, % #y, gibt es ein z e U,
«=uale, U, V, %, 9 «Rund g =8, U, % 3 <R, so
dass 0 < a<e, |B| < e und f(x) < «f(z) + (1 — B)f(y) gilt.

Beispiel 3.2. Kine im Sinne von Jensen konvexe Funktion (Bei-
spiel 2.5) ist in jedem Punkt fastkonvex. In der Tat, gegeben seien x, =
=X, 0<e<1 und eine Umgebung U von x,. Wir wihlen ecine kreis-
formige Umgebung W des Nullpunkts, so dass gilt x, + W + W < U.

Wir haben dann V = %o+ ~W < ¥(x,) und ¥V < U fir allen < N.
n

Ts seien nun %, ¥y e V und 2 =y + #n(x — ). Weil die Punkte x und
vy in der Form % = %y + pr u, y = %y + lv mit %, v « W dargestellt wer-
n 9

denkénnen, gilt

?'z:xo+iv—l—u-v:xo+u—(1—i)v ex, + W+ W = U,

Andererseits haben wir % = =2 - (1 — l) y und demnach
n n
1y, e 1
@) < A (1= ) ).

Wihlt man # so dass gilt o < ¢, so folgt, dass fiir « = 8 = 1 die Beawn-
" n

gungen in Definition 3.1 erfiillt "werden.
Auf dhnliche Weise kann man zeigen, dass auch eine rational s-kon-
vexe Funktion (vgl. [2]) in jedem Punkt fastkonvex ist. In diesem Fall
: s 3 A
wihlt man « = L und B=1-— (1 — l), wobel « < g, B <e.
(ns [ -
satz 3.3, Ist die Funktion f: X — R an der Stelle x, = X fasthon-
vex und mach obem beschrinkt, dann ist sie aw dieser Stelle stetig.

Beweis. [EsTsei 0 <g<%, Ue *9(%,) und 0 <y, so dass f(2) <

< v fir alle » e U gilt. Benutzen wir die Bezeichnungen aus Definition

3.1, so folgt
flx) < ay + (1 — B)f(y).

ieraus ergibt sich [f(z)| < n fiir alle z = V, wobei n =4y gesetzt wurde.
Demnach gilt fiir alle ¥, y  V
<

f(®) — fy) < ay — Bf(Y) < (x4 [Bl)n < 2en.
Also ist f im Punkt x, stetig.
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Beispiel 34. Es sei X eine konvexe Teilmenge eines reellen oder
komplexen lokalkonvexen Raumes und T eine Teilmenge von 10, 1], fir
die 0 ein Haufungspunkt ist. Es séi f: X — R eine Funktion, die folgende
Eigenschaft besitzt: fir alle x, v X und ¢t e T gibt es zwei reelle
nichtnegative Zahlen « = «(t, %, y) und 8 = B(/, x, y) mit

lim «(f, %, ¥) =0, lim B¢, x, y) =0,
N0 10

wobei die Konvergenz beziiglich (x, y) gleichméssig ist, so dass gilt
fltx 4+ (1 —#)y) < af(x) + (1 — B)f().

Eine solche Funktion ist in jedem Punkt von X fastkonvex. In der Tat,
gegeben seien %, e X, U = *¥(%,) und ¢ > 0. Wéhlen wir eine konvexe
Ungebung V von %, mit ¥V < U (in der induzierten Topologie) und set-
zen witr z =tx -+ (1 =)y, t «e T,0 < a<e¢ |B] <cfiirx,y eV, dann
sind die Bedingungen von Definition 3.1 erfiillt.

Ts sei nun g: X — R eine konvexe Funktion im Sinne von Jensen
und %: X — 10, +oo[ eine Funktion mit folgenden FEigenschaften:

(3.4) W3 o)) =

v %(h(x) + Ay)) fur alle %, v « X ;

(3.5) M#) ist beschrankt.
(y)
Dann ist die Funktion f =§ in jedem Punkt von X fastkonvex. In der
Tat, setzen wir T = 10, 1[N Q, dann gilt
th(x) (1 = )hly)
tx 4+ (1 —B)y) < . .
N ( ) thix) + (1 — h(y) Jio)+ th(z) + (1 — )h(y) 1)

firr alle x, v « X und ¢ e T. Setzen wir

th(x)

und f = «,
th(z) + (1 — )h(y)

«=alt, %, y) =

dann lisst sich eine positive Konstante K so angeben, dass gilt

<K-t V% v eX, VteT‘,tsé.

Also streben « und B gleichmissig gegen 0, falls ¢ — 0. Die Funktion f
ist demnach auf Grund der vorhergehenden Bemerkung in jedem Punkt
von X fastkonvex.

" Andererseits folgt, wegen B = «, dass f quasikonvex ist. Demnach
ist sie G-konvex, wobei G(#, v) = max {u, v} gewdhlt wurde. Ist nun X
einé offene, konvexe Menge von zweiter Kategorie und ist f nach unten
halbitetig, so folgt nach Satz 2.11, dass f in jedem Punkt von X nach

8 -— Mathematica — Revue d'analyse numérique et de théorie de I'approximation, tome 11, nr. 1-—2/1832
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oben beschrinkt ist. Unter den gleichen Voraussetzungen ist die Funktion
f dann nach Satz 3.3 sogar stetig auf X.

4. Quasilineare Abbildungen. Es seien Y und Z reelle oder komplexe
normierte lineare Réume und X eine konvexe Teilmenge von Z. Nach
V. 8. SULMAN [6] heisst eine Abbildung 4:X — Y guasilinear, wenn
A(coW) < coA(W) fiur jede Teilmenge W von X gilt. Eine Abbildung
A:X =Y ist genau dann quasilinear, wenn es fir alle x, ¥y « X und
t [0, 1] ein o = [0, 1] gibt (das von ¢, x, ¥, A abhingt), so dass gilt

Altx 4 (1 — t)y) = ad(x) + (1 — 2)A(y).

Ist I ein Intervall der reellen Zahlenachse und A :7 — R ecine mono-
tone Funktion, dann ist A quasilinear. .Auch die Abbildung A :j; ist

quasilinear, falls /: X — R ein affines Funktional ist, das keine Nullstellen
in der konvexen Teilmenge X von Z besitzt, und B: X — Y eine affine
Abbildung bezeichnet (d.h. eine Abbildung, so dass fir alle x, ¥ « X und
t [0, 1]

B(tx + (1 — #)y) = tB(x) + (1 — ) B(y)

gilt).

Der folgende Satz ist eine Verallgemeinerung des Prinzips der gleich-
miéssigen Beschrianktheit fiir quasilineare Abbildungen.

satz 4.1. Es sei Z ein Banachvaum, X eine offene konvexe Teilmenge
von Z und A eine Familie steliger quasilinearcr Abbildungen A X —Y.
Gilt
(4.1) sup {||A(%)||: 4 « @} < 4o fiir alle x e X, b
dann gibt es fiir jedes xg € X ein V = 9(x,) wund K >0, so dass
[|A(x)|| < K fiir alle x €« V und alle A = @ gilt.

Beweis. Wir setzen f(x) = sup{|| A(x)]|: 4 e @} firr alle x « X.
Sind %, y aus X und ¢ aus [0, 1], dann gilt; , : b

A@x 4= (1 =) |l =l ed(x) + (1 — a)A() || < all A (%) || +
+ (I — o) | A{) || < max {[|A(x)[[, [[4() I}

fir alle A e &, also auch f(tx 4 (1 — £)y) < max {f(x), f(v)}. Die Funktion
f ist demnach quasikonvex. Beachtet man, dass f nach unten halbstetig
ist und dass eine offene Teilmenge eines Banachraumes von zweiter Kate-
gorie ist, so ergibt sich mach Satz 2.11, dass f in jedem Punkt von X
nach oben beschrdnkt ist. Fiir jedes x, e X gibt es also ein V < ¥(x,)
und K > 0, so dass ||A(x)]] < f(x) < K fiir alle x « V und 4 e @ gilt.

Bevor wir den nichsten Satz beweisen, bemerken wir, dass, im TFalle
einer stetigen quasilinearen Abbildung A4, fiir alle x, ¥ & X mit A(x) #
# A(y), die nichtnegative Zahl « = «(f; %, v, 4) (aus der Definition der
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quasilinearen Abbildung) gegen O strebt, wenn ¢ — 0. In der Tat, wire
das nicht der Fall, dann wiirde es ein «, > 0 geben, so dass

A(y) = aqd (x) + (1 — )4 (v)

gilt. Hieraus wiirde A (x) = A(y) folgen, im Widerspruch zu unserer Voraus-
setzung. Falls A(x) = A(y), setzen wir « = 0 fir alle ¢ « [0, 1].

sarz 4.2. Es sei Z ein Banachvaum, X eine offene, konvexe Teilmenge
von Z und A eime Familie stetiger quasilinearcy Abbildungen A:X —Y.
Gill (4.1) wund strebt «(t; x, y, A) gleichmissig beziiglich x und A gegen
0 falls t -0, dann ist dic Familic & gleichstetip in jedem Punkt von X.

Beweis. Es sei x, aus X und g,(x) = || A(x) — A(x,)||. Wendet
man Satz 4.1 fiir die Familie quasilinearer Abbildungen an, die durch
B(x) = A(x) — A(x,), x e X, erklirt sind, dann folgt die Existenz eines
V = 9(%,) und eines K > 0 so dass g,(x) < K fir alle x = V und alle
A @ gilt. Bs sei € >0 und W eine Kugel mit dem Mittelpunkt im
Nullpunkt so dass x, + W < V gilt. Fiir alle » « N setzen wir U, =

= %, + L w. ralls y e U,, dann liegt der Punkt x = x, -} #(y — x,) in
n
V und es gilt y = Ly -+ (1 — i) %o. Weil 4 « @ quasilinear ist, gibt es
n "

ein «, = [0, 1], «, = oc(i; X, %, A) derart dass
n

gA(y) = augA(x) < a’nK'

Gemiss unserer Voraussetzung haben wir o, — 0 gleichmissig beziiglich
x und 4, also gilt «, K < e fiir alle xe X und 4 < @ falls % geniigend
gross ist. Ist #, eine solche natiirliche Zahl und U = U, , dann haben wir
0 < g4(y) <eftiralley « Uund alle 4 < @, d.h. die Familie 4 ist gleich-
stetig im Punkt x,.

Bezeichnet @ eine Familie von Abbildungen A : X — Y, dann nennen
wir einen Punkt x e X singular fiir 4, falls sup {||A(%)]] : 4 < a} =
= +o0. Es bezeichne Sq die Menge der singularen Punkte fiir @. Ist
Sq eine iiberabzdhlbare, dichte Gg-Menge, dann nennen wir Sq su-
perdicht. ;

sarz 4.3. Es sei Z ein Banachraum, X eine offene, konvexe Teilmenge
von Z und A eine Familic stetiger quastlinearer Abbildungen A : X —Y.
Ist die Familie @ wnicht lokal beschrinkt, dann ist die Menge Sg super-

dicht.

Beweis. Die Funktion f sei wie im Beweis des Satzes 4.1 definiert.
Sie ist quasikonvex und halbstetig nach unten. Auf Grund von Satz 2.10
folgt, dass S(f) = Sq der Durchschnitt abzdhlbar vieler offener und in X
dichter Mengen ist. Weil X ecin vollstindiger metrischer Raum ist (beziig-
lich der durch die Norm von Z erzeugten Metrik), der keine isolierten
Punkte besitzt, ist S superdicht (vgl. diesbeziiglich [5], S. 103).
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