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l. Dans ce travail noüs présentons uùe nouvelle notion d'aliure pour
les fonctions réelles et d'une variable réelle. Il s'agit d.'une pÌopfiété de
quasi-convexité d'ordre supétieur.

Nous comrirençons en faisant la remarquè que l'étude des allures de
convexité d'ordre supérieur et des allures encore plus générales a comme
poitrt de départ I'analyse du comportement par rapport à l'ensernble des
polynomes d'un degré donné, I,e nombre entier n > 0 étant fixé, pn dé-
signe par 9o I'enserlble des polynomes de degré au plus égal a n. IJn éttide
des allures aux quelles nous nous sommes rapporté plus haut peut se de-
velopper en trois ditéctions: mêttre en évidence un certain comportement
des éléments de l'ensemble 9,*, par rapport aux éléments de l'ensemble
g*, n ) 0 et chercher les foncti-ons qui ne se réduissent pas aux poly-
uomes de n I l-ième degré et qui ont le comportement en discution,
pâr rapport aux éléments de 9'; mêttre en évidence une propriété d'inter-
section avec les éléments de 4,i étudler la décomposit_ion de l'ensemble-
de définition d'une fonction ayant ur comportement donné par rapport
aqx éléments de 9", n > | fixé, en sous ensembles sur lesquels la fonction
considérée a des comportements precisés par rapport aux éléments de
S;-¡, porlr h fixé, I < Ë <n-1.

Chacune de ces trois directions conduit à la découvert de certaines
allrttes. L'eûsemble 4, peut êttre remplaçer par un ensemble interpolatoire
plus général.

Dans ce travail nous allons compléter nos résultats plus anciens con-
cernant les diverses propriétés d'allure.

2. Soit X c R. Le nombre entier n>- 0 étant fixé, supposons que l'on
a card. X > n {2. Considérons une fonction f : X -R. Les points distincts

(l) !(1, t2,...¡xnrr
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Si - H Ç,Ln,tt. c!.,i 4 9,,,,. a79ys, .quels qtle soient 1es,,p.91tll1 f;'
i - l,''Lt,-..*j,ø"i"z','ou' 'o,t bíàt-t toujou?s lxr, x", ')'-, xn+z; 1/] ¡ 0 ou

bien ioujouré ¡tr, x'r, ..., x,,¡zi./r] < 0 ,.Ott ¡gmarque.dolc que le compor-

lcnrent iåtroa*it-1r"r1'l"r i¿iir-rlti;"Ã I ct 2 (elle- sont équìvalentes) est une

gónóralisation drr comportcrnent des élérnents dc l'ensemble 9, ¡1 par raf)-

;;;t r; é1éments d-e i'iensernble 9,,. Cette généralisation est assez naturelle

car '\ ' t: '¡. i:'I ¿ ì

(6) lxr, xr' . , xulr; f '),= 'l#ti- xt' ''"'¡ x'¡+z'' Vf ' :":i r\¡:jì

oìl ' :r'li :':::

e) V : L(L,at) ,xt, #2, .-. ., x,+zl f).

I,a relation d.,égalité (6) peut être ie point de clépart p_our obtenir des nou-

'elles 
allures en tåtìrrifäC^"t la difiérence diriisée lx', xr,,' .., lutz.','..:l

p;-ã';;t;"s too"tið"iellËs,q*i .garcleut, þs propriétés les plus esentielles

des différences divisées.
3. I,es fonctions / pour 1esquel1s clans (4) orr a toujours l,inégalité;0

ou bien toujours < Ö, 
' I'aleurs d'un po]¡'nqnp

á; d"g;é 
-,r-4,,iã" 

¡-rr,å bs dè l'ensernble x. une
rotctiSn /: X'=' It. q e fonction 

'(n.¡ 
t¡.- i?-

lerie pnrl rappor.,t à PluÞ,,de détails voir l'4'l'

/r" Considérons maintenant lesrensernlilgsi' '. ' ¡ i '

(8) e(lJ,,, X, +) : {lt X -''R I [t', xz, ' ' ', xn+z'',f] > 0'

qtrels quesoient x¿ e X, 'i :'I , 2, ..., n' ! 2 clist'incts)

2r ::a:' ì

don¡r.és, on peut
: .i.: ,t ^ .r,' construire le. pqly-

;11 if i

' Xw+t itr,
qui satist-ait les conditions

P(x,):f (x), ,i:1,2, ...,n + l,
c'est à dire ie polynomc d'interpolation de lagrange, de degré n, attaché
à la fonctionf et aux nocuds (1). Pour construiie le polynomJlz¡ on utilise
seulement la restriction de 1a- fonction / aiLrx noeuãs
resti-iction avec g. I,e polynolne (2) est u,u.c proTongeme
Il. Mais ce prolongernent présent d'interêC sur X où
sant. t1!re'.comparaison entre f ct P,, suf ' les poigtS différents dc x¡,
i:1,2, ..., n f 1, on obtient:ut-re inlìormation sur 1e comportement c1"é

f- ¡tar rapporL -aux éJórricnts''dc'i;cnsemble g,,. Ira voic la i,lus lltutcllc
ile compaler / avec P, su¡ .,xu+.2.-f !v¡, ,i 

= 1,2, .,,, ?x + l, x,¡2 = X,
est ce11,: d'examiner le sigúe de. 1a difféîênce Í(x,*r) - p(x,rr). Mais,
évidclnment, on peut réaliser: cettcicomir;uaison airssi d'autre ìnenière [2].Si nous rrous arrettons à.f inyestigertiol_^du signe de ta clifférettce f (x,,¡ri :
- P(x),¡: ¡, a11ors nous'r sonrmel conduits' I utiliser la lorintrie

(3) ' " 
"f 
(*,*r)'- L(g,,t'; 'ir, 'rr, . . ..,,frtn¡t; Í)'(x,tù : . ,

, :,(rt,,+2.- xr)(x,t-, - xz) ..,.(Ft*" - x,r¡1),lx¡ %2, ...., xna.r, x,-¡2; fl
oìr par lxr, xr, ..,, xn*tt'x,;,¡2i ll otr,a désighé 1â différence divisée de,la
{onctiou / sur les'poi-nts xt, Íù .'.':
K xi+r { x;¡ir alors, dans 'la fort
est'égal au signe de 'la difféience d
tennant de cette sittLation, o.n.a consi
l'ú.irer et toujours la rnême'des cirtque

.a , -'(4) f@"+r) - L(9,,1 xt, x2,"....,vn+t', .f)(x,+") > 0, > o,:0,
': <0, <0 :

j.est remplie, quels que soient les'points
(5) , %tIxz.{.,.Ix,,+"
o" l;ï::îlr'1"*"r. 

ar r, nccLion f tøþþette conuexe (nonconcøae, þotynom,íalrç,
nonconuexe 'rcsþect'iuement conacne) cl'ordre n sLLy I'ensemb/,e X,- s'i l'on ø
d,øns .(4), > 0( ?_9, _ -.0, <_0 re þ_ecliaement 0), toujo:urs, Quels que
so'ie'iot'I'es þo'ints (5) de l'ensetnble X l4):

La différence divisée lxr., xr, ...,t x,r2; flétunt simétrique par rappcirt
aux points %t, xz, | . , xr+i, on a rdonnée aussi la

DEFTNTTToN 2. Lø fonc aue, þolynom,iale,
nonÒ(iùraexe resþectiaemeøt i l,'on ø tou,þwrs
l*r,;''xr,, .t., xn+zi Íl> 0 <0), quetí qwe
soient les þoints x1, x2, ..

etìr

(9) e(s,,,, X, -) : {f .X -" R l [ø', xz, " ', x,,¡2,

qtrels que soient x¿ e X, ¿ : 7, 2' .. , n ! ?,distincts]
Dans [1 ], nous avons consicléré 1es ensembles

.fl < o,

(10) S L
xn

Í (x,,)co

I

ô¡ ,..,,ì,. : {H ee.,l Ir(x,),:!,(-), !: I, 2,' ..',%}.

I,,ensemble (10) s'appetrle .épi interpolatoire d.'ordre 1, de l'ensemble 9,,

construit pour la fonction .f, sut les points xt I .%z < ' " < xr'

\THÉoRÈME l. Si xo>xo et Pr,'P, sont d'ett'x él'éments d'e l'ensemble (10)

et Pr(xo) 1 Pr\xo) alors

lxr, xz, ..., %¡, xol Ptf l lxr, Kz, ..., xn, xoi Pzl'

Nous avons donné cette propriété dans [1] Ðlle est une propriété

d" rr-roionie, par épis, d.es difiérËnces divisées. Si 1'on súppose que card X
> n * 3, alorã on peut considérer ies points

(11) x,1 xz < ...
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de l'ensemble X. Pour la fonction / on peut construire ies polynclmes

(l2I Vr - L(r,-', lty 262, . . ., x,-t-t i .f)

et

(13) Yz: L(Q,i itz, frs, . . ., xn+z', l).
Le théorème I nous permet de démontrer le

triÉonÈuE 2. St

a.lors

(14) Vr(x,+") 1Vr(x^*t)
et

(15) lrn, xr, ...¡ !tnt2; Vi 1lxù, )t", ...¡ rt*2i Vr).

Cotnme nous l'avous femarqué dans [2], l'inégalité (14) résulte direc-
temerrt de la défitrition I et de la propriété de monotonie, au sens de la
quelle les inégalités (ll) impliquent l'inégalité (15).

On a aussi le
rHÉoRÈME 3. Si

f e 8(Q',, X, -)
alors

(16) Vr(xn+t) ) Vz(x,+s)

¿t

(17) l)(", x",...¡fr¡*2; Vl) lxr, x",...,%n+z', Vzf.

I.es théorèmes 2 et 3 nous montrent que les propriétés de convexilé
et de concøaité d'ordre n d'ttne fonction ;f sur un ensemble X revienneut
à des propriétés de monotonie de certaines différences divisées.

Les différences divisées qui ont intervennu dans (15) et dans (17)
peuvent êttre exprimées avec les différences divisées de la fonction /.
En effet

(lB) lfir, xr,...¡trt2i Vrl: lxr, )(2,...¡xntt; Vrl:
: lry frz, ..., xnlti .f)

et

(19) Ittr, x", ...t xø.t2i Vrl: l)tr, x", ..., xn¡zi f).

5 SUS, UNE ALLURE

Il en résulte qu'au lieu d.e (15) on peut écrire

(20) lxr, Kr, . . ., x¡+t; fl < l)(r, x",

et arr lieu de (17) on peut écrir

(21) lxr,xr,...txnttiÍl>lxs,xs,
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, x"+zl Í)

, x"¡zi I )

Ainsi, la convexité et la concävité d'ordre n sûr X de 1a fonction / re-
viennent à une certaine propriété ( e monotonie des différences d'iuisées
d.c løfonction, f :l'hypothèse / e Q(8,, X, +) étant satisfaite, (11) implique
(20) et l'hypothèse f e 8(î,^, X, -) étant satisfaite, (ll) implique (21).

On peut obtenir ce résultat aussi eí faisant intervenir la formule de
récurrence des différences divisées. Mais c'est une voie qui ne peut pas
êttre étendue ar1 cas dans lequel au lieu de 9o on considère un ensemble
interpolatoire Iì qui n'est pas linéaire.

5. Pour la fonction f: X -rll, oh X c ll et card X > nf 3, on peut
uraintenant examinei dans l'hypothèse (11) 1e çomportement des trois
différences divisées )
(22) lxr, xr, ...t xtt].l ; fl, W", xs, ..., xn+2, f),

lx", xn, ..., x,+si ll
ÐÉFrNrTroN 3. Lø fonction f : X-IJ. s'aþþel,le quasi-conaexe (resþectiue-

m,ent strictement ç¡uøs'í-conaexe) d.'ord're n sur l'ensem'ble X si l'on a

(25) lxr, Kr, ..., xn+2; fl = 
rnax{lxr, xe, ..., x,+t', Í),

lXs, Xt, .. ', X*+si fl]¡
(resþcctiueru.ent

(24) lx,, x", , xr+zi /l < max {l*r, *r, "., x,+t', ff,
lxs, fru . . ., fitts; /])).

Évidemurent, la propriété qui est inclue dans l'énoncé de la défini-
tion 3 est étroittement liée à la propriété de monotonie des différences
divisées qui a intervenu dans 1es théorèmes 2 et 3.
' On obticnt imrnédiatement lc

l.HÉor{iìrvrn 4. Sd X : lø, b), f : lo, bl -¡ R et I'interualle lø, bl se

décomþose e11, (.1,t, þlus d'eux sousinterual'les lø, c), lc, b), lø fonction f étønt
concaae d'ovdre n sur lø, cl et conuexe d,'ordre n sur lc, bl, alors f est stricte-
ment quøsi-conttexe d"ord're n sur la, b).

!a démonstration du théorème 4 est une conséquence immédiate des
théorèrnes 2 et 3. Si c : a o17 c': b, on applique respectivement le théo-
rème 2 ou 3.
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Si nous supposons ,, l- 0, alors ''ous obtencins ies foictioàs quasttbn-

..""", þespectiî'ement strictement quasi-convexes hat¡ituelle au sens qtle

l: lø,b] *R et pour %t1 fr21 xs, %t = lø, bf,.i : 1, 2, 3' on.

(25) l@,) = 
max {/(x'), l@,)}

(respectivement

d.e la fo¡mule (3).
Soit ø > I' rff- entier fixé et F un ensemble de fonctions réelles et d'une

variable réeíle, "o"ti"""ï 
;;-";; inter ¡alle lo, b).Supposons c1'e ]'e'scrnble

F ;a interpolãtoire áiordre n sut I,a-, &]' I1 existe donc' pour chaquc sys-

tèrne de ru points distincts de [ø, Ó'l'

(27) xt-, xz, ' ' ', x,,

et pour chaque s)'stème de rø nombres

(28) lr !2, ' ' ', )tn

une fonction g € F et une seule, qui satisfait les conditions

(2g) 9@¿) : Y¿, i: l, 2' " '' tu'

si les nombre (28) sont les valeures de la folction / sur les points- (27.), alots

ãi iimJ.'^îá"''l''tãl"li;; .o a F qui prend les väleurs J@) de la fonctio.

/ sur les points (27), la notation
(30) L(F ; xr, xz, ' ' ', x,; Í)

sur un ensemble X Ç la, b] qui contient au rnoins n + 1

,, p"i^i lesquels tes-p-ointi (27), ,alors on peut étudier lc
de la fonctioï ¡ par räpportaìr i aléY:t.nts de l'ensemble I;'
olJt x¡¡1 * x,, i: l, 2, " ', n la drÍÏerence

(31) f (x,*r) - L(þ ', xt, xz, ' ' ', x,,; f)(x"+t)

l:'::
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comme on peut le trouver dans notre travail i2], l'anal1'se du signe de la
différence (31), quand les points

(32) xt l xz < .-. .

Sont choisis de toutes leS manières possibles dans X, nous conduit à la
définition d.es proprietés de F-convexité, F-nonconcavité, F-polynomialité,
F-nonconvexitå, -F'-concavité de la fonction / sur x. ces propriétés, dans
cettes ordre corespondent respectivement aux inégalités

(33) f@,+r) - I'(Fl xt, xz, ..', x,,: f)(x"¡1) 2 0, 2 0, :0, < 0, <0,

d.ans chacun d.es cas les points (32) étant choisis d'e toute 1es manières possi-

bles dans X.
I,es inégalités (32) étant satisfaites, on peut construire l'ensemble

(34) s (, . xl, xz, ' ', frn-l
' .f(xr), .f(xr), . . ., f (x,-')

I

I

que nous avons appellé [l], épi interpolatoire d'ordre l, de l'ensemble F.
La fonction 

-150¡ esi un tlément de l'epi (34) et si nous supposons

flue -f est F-convexe sur X, alors

(35) L(F; xr, nz, ..., xnl Í)@"+r) 1Í(x"+r).

En considérant maintenant les points

(36) üt1uz <...

d.e l'ensemble X, on peut construire les fonctions

L(F; ur, ü2, ..., il,i Í), L(Fi Ltz, 'tts, ..., ilt)r; "/) et

L(F ; ur, il¡, . . ., u,+z', Í)

TTEMME l. si tø fonction f est F-conl)exe sur x, alors on ø les itoégalités

(37) L(F; ut, ü2, . . ., üni f)@o) < L(F i xtrz, cts, "'', xt¡it ' f)(rr) <

< L(F i Ltz, LtE, ..., ün)-2; Í)(uò,

quel que soit le þoint uo e X, Lrs') ut,¡z'' Êtant suppósé (36), les inégálité (37) peuvent êttre considérés comnre

une proprieté'äe monoîonie pai épis, si l'on tient compte du fait que les

fonctions

L(F; ur, ü2, . . ., u^; Í)
et

I-(F; ur, üt, ..., tt,+t, f)
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appartietnent à l'éPi les valeurs d'un polynome de premier degré plug de deux fois. on peut
d.onc faire une õlaésification äes fonctions strictement quasi-convexes
ãot¿t" O, suf tllt ensemble X, d'aprez le nombre des points sur lesquels

elles peuvent prend.re les valeurs d'un polynome d.e premier degré.
S F

ü2, ü8, ,H.
, î(o.)' f @^), f(u,),

Iet les fonctions

L(F; ur, Ø8, .", ur¡tl f)
et

L(t' ; uo, ü+, . , ,, un+zi l)
appartiennent à 1'éPi

s l,f. , üs, %1, . . .,To,*t 
ì" \- ' f(u,), .f(uo), . .', Í(un+r)) .w

Des remarques analogues peuvent êt: e faites 9i / est supposée F-concave

sur X. Alois d'une manièrè naturelle s'impose la'

ptcu,lå,îä'Èlür¡ttt*,tni quøsi-cõnuexe) sur X^si þour- chaque système d'e

þoints
%t1%z <...

d,e I'ensetnble X on ø

f(xo) - L(F; ur, u", ..., %n.t; l)@o) < max{f(uo) - I

- L(F, I'r1, Itz, . .', %,,; fl(u,), (f(r+o)-L(F','t'ts, LtL, "', d¡+2; Ðfuo)\

(resþectiaement

f@r) - L(F; ur, I'Ls, ...¡ %nrt; fl(uo) lrnax{f(uo) -

- L(F; I,cy,, 1,t2, ..., %,,; f)(uo), l@o) - L(F; ur, tu^, ' ", üt*21 Í)(uo)Ð'

t F-conuexe swr X, ølors elle est øuss'i

ce du lemme 1.

.iuÍJîi'å,"JååJ':,"å"iïi;t-T"":"31i

Quand. l,ense h est linéaire, sars se réduire à l'en-
,"*ñ" g,,_1, les nvexité corespondantes peuvBnt êttre
étudiées avec les s f

?. I1 est intéressant à remarqu
quasi-convexité d-'ordre 0 su
.1uat c" 1a bivalence .de / Par
Îãnction qui est strictement
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