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1. Dans ce travail nous présentons une nouvelle notion d’allure pour
les fonctions réelles et d’'une variable réelle. Il s’agit d’une proptiété de
quasi-convexité d’ordre supérieur.

Nous commencons en faisant la remarque que ’étude des allires de
convexité d’ordre supérieur et des allures encore plus générales a comme
point de départ I'analyse du comportement par rapport a 'ensemble des
polynomes d’'un degré donné. Le nombre entier » > 0 étant fixé, on dé-
signe par €, 1'ensenible des polynomes de degré au plus égal a #. Un étude
des allures aux quelles nious nous sommes rapporté plus haut peut se de-
velopper en trois diréctions: méttre en évidence un certain comportement
des éléments de l'ensemble &, , par rapport aux éléments de I'ensemble
8, n >0 et chercher les fonctions qui ne se réduissent pas aux poly-
nomes de # 4 l-itme degré et qui ont le comportement en discution,
par rapport aux éléments de €, ; méttre en évidence une propriété d’inter-
section avec les éléments de €,; étudier la décomposition de I'ensemble
de définition d’une fonction ayant un comportement donné par rapport
aux éléments de €, # > 1 fixé, en sous ensembles sur lesquels la fonction
considérée a des comportements precisés par rapport aux éléments de
&, pour k fixé, 1 <k gu—1.

Chacune de ces trois directions conduit 4 la découvert de certaines
allures. I'ensemble £, peut éttre remplager par un ensemble interpolatoire
plus général.

Dans ce travail nous allons compléter nos résultats plus anciens con-
cernant les diverses propriétés d’allure.

2, Soit X = R. Le nombre entier » > 0 étant fixé, supposons que I'on
a card X > # + 2. Considérons une fonction f: X — R. Les points distincts
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ot x4y = X, io=1,2
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qui satisfait les conditions

Plx) =flx), i=1,2,...,nF1,

%"est a dire le polynome d’interpolation de Lagrange, de degré #, attaché
a la fonction f et aux nocuds (1). Pour construire le polynomeo(Z) on utilise
seulement la restriction de la fonction f aux noeuds (1). Désignons cette
restriction avec g. Le polynome (2) est une prolongement de g 4 Pensemble
R. Mais ce prolongement présent d’iuterét sur X ou f est définie. En fai-
sant yhe .comparaison entre’ f ‘et.” P,; sut’les points différents de «x,,

L= 1,‘ 2, ..., n+1, on obtiep‘; udte, information sur le comportement de

{1 par rapport aux éléments’de lensemble €,. La voic la plus naturelle
e co ) i E '

mparer f avec P, SUL Kypz 7 % 0=1,2, ..., n 41, %yyy e X,

- L. . N iy o i ] R PR )
e}st_dcellb d’cxaminer le signe de la différence f(#,14) — P(%,42). Mais
Sr 4 I . " I . I i ’
3‘1 emment, on peut réaliser cetté comparaison aussi d’autre meniére [2]
N o Y] . L . « i
ol nous nous arrettons a I'investigation du signe de la différence f(x,.,) —
" ¢ h 5 =3 Hoh2

» P(x),i4, allors” nots "sommes conduits’ a utiliser la formule

y gy 1 [ 10000 el ; <
(3) fEnre) — L&, %1, %, o Bt ) (Fna2) =

= (Fnro— %)Xz = Xo) n (ke — Hngn) K10 Xay o, K, 3, e f1

- L] - o 3 _I: 4 y 7. 1 ’ i . < : } ’

Oft Par [¥y, Fp, - ) Typr, Hys ) flota-désighé la différence divisée de:la
fonction f sur ‘les points x,, x5 s B Silton alHy < Xy <.
<,?.C’;'+.1,1< X't2) @101‘5_‘, 'da'ns;n’la‘_‘_fo':rl_nu_le (8), le signe.du premier ‘memibre
est ¢gal dau signe: dg lo. d;ffqence divisée du ‘deuxieme membre. Compte
t}egngn‘c ¢ cette situation, on a consideré [4] les fonctions f pour lesquelles
P'une’ et toujours la méme’ des ‘cidque conditions g ' =t

(4) Flfnra) L85 %1, fa s Fnr 5 S Fng2) 10,0 2 0,,=0,;
' <0, <0 '

est }‘emplie; quels que édient les ;pc')'_in'ts

(5) ) i ' . Xy < x2»< Cae < X2

de lUensemble X.

DEFINTIION 1. La fonction f s'appelle convexe (nomconcave, polynomiale
nonconvexe vespectivement concave) dordre n sur Uensemble X, si Von a
dans 4), >0(20, =0, <O respectivement <0), toujours, quels que
soient Les poimts (5) de Vensemble X [4]. ; ' '

I{a_'d1fterence divisée [xy, Xp, ..., X4qa; f] étant simétrique par rappdrt
aux points x,, %,, ..., %44, on @ ‘donnée aussi la ‘

. DEFINITION 2. La fonction f s'appelle convexe (nonconcave, poly%ommle
nonconvexe respectivement concave) d'ovdve n, sur X, si Uon a to‘ujomé
(%57 %y, ., e f1 >0 (20, =0, <0 respectivement < 0), quels que
sotent les points %, %y, ..., %9 de Uensemble X [4]. :
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S H e %, et}{g D r., 21078, quels que soient les. Np_gi.r_'l_fg_s. %is
i—=1,2 .. w42 on aou bien toujours [x;, X, ..., Fntz; H]7> 0 ou
bien toujours [¥y, X, - .., sz H] < 0..0n remarque donc que le compor-
tement introduit par les définitions 1 et'2 (elle sont équivalentes) est une
généralisation du comportement des dléments de 'ensemble £,,, par rap-
port aux éléments de 'ensemble &, Cette généralisation est assez naturelle
T P i el it

AL

car

(6) (X, %g oy Tugns Sl ol %o oy Bgain V]

ol ‘

(7) V= L1 Fr Fon o0 Tnge 1.

La relation d’égalité (6) peut étre le point de départ pour obtenir des nou-
velles allures en remplacant la différence divisée [%y, Xa - -, Xnios ° ]

par d’autres fonctionnelles qui- gardent, les propriétés les plus esentielles

des différences divisées. .
3. Les fonctions f pour lesquelles dans (4) on a toujours l'inégalité>0

ou bien toujours < 0, ne peuvent prendre les valeurs d’un polynome

de degré n quan plus sur # - 1 points distincts de Pensemble X. Une

fanction f: X ~» . quisa; cette prgpriété.s’appelle. fonction (7 +.1) — va-

lente par rapport 4 Vensemble .8, sur X, Pour: plus..de détails voir, [4].
4. Considérons maintenant les’ ensembless - Fa ot salip

(8) e@, X, +)={X =R |7, % ..., ¥ny2l f1>0,

quels quesoient %, e X, 1 =1, 2, ..., n + 2 distincts}

et : :

(9) @(ézn, X' -_‘) = {f X =R 1 [xl: Xoy « vy Xnt2, f] << O;

quels que soient %, « X, 1 =1, 2, ..., % + 2, distincts}.
Dans [1], nous avons considéré les ensembles

(10) S (@ T - RNy S ):_

fla), " fla), oo, flx)
={H <8 [H(x)=f(x)1=12"..., n}.

-

1 ensemble (10) s’appelle .épi interbélatbire ‘dordre 1, de Vensemble 2,
construit pour la fonction f, sur les points z; << % << ... < %,
VIHBOREME 1.°Si x5 >, et Py, Py sont deux éléments de Vensemble (10)
et Py(x) < Pyx,) alors -
(1, Fay «vvy % %05 Pi]l < [%1, %o oo os Xy Xos P,

Nous avons donné cette propriété danms [1]. Elle est une propriété
de monotonie, par épis, des différences divisées. Sil’on suppose que card X
> n -+ 3, alors on peut considérer les points ;

(11) By << Xy <o << Xy+4s
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de 'ensémble X. Pour la fonction f on peut construire les polynomes

(12) Vy=L(®,; %, %, ..., Xny1; f)
et
(13) Vy=L(8,; %5 Xg ..., Xnyi2; f).

Le théoréme 1 nous permet de démontrer le
THREOREME 2. St
' e, X, gy

alors

(14) Vi%nra) < Va(¥usts)

&t

(15) [xﬂ: X3y «+os Xnt2, VI] < [x2r Xgy o ony Xnga, V2]

Comme nous 'avons remarqué dans [2], I'inégalité (14) résulte direc-
tement de la définition 1 et de la propriété de monotonie, au sens de 1a
quelle les inégalités (11) impliquent l'inégalité (15).

On a aussi le

THEOREME 3. Si

feece, X, —)

alors

(16) Vl(xn+3) > Vz(xn+3)

el

(17) [le Xgy ooy Xnt2, Vl] > [x2! Xy 00y Xny2, V2]

Les théorémes 2 et 3 nous montrent que les propriétés de comvexiié
et de comcavité d’ordre » d'une fonction f sur un ensemble X revienneat
& des propriétés de monotonic de certaines différences divisées.

Les différences divisées qui ont intervennu dans (15) et dans (17)
peuvent éttre exprimées avec les différences divisées de la fonction f.
En effet
(18) [%e, %a, - .o Hugzs Vil = [%1, %, ..., g1 Vi) =

= [xl’ xz, LA ) x”+];f]

et

(19) [xb X35 « ooy Xni2; Vz] . [xz, X3y o o0y Xpgo, f:l
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Il en résulte qu'au lieu de (15) on peut écrire

(20) (%1, %o o vos Xwprs f1 < [%0, %y oo, Bz f]
et au lieu de (17) on peut écrir 7
(21) [ %o W Taga s F15 (%4 % s ves Zntz; [l

Ainsi, la convexité et la concavité d’ordre #» sur X de la fonction f re-
viennent 3 une certaine propriété de monotonie des différences divisées
de la fonction f: 'hypotheése f = €(&,, X, +) étant satisfaite, (11) implique
(20) et Ihypothése f = €(8,, X, —) étant satisfaite, (11) implique (21).

On peut obtenir ce résultat aussi en faisant intervenir la formule de
récurrence des différences divisées. Mais c’est une voie qui ne peut pas
éttre étendue au cas dans lequel au lieu de €, on considére un ensemble
interpolatoire I qui n’est pas linéaire.

5. Pour la fonction f: X - R, ot X < Ret card X 2 #» 4 3, on peut
maintenant examiner dans I'’hypothése (11) le comportement des trois
différences divisées

(22) [xlr xZJ vy xll-}-l; f]; [xz; xs; e rey x11-|—2; f:l:
(%3, %4 -2 Xnias f]

DEFINITION 3. La fonction f: X —R s'appelle quasi-convexe (vespective-
ment strictement quasi-convexe) d'ovdre n sur Uensemble X si Uon a

(23) (%o %a -y Tngz; f1 S max{[x), %y, -0y Hagr; fl,
(%3, %y - -+ Xny3; f1}

(respectivement

(24) (e Xy ooy Xupz; f] < max {[%;, %o, ..., Xpyr; [,

[xa' Xgr o+ os Xngs, f]})

Yividemment, la propriété qui est inclue dans I'énoncé de la défini-
tion 3 est étroittement lide 4 la propriété de monotonie des différences
divisées qui a intervenu dans les théoremes 2 et 3.

On obtient immédiatement le

THEOREME 4. S1 X = [q, 0], f:[a, b] =R e Uintervalle [a, b] se
décompose en an plus deux sousintervalles [a, c], [c, b], la fonction f étant
concave d'ordve n sur [a, c¢] et convexe d’ordre n sur [c, b], alors [ est stricte-
ment quasi-convexe d'ordve n sur [a, b].

I,a démonstration du théoréeme 4 est une conséquence immédiate des

théorémes 2 et 3. Si ¢ = a ou ¢ = b, on applique respectivement le théo-
réme 2 ou 3.
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Si nous supposons n — 0, alors ‘nous obtenons les fonctions gquasi-con-
vexes (respectivement strictement quasi-convexes habituelle au sens que

fila, b] — R et pour %, < % < %3 ¥ & [a, b],'i: 1,2, 3, on a

(25) flxs) < max {f(%1), [(%)}
(respectivement
(26) f(x) < max {f(z), [(%a)})-

Les fonctions f ayant la proprieté. (25) respectivement la propriété (26)
ont été considerées pour la premicre fois dans le travail [3]. !

6. Les allures données par les définitions 1 et 2 ont ¢té généralisées
en remplagant 'ensemble €, par un ensemble interpolatplrevf quelconque
[2]. Dans ce cas général, quand F n’est pas supposé linéaire des propo-
sitions analogues aux théorémes 2 et 3 ont lieu. On peut donc étendre
4 ce cas la définition 3. ;

Une telle généralisation présente un interét quand I'ensemble inter-
polatoire F a comme éléments des fonctions qui satisfont une ¢quation
différentielle d’ordre » ou un autre type d'équation fonctionnelle, Comme
dans le cas d’un ensemble interpolatoire F qui n’est pas linéaire on n'a
pas & la disposition des différences divisées, I'é¢tude du comportement d’'une
fonction f par rapport aux éléments de 'ensemble F doit se faire en utili-
sant un analogue de la différence qu'on trouve dans le premier membre
de la formule (3). .

Soit # > 1 un entier fixé et F un ensemble de fonctions réelles et d’une
variable réelle, continues sur un intervalle [a, b]. Supposons que Pensemble
F est interpolatoire d’ordre # sur [a, b]. II existe donc, pour chaque sys-
teéme de n points distincts de [a, b].

(27) Xy, Koy -eer %y

et pour chaque systéme de # nombres

(28) Y1 Yor v s Da

une fonction ¢ < F et une seule, qui satisfait les conditions
(29) ox) =y, =12 ..., %

Si les nombre (28) sont les valeures de la fonction f sur les points (27), alors

on utilise pour la fonction ¢ < F qui prend les valeurs f(x,) de la fonction
f sur les points (27), la notation

(30) IL(F [y, %) 1) %5 )

Si f est définie sur un ensemble X € [a, b] qui contient au moi’ns n 41
points distincts, parmi lesquels les points (27), alors on peut étudier. le
comportement de la fonction f par rapportau x Aléments de I’ensemble I,

en utilisant pour %,y # %, ¢ = 1,2, ..., nla différence

(31) f(an.-l) . L(F; X1, Koy vy xﬂ; f)(xn-H)

7 SUR UNE ALLURE 135

Comme on peut le trouver dans notre travail [2], l’aﬁaiysé dua éigne de 1a
différence (31), quand les points

(32) Xy < Xy < oo <K Haa

sont choisis de toutes les maniéres possibles dans X, nous conduit 2 la
définition des proprietés de F-convexité, F-nonconcavité, F-polynomialité,
F-nonconvexité, F-concavité de la fonction f sur X. Ces propriétés, dans
cettes ordre corespondent respectivement aux inégalités

(33)  f(%uy1) — L(F; %1, %9y ooy %,0 [)(%na1) >0, 2 0, =0 20, <0,

dans chacun des cas les points (32) étant choisis de toute les maniéres possi=
bles dans X.
Les inégalités (32) étant satisfaites, on peut construire I'ensemble

34 i Rl R SR
(34) (2 o s 5 )

que nous .avons appellé [1], épi interpolatoire d’ordie 1, de Tensemble I
La fonction (30) est un élément de l'epi (34) et si mous supposons
que f est F-convexe sur X, alors

(35) LF; %1, % or %5 f)(Fnn1) <Sl&nsa):

En considérant maintenant les points

(36) gy < Uy < ... < Upiz

de l'ensemble X, on peut construire les fonctions
L(F; wy, Wy «vn, %5 f), L(F; the, b, .., thaya; f) et
 L(F; g, thy ey Ungzs f)

LEMME 1. Sila fonction f est F-convexe sur X, alors on a les inégalités
(37) L(F; ty, thy, ..., t,; f)(tho) < L(F; 11y, ths, L s ) <
< L(F; thy, g, «--, Unya; f)(%o),

quel ]gue soit le point uy e X, %o'>> Un 2.

Ftant supposé (36), les inégalité (37) peuvent éttre considérés comme
une proprieté de monotonie par épis, si 'on tient compte du fait que les
fonctions

L(F; %y, %y, ..., t,; f)

et
L{F; gy g re, sthnr; f)
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appartiennent a 'épi

S(F; Uy, Ug, ~ov, Uy )
flua), flus), .., fla,)
et les fonctions

L(F; uy, #g, -.., Uny1; f)

et
L(E} Uy, Uy, o Unya; f)

appartiennent & I'épi

S(F‘ Wy, g e R¥ntl )
wy), flug), ..., fl# :
), JG0) s Sl il
Des remarques analogues peuvent étre faites si f est supposce F-concave
sur X. Alors d’une maniere naturelle s’impose la.

DEFINITION 4. La fonction f: X —R sappelle F-quasi-convexe (res-
pectivement F-strictement quasi-convexe) sur X si pour chaque systéme de
points !

Wy < Uy < e < U < U
de U'ensemble X on a

F(&o) — L(F; ths, thg, -, thnir; [)(tho) S max{f(uo) —

— L(F; wy, thy, .., %,; (1), (f(tho) —L(F ; 3, %,

"’

1
cey Upyas f)(“o)}

(vespectivement
Flare) — L(F; thy, thg, -, thnyr; f)(tho) < max{f(uo) —
— L(F; thy,, thg -, %, f)(tho), fltte) — L(F; g thay « ., Uuyz; [)(#o)})-

THEOREME 5. Si la fonction f est F-convexe sur X, alors elle est ausss
F-strictement quasi-convexe sur X.

T,a démonstration est une conséquance du lemme 1.

Les propriétés de quasi-convexité dont nous avons parlé sont plus
générales que celles de ‘convexité d'ordre corespondantqui ont intervenu.
Mais un étude comparatif s’impose.

‘Quand l'ensemble interpolatoire I est linéaire, sans se réduire a l'en-
semble 2,_;, les allures de quasi-convexité corespondantes peuvent éttre
étudides avec les différences divisées généralisées [2].

m 1l est intéressant A remarquer comme la propriété de strictement
quasi-convexité d’ordre 0 sur X' d'une fonction f: X — R a comme consé-
quance la bivalence de f par rapport a I'ensemble 2, En méme temps une
fonction qui est strictement quasi-convexe d'ordre 0 sur X peut prendre
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les valeurs d’un polynome de premier degré plus de deux fois. On peut
donc faire une classification des fonctions strictement quasi-convexes
d’ordre 0, sur un ensemble X, d’aprez le nombre des points sur lesquels
elles peuvent prendre les valeurs d’un polynome de premier degré.
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