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Dans cette note on considére un probléme de programmation pseudo-
fractionnaire linéaire et on montre que la résolution de ce probléme peut
étre réduite, par un changement de variables, 4 la résolution d’'un pro-
bléme pseudo-linéaire. On donne encore un procédé de décomposition
d’'un probléme de programmation pseudo-fractionnaire par morceaux, en
problémes pseudo-fractionnaire linéaires. On traite aussi quelques cas d'un
probléme de programmation pseudo-fractionnaire homogeéne.

1. Le probléme de programmation pseudo-fractionnaire linéaire

Soit % une fonction i valeurs réelles définie sur un ensemble D <
< R¥D # ). Concernant la fonction h, on suppose que:

il) & est continue sur :

i2) h est nondécroissante par rapport 4 chaqune des deux variables;

13) A(yy, ya) < h(yi, ) si et seulement si 1 <1 h .

Sous le terme de probléme de programmation pseudo-fractionnaire

linéaire, en ce qui suit, on comprend le probleme suivant:
PF. Déterminer

(1.1) v = max j (% te oxtp
x dx + v dx +7

sous les contraintes :
(1.2) Ax = b,
(1.3) x 20, v e R,
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ol sont d’.onnés les vecteurs «, ¢, d de R” les nombres réels ¢, p, 7, la
matrice réelle A ayant les dimensions s X # et la fonction % qui vérifie
les hypotheses i1)—i3).
"1 Nous fai_sops’ la remarque que le probléme de programmation pseudo-
linéaire considéré en [5] est un cas particulier du probleme PF,
Concernant le probleme PF on fait les hypothésessuivantes:
H1) T'ensemble de ses solutions admissibles

(1.4) S={xeR':4x=b, x > 0}

est nonvide et borné;

Hz) {(ax—ke} 0/1"1'17 EszGS}gD,
i dy +v dx + v

H3) dx 7> 0, Vx « S.
Si nous faisons le changement de variables de Charnes-Cooper [4],

Y = I%x, t 20, ¢t R,

alors, on peut attacher au probléme PF le probleme de programmation
pseudo-linéaire suivant:
PL. Déterminer

v’ = max h(ay + et, ¢y + P’)

sous les conditions :

(1.5) Ay — bt =0,
(1.6) dy + vt =1,
(1.7) y 20, ¢20.

Remarque 1.1. A partir ’hypothése H1), on peut montrer (voir

[7]) que ¢ > 0, sile couple (y, t) vérifie les contraintes (1.5)—(1.7). Cecj "

entraine le fait que (ay + et, ¢y + pf) D, pour tout (y, t) vérifiant les
conditions (1.5)—(1.7}. y e . .

Te théoréme suivant établit la liaison entre le probléme pseudo-
fractionnaire linéaire PF et le probléme pseudo-linéaire associé PI.

rutorEME 1. St les hypothéses H 1) —H3) sont vérifiées et s; (v, ¢)

. N 74
est ume solution optimale pour le probleme PL, alors ’;—- est une solution

optimale pour le probléme PF.
Démonstration : De (1.5)—(1.7), & la suite de la remarque 1.1, il résulte

que j; — est une solution admissible pour le probléme PF. Supposons que

— 8V 1¢C
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Y est pas une solution optimale pour le probléme PF. Alors, il existe

14

x < S, tel que:

(1.8) hax +e‘ cx +P)>k(ax’+e,0x +P)=
dx’ + 7 dx’ 4 v dx” + v dx’ 4+
= ay"” + e’ ] ey’ + Pt”) — hlay" 6t", c g )
(LA, ) = by o+ et oy + 1)
oi x" = 2.
t//
Soit dx' -7 =4q et y = 2, ¢ = L On voit aisément que (¥, ¢')
q Y

q
est une solution admissible pour le probléme PL. Mais, de (1.8), il résulte
que:
May' + et', ¢y’ + pt') >thay” + et”’, ey + pt"),
ce qui contredit la supposition que (y”/, #'’) este une solution optimale

’

pour le probleme PL. Donc ¥ este une solution optimale pour le pro-
) g

bléme PF.

Nous mentionnons que pour la résolution du probleme pseudo-linéaire
PL, on peut employer les algorithmes paramétriques considérés dans

(51, [6].

2, Le probléme pseudo-frationnaire par morceaux

Dans cette section nous allons considérer le probléme de program-
mation pseudo-fractionnaire par morceaux suivant:
PSF. Déterminer

(2.1) v = max min h[ZEEE , R,
x isM ax + v (.1;;4 e 4
sous les contraintes : i
(2.2) Ax = b,
(2.3) x>0 xR,

oli on a:
M={12 ... m,
et @ = R*, ¢ e R, pour tout ¢ e M.

Les autres paramétres du probleme PSF ont la méme signification
que dans la formulation du probleme PL.
Nous notons:

F(#) = min p[ZEEE APy oS,
ieM av 4 » dx |- ¥
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c1>:1:15 1§ (voir (1.4)) dénote I'ensemble de solutions admissibles du probléme

On voi:c facilement que le probléme PSF généralise tant le probléme
PF formulé dans la section 1, que le probléme pseudo-linéaire par mor-
ceaux comsidéré dans [9].

Concernant le probleme PSF, on maintient les hypotheses H1
H3) et on remplace I'hypothése H2) par : %t ° )t

’ arx et cx -
H?) {(T:_ ﬁfi cRe: es} =D, Vi « M.

Par la suite nous montrons que la résolution du probléme pseudo-
fra:,:juonnalre par morceaux PSEF peut étre réduite 4 la résolution des
»M" probléemes de programmation pseudo-fractionnaire linéaires (ou, en
vertu du théoréme 1, de programmation pseudo-linéaire), en vy emplogrant
un procédé de décomposition similaire & celui considéré dans 9] ou [1].
Dans ce but, pour chaque 4+ « M, nous considérons le probléme de pro-
grammation pseudo-fractionnaire linéaire suivant :

PPF(i). Déterminer

v, = max A
x

sous les conditions (2.2), (2.3) et
(2.4) (@8 —at)x< e —ei, Vb « M — {i}.

(a‘v'x—l—ei cx + p
dx + v ’ ax + »

On dénote par S; P'ensemble des solutions admissibles du probléeme

PPFE(i). Si S, =@, on prend v, = — oo,
Le théoréme suivant établit la liaison entre 1 ¢ g
problémes associés PPF(3). ek i g

THL.OREME 2. Sila fonction h vérifie les hypotheses 11)—43), alors:

(2.5) ] ¥ = max v,
ieM

. Démonstration : Notons par S; Pensemble des éléments x de S véri-
fiant les contraintes :

(2.6 k‘“”J’gi,”J’f’ < p[PE ek ey »
) dx +- v dx + v L de +v  dxyv)’ VkEM_{’l}.

Alors, on voit que:

27) fi =k =, 2] vy o 8,
T X 4

et aussi que:

S= s

isM
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Mais de Uhypothése 3), on tire que les inégalités (2.4) sont équi-
valentes 4 (2.6). Par conséquent, on a:
S;=3Si, Vi e M,

d’of1, en tenant compte de (2.7), il résulte I'égalité (2.5); ce qui achéve

la démonstration du théoréme.
Du théoréme 2 on déduit que la résolution du probléme de program-

mation pseudo-fractionnaire par morceaux PSIF peut étre faite d’apres
le procédé suivant:on résoud les problemes PPLE(i), pour tout ¢+ « M
et puis on choisit comme solution optimale du probleme PSF, la solution

optimale du probleme PPF(k), tel qu'on a:

V,=— 1Max v;.
ieM

Mais, en vertu du théoréme 1, les problémes pseudo-fractionnaires
PPF(i) (¢+ « M) reviennent, par un changement de variables, a des pro-
blémes de programmation pseudo-linéaire.

3. Le probléme de programmation pseudo-fractionnaire homogéne
Soit S’ < I*. Nous dissons que la fonction f: S — R s’apple hom o-
géne dordre w > 0 sur S, si pour tout x « S, on a:
fltx) = t*f(x), YV ¢ = 0.
Par la suite, nous considérons le probléme pseudo-fractionnaire homo-
géne suivant:
PFO. Déterminer

¥ = max A
x

]

{ L) f) )
& (#) £2(%)

sous les conditions linéaires:
Ax =b, x =0,
oti les fonctions f;, g, (1 = 1, 2) sont homogenes d'ordre w, sur S = {x «
eR':Ax =0, x = 0}.
Notons :

f(x) _ h(fl(x) ) Sal¥) ], VxS,

En supposant que:
gi{x) >0, VxeS =12
par le changement de variables y = fx, on peut attacher au probléeme
PFO le probléme suivant:
PA. Déterminer

Y = max h (f1(y)»
{ g2(y)
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sous les contraintes :
Ay — bt =0,
a(y)=1,520¢>0

Comme dans le cas du théoréme 1, on peut démontrer, que si (¥,
') est une solutien optimale du probléeme PA, alors 2 est une solution
t/

optimale du probléme PFO.

En ce qui suit, nous donnons deux exemples de problémes pseudo-
fractionnaires homogénes.

Exemple 1. Dans ce cas, on prend, pour le ble I
fonction objective suivante: ) P i

(3.1) flr) = 22— X
max dpx ex
N ke P
ou:
P={1,2 ... p.

et ¢, ¢, e, d, (k = P) sont des vecteurs donnés des R*.
Si on suppose que:

(3.2) max d.x > 0, Vx < S,

ke P
ex >0, Vx S,
alors, le probleme auxiliaire associé au probléme PFO ayant la fonction
objective f donnée par (3.1), est le suivant:
PAl. Déterminer
v’ = max (c'y -+ —ol)
ey
sous les contraintes:

(3.3) Ay — bt =0,

(3.4) max 4,y = 1,
ke P

(3.5) : ¥y =20t >0

B Mais l’a résolution du probléme PAl se réduit 4 la résolution des
WP 'probleme.s de programmation linéaire et fractionnaire linéaire géné-
;ahse [8] (voir aussi [2] et [3]) désignés par PAI1(k), pour chaque
(=

PA1(k). Déterminer

v, = max (c'y T y—)
ey
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sous les contraintes linéaires (3.3), (3.5) et
(3.6) d.y = 1.

Pour la résolution du piobléme PA1(kR), si on suppose de plus que
¢'y > 0, pour tout vecteur y vérifiant les contraintes (3.3), (3.5) et (3.6),
on connait, par example, l'algorithme de TETEREV [8].

Exemple 2. Cette fois, on prend comme fonction objective pour
le probleme PFO, la fonction pseudo-fractionnaire homogene suivante:

2% Cox <

x) = h L 2 X e

f( ) (max dyx ' max dyx |’ v < S,
k= P ke P

ott ¢; (i=1, 2) et 'dfk « P={1, 2, ..., p}) sont des éléments dunnés
de R”. De plus, on suppose que la condition (3.2) soit vérifice.

Alors le probléme auxiliaire PA2, qui résulte aprés le changement de
variables y = tx, est le suivant:

PA2. Déterminer

!

v’ = max h(c,y, czy),

sous les conditions (3.3) — (3.5).

Mais, d’une maniére semblable a lexemple 1, on peut résoudre ie
probléme PA2, & 'aide des ,,p” problémes pseudo-linéaire avec des con-
traintes lindaires. Ainsi, pour tout k e P, il faut résoudre les problemes
suivants :

PA2(k). Déterminer

v, = max A(cyy, )

sous les conditions (3.3), (3.5) et (3.6).

Pour mettre en évidence la liaison entre les problémes originales
et les problémes associés (PA1(k) ou PAZ2(k)), nous mentionnons que pour
chaqun des examples considérés ci-desus, on peut énoncer un théoréme
similaire au théoréme 2. o
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