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Considérons des intégrales singuliéres de type

(1 v (x) = (2 u) @

By

oi1 x et y sont des points de I'espace euclidien m-dimensionnel E,,, » = |y — x|
est la distance euclidienne entre les points x-et y, 6 =2 —% et $ un nombre

entier non négatif.
Le point x constitue le pole de l'intégrale singuliére, la fonction f (x, 6)
s'appelle caractévistique et u(y) est la densité de l'intégrale (1).
Sim>1letp=0 1’1ntegra1e (1) est une intégrale singuliére a singu-
larité isolée forte ; les operateurs générés par ces intégrales ont été étudiés par

F. G) TRICOMI [1], ¢. ciIRAUD [2], S. 6. MIHLIN [3], A. P. CALDERON et
A. ZYGMUND [4,5], M. COTLAR [6], E.'M. STEIN [7], etc.

T.e cas unidimensionnel m =1, p > 0 a été étudié par cm. FOX -
[8] qui a considéré des intégrales divergentes de la forme:

N #(y)
2 - Sm_dy: ’fe (a,b)
Il définit la valeur principale de l'intégrale (2) comme: -

x—€ b :
3 tim [ (—22__g ————‘ dy — H, ]
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ou
0 , pour p =0
“) Hip (,6) =152 a0 [1- 0271 pour p > 0
o il p — e’

Pour p =0, la valeur principale de I'intégrale (2), dans le sens de Ch.
p g (

w(y)

Yy — N

Fox, se 1éduit évidemment & la valeur principale de I'intégrale S ay,

a
considérée dans le sens de Cauchv.

Dans le méme ouvrage (8], on démontre que la valeur principale de
(2), dans le sens proposée, existe sila fonction u(y) vérifie les conditions
suivantes:

1) u(y) est p-fois dérivable sur Vintervalle (a, b)

il) w® (y) e lip «, c'est-a-dire #(?) (y) est une fonction lipschitzienne sur
(a, b) avec V'exponent e, 0<a<l

T,a définition de Ch. Fox vaut encore si @ = —o00, b= -0 avec
I'hypotése suplimentaire que wh(x) =0 (jx7%), ot 0 < I < 1, pour
|| — 0. N

Revenant au cas m>1, mentionnons encore les travaux de R. 1, WHIDEEN
[10] sur les intégrales hypersingulieres. Dans ce qui suit, nous allons douer
ine définition des intégrales singulieres de la forme (1),que, & cause du fait
que la singularité s’accentue tandis que p croit, nous appellerons ultrasin-
qulieres.

Nous démontrerons un théoréme concernent les conditions nécessaires
et suffisantes pour I’ existance, dans le sens proposé des intégrales ultrasin-
guliares.

Soit, donc, l'intégrale (1) et faisons les hypotheses suivamtes :

1) dans tout domaine borné de E,, la densité u(x) admet des dérivées
partielles jusqu’a l'ordre $, inclusif.

2) les dérivées partielles d’ordre p, D®) u(x) sont des fonctions lip-
schitziennes dans tout domaine borné de E,, c’est-a-dire, il existe, queilque
soit x et y, appartenant a un tel domaine, une constante 4 et un nombre «
0 < o <1, tel que

| Du(y) — DiPu(x)| < A7

3) u(x) =0 (|x|f) aux grandes distances, avec B<p
4) la caractéristique [ (¥, 0) est une fonction bornée et, pour x fixé, est

ane fonction continue par rapport & 0.
DEFINITION. On appelle intégrale ultrasinguliére la limite swivanie:

. , 0
(5) im [ S f'(::_H,) w(y) dy — H,p(x, 8)]

e—~-+0
R+ e<r<R

dans 1’hypothése qu'elle existe et soit finie,
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oll
0
pour =0
(6) Hup(re)=y5~1 1

d - v0) ¢
e Sf(x, 0) {————-—"(x Lk )] as, pour p>0
e 3 or
Dans (5) on a noté» << ¢ << R, 'ensemble de i isfai
2 , s points vy = E,, satisfai-
sent & ¢ < [y — x| <R. Dans (6), S répresente la sphere-unité de l'espace
B, dS — Péément daire de S et [24x+rOY
ar
u(x 4+ 70) suivant la di i sphe le 4 i
SymbthLe i, irection du rayon de la sphere S, levée a la pouvoir

la dérivé de la fouction

Dans I'hypotheése que la limite (5) existe et est finie on la note

x

flx, 0)
(7) S W“(}’) day
Eﬂb
et, parceque la définition donnd est une généralisation de la définition (3)
nous pourrions appeler (7) — valeur principale {(de l'intégrale (1)) dans le

sens de Ch. Fox.

B :[‘HEOREME. .Si les condition 1—4 sont vremplies alors pour U'existance de
U'intégrale ultrasingulicre (7) il faut et il suffit que

®) A (x) = 0
ot '
] Sf(x:e) as pour p =10
) S
(9) Hyp(%) =1 i
1 - w(v + r0)32
lpl Sf(zv, 0) 17—' S pour p >0
2 1

- . .
Preuve. De (1) il suit que pour 1 ité i

a densité # nous il :
formulle de Taylor o POUTOR I 1
i

uly) = 3 - (dw) (%) + Ry(y)

i=0 ¢!

(10)

14 i B ra . 1
(11) umwwﬁa@f~m+£w%—xg+”.+%4m~mﬂum
2 GYm

?S}%a d}ff(:ﬁire11tielle d’ordre ¢ de la fonction #, considérée ddns le point
%01‘11 " (Zm’s:mme?nt, (@) (x) = u (x)). Dans (10) Rp(y) est le reste de la
nule de Taylor. Pour p > 0 on peut mettre R,(y) sous la forme:

(12) Ry(y) = — o ()"
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(13)  o(y) = Fn+i.+¥+im:p Disiy i (Y1 — 20)"(Ya— %) oo (Y, — %)
avec
1 P 2
(14) ot iy = L s
LA M T O P ‘8y dyu’;” YoV .. dym

¢ étant un point intermédiaire sur le ségment qui unit les points x et 4.

Si p =0 on considére R,(y) = u(y) — u(x).

La fonction o (y) este continue dans le point x et égale A zero dans ce
point.

On peut prouver, a l'aide de I'hypothése (2) et des rélations (13) et
(14), qu‘il existe une constante B > 0 telle que, en tout domaine borné,
ona:

(15) lo (¥)] < B

quels que soit ¥ et y dans un tel domaine.
En effet, vue que |y; — ;| <7, j=12,...,m on a:

(16) lo() | <i1+i.+_.§;+im=pl Oisy. i (9]

mais, conformement & (14) et 2)

(17) | @iy, ., (D) ] € A, 7%

olt Ay, ., sont des constantes positives et 7, = | § — x |. Parce que,

7y <7 de (16) et (17) resulte immédiatément 1’ inégalité (15).
Maintenant, mettons la différentielle (d'u) (x) sous la forme

(@) (x) =7 3 ) Fulx) 065 ... olp
bt by, =i Ry g U B! @Y7L By
ot 0 =2 "% , 7=12,..., m sont les cosinus directeurs de la direction
14
donnée par le vecteur y — x. On peut abréger l'ecriture:
(18) (@) (x) =7 Y (’?)D;;u (x) 65
EAE
Alors, moyennenant les relations (11), (12) et (18) on peut écrire:
#
f(x, 0) oy 1 D' S flx, 0) Skd
a9 | TFeoa =2 (1) s
e<r<R e<r<l1

1 J(x 6) f(x, 9)
+5 § BPewa + { T i

g<r<l1 1<r<R
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On introduit les notations suivantes:

a)0%
(20) L=\ oy
e<{r<l1
. , 0
(21) Jo=tim {1220 () a
L ge<r<1
. . , 0
(22) ]2=ler+nw S fiﬁ,ﬂ,) u (y) dy
1<r<R

Alors, passant aux coordonnées sphériques du point y par rapport i x et
vue que dy = ¢"~! drdS, les intégrales I;, deviennent:

piz[FMIJSfx B) 0% dS pour 7 #£ p,p>0

(ln :) S f(x,0) 084S  pouri = p
g .

(23) Iy =

(dans le casi — Pp=0, I, = Iy= (lnl) S J (=, 6)dS )
s
Compte tenu des inégalités (15), on a:
1 1

S Y& N6 (y) dy < B S e Nay = B(1f (% e)|dssr‘f'_“ =
e<r<l1 e<r<1 5 €

B

B
=2 (=) 17 (®0) 125 < Z( 1/ ( 0)1ds
R s
d’oi1, conformement aussi & I'hypothése (4), il suit qu’il existe et est finie
la limite (21) donc que l'intégrale

(24) Si= g %w () dy

r<1
est absolument convergente. A cause de la condition 3) on peut montrer”

U (’;’ _:2 u(y) dy (25) est convergente. Revenant
4

que l'intégrale J, :S
r>1

la relation (19) et compte tenu des relations (23), des notations (6) et (9)
et du fait que, sur la sphére-unite :

- il Fu(x
(’D Ii,k:&( E E k() [
rl=1 o Bt bt by, Ry LRy ) o oy L OV Oy
S

R 6’3116)&!. .. Om‘é,”)fl( :’e) CZS — S f(x’ “) [_(')(—a_.)_]1 ls
N
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on peut écrire:

, 0 1
26 | %r,,jum dy = Hopp(%,6) — Hup(%,1) + 10— H (1) +
e<r<Rt

+5 (e ay+ | Sl d

-mef-p
e<r<l1 1<r<R =]

Par conséquant, la limite (5) existe si et seulement si la condition (8) est
satisffaite.

En effet, dans la partie droite de la relation (26) la terme H,, (x,1)
ne dépend de eet Retles derniers deux termes out uune limite finie pour
e — - 0, respectivement, pour R —»o0, parce que les intégrales (24) et
(25), comme nous Venons de le prouver, sont convergents. Ceci acheve
notre preuve.
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