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(1)

Considérons des intégrales singulières de type

u (x) : \tt# u[,y) dy

nm

oi x ety sont des points d.e l'espace euclidien zr¿-dimensionriel 8., r : ly - xl
estla distance euclidienneentrelespoints x-et y,0:t -rn et þ an nombre

entier non négatif.
I,e point ø constitue Ie þole de f intégrale singulière,la fonction f (x, 0)

s'appelle cørøctérist'ique etc u(y) est la d,ensité de f intégrale (1).

Sí m > I et þ: 0 f intégrale (1) est une intégrale singulière à singu-
larité isolée forte ; les operateurs générés par ces intégrales ont été étudiés par

F. c: TRrcour [1], c. cTRAUD [2], s, G. Mrrrr/rN [3], a. P. car{DERoN et
a. z¡¿cMUNo [4,5], M. corr{aR [6], n.'M. srErN [7], etc.

Ire cas unidimensionnel rn: l, þ > 0 a été étudié par cH. Fox "

lB] qui a considéré des intégrales divergentes de la forme:
b

(2) f (',+odv, ve (a,b)

.o

Il définit 1a valeur principale de I'intégrale (2) comme:

t-e
l

l

(3)

"1i,I Ir%-o, *,\"r%!t,d'v -H'ltxfll
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ou

(4) Htp (x, e) : þ-1
Ð u$) p)

Potr þ:0, la valeur principale c1e f intégrale (2)' dans le sens de Ch'

Fox, se réduit évicLen'rert à la valeur principale c1e f intégra1" [ "(r') cly,

)r-,
considérée dans lc sens de Cauchr''

Dans le nrêr'e åil;g; lgl,'o' dé'ro'tre c1uc. l.a r"a]g'r principale de

(2), d.ans le sers pr;;;;¿;:- "ltÉi"-ri 
la fãnction- u(y) vérifie les conditions

suirtantes :

i) rr(r') est y'-Iois clórivable snr f irtten'allc (a' ö)'

iìi ir,';i!r,i='rip';; ;à;-;:¡¡ri-irot (j,)est rrneionction lipschitzic''lte sur

(ø, Õ) 
'avec i;éxporieut ø-, 0 < æ ( l'

'*' "L; 
Jãrinitiäo cle Ch' Fox vaut encore si ø: - @' b: )- a avec

l'hypotèse ,tp1irn"rìt"-i* ãt" "l'øp¡:0 
(lrl-')' orì 0 ( I < 1' pour

, merrtionuons encore les travaux c1c t r' \vu-rlr! E'N

ingu t' nous allons clotrner

îlå );Iï;'i"'åï:'.f";':i;:

n"'nuffå;, 
dérnontrerons 1111 théorème concernent les conditions 

'écessaires
et suffisa'tes pour i;;"iti;;;,-dans 1e .* ptopoté tles intégrales ultrasin-

guliàres.
Soit, clonc, f intégrale (1) et faisons les hypothèses suivantes:

1) e borné de Iì,,,' la densité u(x) admet des dérivées

partiei 1, inclusif'

2) d'otdre. þ' þttt 1a(x) sont des fonctions lip-

schitzi ne borné ã; E'' t'ttt'-à-dit"' il existe' cluelque

soit r ety, appartenant e o"-1"t ¿o"tui*' uäe constante A el ttn nomb¡e ø

0 ( ø 5 l' tel que 
lDøu(y) - þo)1t(x)l < Ar'

3) u(x): 0 (l r lrr) aux grandes d'istances' avec P < þ
4) la caractéristique Í (*,0) est une fonction bornée et' pour ø fixé' est

,rrr" fótt.tion continuó par rapport à 0'

nÉ)rrNruoN . On app't'lc intégrale ultrøsingulí'à:re Iø límite suiuønte:

(5) lfi [ \ ++uu) dY - H"¡(x'))
J?+-f-m t<t<lq

dans l'hypothèse qu'e11e existe et soit finie'

f 
0 Poff 1:0

(6) H,,,¡(x,e): 
iÞ_ lrt", ut l^+-]¿ ds, poar p>0

Dans (5) on a noté r I e 1R, l'ensemble des points ! e 8,, satisfai-
seirt à , <.ly - xl1R. Dans (6),qrépresente lasphère-uriité de l'espace

Íì.,,. ¿.s - l'ólérrrcrrt cl'aire cle S ct 
l1+4)' 

la dér.ivc de la louctiorr

ot(x ! z0) suivant la direction du rayon de la sphère S, ler'ée à la pouvoir
symboliclue ø.

Dans l'hypothèse que 1a lirnite (5) existe et est finie on la note

0

l-1-t1f-;
Ø - ;¡,t'-'

, potlr þ-0

), t'oo' þ>o
i:0 I!

(i) \+"+uU)'tv
Èr,

et, parcequc la définition donnó cst uire.génér-r1isati9ll d: i:.. détinition (3),
r1ùus pollrrions appeler (7) - r'aleur principale (de f intégrale (1)) dans le
sens de Ch. Fox.

tsÉonùrrÐ. Si' les cottclitioto l-4 sont rent'þlies alors þottr l'existance de

i'iii.tógrøIe wltrøsitr,gr.tLiàre (7) il Jøwt et 'il suffit que

(¡ì)

tr'ìr

(e) Hl])r@) :

Preuae. I)e
fc¡r mulle c1e

Hl:)þ @) _ 0

f(x,0) clS

T,\¡,,, 
u)l?4+)l' nu

porir y' : 0

potu p>0

I

s

(1) il suit que poul 1a densité u (y) novs por-Lvo11s écrire la
Taylor

(10) rLU) :f ! ¡a,u¡ (x) j- nly)l5¡t'
i ,t

(1i) (d.tw)(x):l#,b,,- x,) + fitt,-.v,) t...-l- ulr-(t,,,, 
- v,,,)l'u'(x¡

este 1a différenticlle d'orclrc ,¿ de la fonction z¿, considérée daus 1c point
r=8,, (évidemrrent, (d\u) (x):u, (ø)). Dans (10) R,(1') est 1e reste dc la
forrnnle de 'l'a1.1or. Po::r þ > 0 on peut rnetl-re /lr(y) sous 1a forme :

(12) Rr(1t):1o(v)r/'
i,
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On introduit les notations suivantes

39

otì

(13) (20) r¡,n:
e</<l

(2r) /, : "lî, \ 
,t; 

^ u) dy

e<r <l

(22) /, :.1ä \ +# u U) dy

1<¡<lR

Alors, passant aux coordonnées sphèriques du point y par rapport à, r et
vue que d.y : 'vn-L d,rd,S, tes intégrales /¿,¿ deviennent:

, - ttì-' - tl[,r@' o) oË ds Pour d + þ, þ > o

s

(t" *) \, 
o,o) oÞ ds poar i : p

avec

(14) O)iri^. , .ifl
ùltzl ... iffil

{ étant un point intermédiaire sur le ségment qui unit les points x et y.
Si ¿ : 0 on considére np?) : ù(y) - u(x).
La fonction <o (y) este continue dans le point x et égale à zero dans ce

point.
On peut prouver, à l'aide de l'hypothèse (2) et des rélations (13) et

(14), qu'il existe une constante B > 0 telle que, en tout domaine borné,
on a:

(15) l.þ) l<Br"
quels que soit ø et y dans un tel domaine.

þn effet, vue que ly¡ - x¡l 4 y, j :1,2, ...,nt, on a:

(16) l.(y)l < Ð .1.;,,,.. .r,,,(y)l
ir1-i¡1- ,..*im:þ "'

mais, conformement à (1.4) et 2)

(17) l.n,r,...nn,(Y)14 Ar,;^...;,,r1

où Ai,i"...i^ sont des constantes positives et rr: 11- x I. Parce que,
rt 1r de (16) et (17) resulte immédiatément l'inégalité (15).

Maintenant, mettons la différentielle (diu) (x) sous 1a forme

(d,tu)(x):rr D ¿t 3'"@)_ OIOå'...Tit,
h,-lk^t .. . +hr, .i É{lhz! . . . lt,rl ôyi,. . . ôyir!

où 0r: *: , j :1,2,..., flx sont les cosinus d.irecteurs de ia direction

d.onnée par levecteur y-x. Onpeutabréger l'ecriture:

(rB) (d}u) (x) : ,.n 
,Ð_,(i)oi, t.l 

u,

Alors, moyennenant les relations (11), (12) et (18) on peut écrire:

(re) \ ffiu U) dy: å,+ p, (hln'r"øl \ t#ø +
e1t1R e<r<l

+;, \ rff^rt) dv t- \ 'h\uu) dv

Compte tenu des inégalités (15), on a:
I

\ rylo'(v) tdv <B\t#+dv
e</<1 e<r<l

!23) r¿,p:

(aans te cas ¿j : þ :0, I¡,n: r'.': (rn1) \Í {*,O)ds 
)

t'

I
s

d,rxB 0 dS
,1 

*o

-' I(t,-"") 
5 tÍ þ,0) I ds < *Í,¡ (x, 0)l d,s

"t s s

d'où, conformement aussi à l'hypothèse (4), il suit qu'il existe et est finie
la limite (21) donc que f intégrale

124) t,:t+:^b)dY
est absolument convergente. e 

"1or" de la condition 3) on peut montrer'"
que f intégrale -lr:\t#+ uþ) d,y',(25) est convergente. Revenant

/>l
la relation (19) et compte tenu des relations (23), des notations (6) et (9)
et du fait que, sur la sphère-unite

"Ð, 
( : ) 

Daou(x) r ¿, p :J(,,*,,p. 
* r^ w# _,,,,, æ# rF

s

. 0l0t'. .. 0**) Í(*,0) æ: 
I f lx,0)¡uø ¡'stft as
s

l
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SOME PRACTICAL APPROXIMATION METHODS
FOR NONLINEAR EQUATiONS

by

GII. COMAN
(Cluj-Napoca)

1. The goal of this paper is to construct some simple proced.ure for
the approximation of the solutions of a given nonlinear equation, with
practical facilities and. with a good efficiecy.

I,et f iO +R, with OCR be a given function and. one considers thq
equation

(1) f (*) :0, x= Ç).

I-ret, a1so, F'.D -Ro, whete DCç¿", be an approximation method, a
F-rnethod, of the solutions of the equation (1) and.

(2) xs, xr,..., xn-t, x,,,.,.
with x,i: F(x,-r,-. ', !(¡-t), the sequence generatedbyF, for a given txo,...
"', xu-t) e D'

ff ø*eO is a solution of (1), the number þ:þ(F)with the property
that

I,m 
x* - F(t¡n_b+1 ,..., x) : C + 0,

r'+@ (** - nr)þ

where C is a constant, is named the convergence ordeÍ of F and C is the
asymptotic error.

A F-method depends of some in[ormations about the function/. Usually,
these information are values of the function f and certain of its derivatives
at some previous approximations. Next, will be considered only this case.

I-,el ur:u,(F) be the evalurliol nLlmber of f o and C, : Ct(Í) the
nunber of arithmetic operaticins for or: ev¿lultion o1. ft't, if 7ta It a rational

{ - Mathernatica - Reyue d'analyse numérique et de théo¡ie de l'approximation, tome 11,

par conséqu ant, \a lirnite (5) existe si et seulement si la cond-ition (8) est

la relation (26) 1a terme H,,,6(x'l)
ux lerrnes otlb ure limite finie pour

co, perce que ies inbégrales (24).et
:r,'sonb õongergents Ceci achèl'e

notre preuve.
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on peut écrire:

(26) \ 
t++uU) dv - H-þ(x'') - II^p(x'1) f ln L 'ul:', tø +

e<r<¡l

+; i
e<t <l

I_9*^ß) dt r \ t#+ u.(y) rtlt

1<¡<R J
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