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par
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Dans ce travail nous allons généraliser une méthode de 1. LUPAS [4]
pour obtenir des opérateurs linéaires et positifs a laide des formules de
. quadrature aux coefficients positifs.

Désignons par C[0, 1] l'espace des fonctions continues sur le segment
[0, 1]; &, V'espace des polynomes de degré #; P, le polyndme de Legendre
de degré n relatif au segment [0, 13, P,(1) = 1.

Considérons les points

(1) 0 < Zop < Hin < v ov < X S 1

ot 1a formule de quadrature du type interpolatoire
1

@) (fnar = 3~ Aufles) + R .,
ot f < C[O, 1], ;

(3) A= l,(im) lg;‘% dx, i=0,1, ...,

et I(x) = (x — %ow)(¥ — %1a) --- (¥ — Xn) -

On sait que le degré d.exactitude de la formule de quadrature (2) est
au moins #.

Définition 1. On dit que la formule (2) est une formule de quadra-
ture anx coefficients positifs st Aw > 0,+=0,1, ..., m
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Lemme 1. [2]. Sila formule de quadrature (2) a le degré d’exactitude
n+s(0<s <n-1), alors il y a les nombres agyy, 1=1,2, ..., n 4
4+ 1 — s, tels que les points (1) soient les zévos du polyniéme

(4) qn+1(x) b Pn+l,s‘(x) + as+1Pp+1,s+1(x) + . + <xn+l-Pn+1,n+1'(x)
o Puy1,i, ©=0,1, ..., n-+ 1, sont les polyndmes i-ortogonanx de degré
n + 1 définis par

1

Sxkp,.+1,,-(x)dx =8, k=0,1, ..., n+ 1.

0

Si la formule de quadrature (2) a le degré d’exactitude # 4 s alors
la relation (4) implique I'égalité

(5) L,(f)(x) = 2 f (o) — 22,

k=0 (# — Fxn)qhaa(Frn)
olt L,(f) est le polyndéme de Lagrange prenant les valeurs f(x,;,) aux points
Xy, 0=0,1, ..., n

Vu que {P,} est base pour l'espace vectorial €, on a la relation

i=L,n

(6) Gnya(%) — 2 ;\”P”'i (%),
% — %n im0
ol
( Yqnsa(t)
_ { “qana(® L
(7) l;k—S——t_x” at,, 1=0, 1, ..., =

0

Lemme 2. Les relations

(8) his = Kiwhon,

sont vemplies pour 1 =0, 1, ..., s e les relations
i-1 )

(9) 7\“ = (qu;;;q_l + 7\0kx£,,

q=s

o a, = 1, sont remplies pour t =s+ 1, s+ 2, ..., #.
Démonstration. Les telations

1

, ti—p_lxifn%-u(t)dt -+ x;;n7\0k

i

(10) 7\47: =
?

Sty

et (4) impliquent les égalités (8) et (9).
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THEOREME. 1. St le degré d’exactitude de la formule de quadrature (2)
est w + s, alors le polyndme de Lagrange attaché a la fonction f sur les points
(1) peut étre écrit sous la forme

(1 LW = D Aufs)K (s 5 +

i—1
+ - 2 E og[Xons X1my + ooy Xnm; t‘_q_lf]Pn,iv(x)

Ap41 t=s+1 g=s

0% a,.1 est le coefficient de x"t! en q,3 | et

12) K(5, ) = 3 #haPo,(5) = 3 58 Pr () =
= 2= @i + VPP, (5.

Démonstration. Les relations de la a lemme 2 impliquent

(13) —qﬁL . Almz x;;nPn,i(x) +
=0

(x e xkn) Qn+1(xkn)

- i (5 ocqx};;q—l) P, i(x).

Th41(¥en) i=s+1 \gms

Les relations {5) et (13) impliquent
(14) L(f)(#) = 2 4K (%, %) +
k=0
n i—1 n

-~ P Zkn
+ d Z Z_J(aqzl_f(__)_)P”".(x)_

Bpty t=s+1 g=s k=0 v (an)

Tenant compte de la relation (14) et de la formule

"

X
[xon: Xiny + ooy Xon 5 g] :EM_
k=0 ! (xkn)

on obtient 1’égalité (11) ce qu’il fallait démontrer.

Corollaire 1. Si x5, af),..., % somt les zéros du polyndme

Py et AR, AD, .., AY sonmt les coefficients de la formule de quadra-
ture qui correspond a ces points, alors on obtient

(15) Ly(f)(x) = 3 ABSGE)K(x, #4) +

1« i
+ 2 [xgyz. xﬁz; ¢ vy xsfr); J tt S_lf] Pu,i(x).
Cpty i=s+1
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En particulier pour s =» — 1, #, # + 1 il en résulte:

(16) L(f)(x) = EA‘" Df(xp-D)K(x, 27Y) +

k=0

1 [x((),’;‘_nlx(n”—l), A x(n - f] P,,,,

Ayt1m—1

(17) Lif)®) =S AGf (K (x, 4),

(18) L(f)(x) = fn_\, Al fapt K (x, 2 Y).

Considérons les opérateurs
H,:C[0, 11=C[0, 1]

définis & I'aide des égalités
(19) ZAkn xlm x xlm)-

I,a relation (19) implique

(20) H(f)(%) = z; e (f) Pl
ol '
21) el ) = 33 A () 23 + 1) Pel )

Supposons s > 2. Le théoréme 1 implique
(22) Hn(gi) . Lﬂ(ei) = &y, 1=0, 1,2
oli .
e (%) = %
La relation (21) implique

_eunlf) H,( x)dx, 1=0,1, ..., 6
(23) 21 + 1 s-

Soit M = [m;,] une metrice réelle triangulaire. Définissons les opéra-
teurs
S,:Cl0, 1] =»¢&,

a l'aide des égalités

(24) 2 Cm mm )
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Les relations (22) et (23) impliquent
(25) SJ(P)(x) = miP(x), =0, 1,2
On peut maintenant démontrer le

THEOREME 2. St la formule (2) est ume formule aux cocfficients
positifs et si Q, = %, vérifie les conditions

(b) {Qu(m)dx =15
(c) Wi :SPi(x)Q,,(x)dx, s = 0%, ity |

0
alors Dopératewr S, est linéatre, positif et de plus op a
(26) Saleo) =1,

1—m
Sn(el) o 2 - Mg,

1

Sﬂ (€2> = —_2”11”_ + 61(7nln e mz,.) +

Moy —

1
—I_ m21182'

Démonstration. La relation (24) implique 1'égalité

Tl Q) Akv;f(xkn) [Zo ',Pi(xk”) X
1
Py(x)(2 + 1) SQn () P, (u)du] )
(V]
Compte tenu de la relation

1

5> (26 + 1) P, (1) P {05) )0 P

=0

A\

0, (V)x [0, 1],

démontrée en [4], on en tire la positivité de 'operateur S,.

Les relations (25) et les égalités

impliquent les relations (26). Lz théoréme est ainsi complétement démontré.
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Soint Q, «8,, n =0, 1, ... une suite de polynémes qui vérifient
les conditions (a), (b) et (¢) de théoréme 2.

THEOREME 3. La condition nécessaive et suffisante pour que
lim [[s,(f) —fl=0,  (Wf =C[0, 1]

est que lim my, = 1.
H=e00

QOutre cela on obtient 1’évaluation

1S — £1 < YR (5 T ),

La demonstration de ce théoréme est similaire 4 la démonstration du
théoréme 4 du travail [4].

Remarque. Dans ce travail pour s = # 4+ 1 nous obtenons les résultats
de Lupas 1. [4].

On peut aussi construir des formules de quadrature aux coefficients
positifs (2), de n'importe quel degré d’exactitude. Les résultats de [4] corres-
pondent 3 la formule de quadrature de Gauss.
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