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SUR QUELQUES OPERATEURS LINÉEMNS OBTENUS
"- 

aï,EIDE DES FORMULES DE QUADRATURE
pal

I. GAVREA

(Cluj-NaPoca)

Calctlra cte ùI atetnalicã
I r¿stit utul P ot' i teh¡t i c,,G hc or ghe A s aclt'i" I a ;i

Cated¡,a de Nlecanicà, teoYelictí

Inslilututr Potitehnic,,Gheorghe Asaohi" IaSi

aliser une méthod'e d'e r,' r'urns [{l
ãï-p"tititt à l'aide des formules de

áes fonctions continues sur.le segment

a.sié ; I P' le PolYnôme de Lesendre

l, P'(1) : 1'

Considérons les Points

(1) 0 ( øo' 1%ø< "'
etlaformuledequadratured,utypeinterpolatoire

l-n

(2) \r<*la* 
: 

!;t',^f 
{x'") + R(/)

oÌr/eC[0, 1]'

(3) Ai*:# l(t¡\ d,x, i : o, l, .,, n,
1l-frn

el t(x): (x - xo*)Ø - x,,) "'(x - x"")'

on sa.it que le d"grJ'ã,"*"ciitude d.e la formule de quadrature (2) est

au moins Ø.

Définitionl.Ond'itquela'for.mu\e(2)estuneformuledequøilrø-
trrr"ou"*- ioi¡i'l,c'i,tnts þositiÍs si Ãin > 0' i : 0' 1' " " n'
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(10)
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3

(l l)

(13)

SUR QUELQUES OPÊRATEURS
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i
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L e m m e l. l2l. Si l,ø formule de quadrøture (2) a le degré d;exactitude
ø*s(0 <s < n'+l), a.Iors iI y a les øombres üs*å,i:l,2, ...,t +
+ I - s, tels que les þoints (7) soient les zéros du þolynôm,e

(4) I,+lx) : Pn+t,s(ß) * a,+tPr,+r,s+r(#) + ..'* d,+tP,+t,n+t'(x)

où P*4r,r, i:0, 1, ... , 1î t l, sont les þolynômes i-ortogonaux d.e d,egré
n+7 défí'nís þar

I

l*'P,*r,r(x)d'x : 8¿r, å : 0, 1, ..., n + 7.
)

Si l" forrnlrle de quadrature (2) a \e degré d.'exactitude z f s alors
la relation (a) implique l'égalité

(5) L,(Í)(x):iÍ@0,) q'\(! , ,
È-:o-' (x - xxn)q'n+Jx¡,)

on L"ff) est le polynôme de I'agrange prenant les valeurs f(xrr) aux points
rin, 'i:0, l, . .., n.

Vu que {P"},:r,* est base pour l'espace vectorial 9o on a 1a relation

(6) Qn+J*) :i^rrr,,r1*¡,
Jl - Í*¡ d:0

où
I

(7) r,, : 
I 
þ&, 
- *,d't, 'i:0, 1, . .., ,t'.

Lemme 2. Les rrl'otio*,

(B) ),¡r: !t'pn)r,n¡,

sont remþlies þour i : O, 1, .. ., s et les reløt'íons

(9) À,r: I üqtc'hoc-1 | ì,onxi,
4:s

où ø":1, sont remþlies þour i:s* l, s*2, ..,, il,.

D émonstvøtion. Les ¡elations

0

THÉ6RÈMÞ. 1. Si Ie d,egré d;exactitud.e de lø formule d,e quad.rature (2)
est n I s, a,Iors le þol,yn6me d,e Lagrønge attaché à.la fonction f sur tes þoiùts
(1) þeut être écrit sous Ia forme

L"(f)(x):
,J í-l

DAr,f@,,)K(x, xr,) {
Þ:0

D D ool*on, xtn, . . ., x,,i ti-q-1ÍlPn,¿(tç)
i:s+l q:s

où a,¡1 est le cofficient d,e x,n*r en q"+ì et

(12) K(x, x,) :f ¡'o^p*,¿(x) :i *tp*,n(x,n) :
d:0 i-0
¡

: \ 1zt t t) p,(x) p,(xrn).
d-0

Démonstration. Les relations de la a lemme 2 impliquent

.1
on+t

+r
on+,

Qn+lx)
(r - 4n)qn*rQtpr)

-r$t,¿_)
qâ+r\x&il i:s+

: Arnl xi,P,,;(x) |
j:0

,(fr-*.'r;'-') o,,u*r'

Les relations (5) et (13) impliquent

(14) t 0@): É A,^K(x, x,) *
,t:0

* *t,å, ¡ì ("'å 6#") P 
^, 

¡(x)'

conpte de la relation (14) et de la formule

Ltrlon, !lu, ,.., xnh; 8j : >*+
h:0 l'lxhil)

on obtient l'égalité (ll) ce qu'il fallait démontrer.

Corollaire 1. Si dù, *'f),..., xf) sont les zéros d,u þolynôme
Pn+r,. gt At), Af),-,.., Af), sont les coeffìc'ients d,e lø formul,e d,e quad.rø-
twre quó corresþond, à. ces þoints, øIors on obtient

(r5) L^(Í)(x): É ,qf)¡(xf))x(*, *f)) +
É-0\rr \ ti-þ-t xf,q,+t(t)dt * x1o,},ou

þ:o I

D ["['i, xf), ..., xfl., ti-"_tÍ)P,,i(x).
i:s*1et (4) impliquent les égalités (B) et (9).
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Bn particulier pour s : 1't' - l, %, n + | il en résulte:

(16) L-(l)@):fo'"r'tÍ(xg,-t\)K(x, xt;,-t)) *
þ:o

+ ;:,*, l*f,,-')' x(Tt) ' " ' ' *:i:;''' ; Íf P""'(%) '*nr 
ti

(17) L"(Í)(x):2eflf(xf,))K(x' *Y))'
h:o

(18) L,(fl(x):zåoy:'trØf,*')K(*, *y**''').
/t:0

Considérons les oPérateurs

Ho'.C[0, 1] *C[0, 1]

4 5 SUR QUEI.QIJES OPËRATEIIRS 73

I,es relations (22) et (23) impliquent

(25) S"(P,)(ø) :,m¡,,P(x¡,), i
On peut rnaintenant démontrer le
l.HÐoRÈùrÞ 2, St la formule (2) est wne

þositifs et si Q, e 9n uérifie les cond.itions

:0, 7, 2.

formule a:u,x cofficients

(u) Q,@) > 0, (Y)x e [0, 1];

(b) Q"@)d'x : t;
0

(") 171'¡¡ : Pu@)Q"@)d.x, i : 0, l, ..., tu,

d.éfinis à l'aide des égalités

(1e) H"U)@):

I.a relation (19) imPlique

fr øIors I'oþérøteur Sn est l,inéaire, þositif et d.e þlus qry, ø

(26) Sn(øo) : 1,

s,(rr) :+lmtnet,

Snþ,) : + i et(tn,, - mz,) + T I /nzuê2.

Démonstrøtion. La rela|ion (24) implique l'égalité

Ð__"O* 
f (x¡*)I{(x, xe,).

(20)

oìr

(21)

H-(r)@): Ð. 
c¡"(f)Pu@)

tu

c¡,U) : 
Ð_, 

O u"Í @0") (2d + l) P nþ6").

Supposons s 2 2. Le théorème 1 implique

H'(t') : L'(eo) : eu' i :0' l' 2'

er(x) : 1';.

I,a relation (21) imPlique

n f ,t

s"(f)(x) :Ðou,,Í(rr) 
LÐ 

P,(xu,) x

(22)

oìr

x Po@)Pi t r)

Courpte tenu de la relation

I Q"(u) Pu (u)d.u

fl

(23)
cnU)

2i+L J
0

H^(f)(x)Pt(x)d'x, 'i - 0, l, ,.., tu. Ðt o f r)p, (xn)pn@)\Q"@)po@) > 0, (v)r e 10, rl,
i:0 

0

démontrée en [4], on en tire la positivité de l'operateur S,.

I,es relations (25) et les égalités

Po@) :1,
Pr(*) :2x - l,
Pr(x):6x2-6x!l

impliquent les relations (26). I,e bhéorème est ainsi complètement démontré.

Soit M : Lm¡,f une rnetrice réelle triangulaire' Définissons les opéra-

teurs
So:Cl0, l)n9'"

à 1'aide des égalités

(24)
î

S"(,f) : I ca"(f)m;,,P n(x)'
¿:0
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Soint Qn e 8o, n : 0, 1, . . . une suite de polynômes qui vérifient
les conditions (a), (b) et (c) de théorème 2.

THE9RÈME 3. La cond.ition nécessa,ire et sufJisante þour quc

"t13 
lls"(,f) --f ll :0, (V)/ = C[0, l]

cst que l!fr*,": t.

Outre cela on obtient l'évaluation

ll s,(/) - / ll < E# a(f ; ^/-t -- mS
La demonstration de ce théo¡ème est similaire à la démonstration du

théorème 4 dt ttat,ail [4].
Remarque. Dans ce travail pour s : n I I nous obtenons les résultats

de r,upes r,. l4l.
On peut aussi construir des formules de quadrature aux coefficients

positifs(2), de n'importe quel degré d'exactitude.Les résultats de [4] corres-
pondent à la formule de quadrature de Gauss.

SUR UNE INÉGALITE DE LEVINSON_POPOVICIU
pat

L GAVI{EA et M. IVAN
(Cluj-Napoca)
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Dans ce travail nous nous prop_osons de généraliser une inégalité de
TTEVTNSON N. [2] et PoPovrcru r Fl.
. JY^o:r suppo,serons connues la définition et les principales propriétés
des différences divisées.

S.oient /,, ( /, (....:. ( ln points de l,intervalle 10, al et þr, þr, .... . ., þn nombres positifs.
THEoRÈMD 1' -(r'evinson N.,). s, lø foncr,íon f a une déríaée troisièmenon-negaltae sut l'interaølle (O, 2ø) alors

(,) + -,(+) *è,0"" 
- "' -,(,i,'':* 

-'']..

,2,0, \ ,å, r, ) ,L,r, l, ,t,0, )
Soient xt, xl, i : l, 2, .. ., ø points d.e 1,intervalle 1 tels que

(2) \* x'r: x'z+ x2: ...: t(n* xL,

rnax(xr, frz, . . ., xn) 4 min (xi xi, . . ., uL).

THÉoRÈME 2. (Popoviciu T.). Pour que I'inégøtité

(3) È:*!_,(+l -ë"" _,[ry\,
,-2rþ' \ ,ì,n' ) ,?,þ' \ ,ì,0' /


