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SUR UNE INEGALITE DE LEVINSON-POPOVICIU

par
I. GAVREA et M. IVAN
(Cluj-Napoca)

Dans ce travail nous nous proposons de généraliser une inégalité de
LEVINSON N. [2] et poroviciu t. [5].

Nous supposerons connues la définition et les principales propriétés
des différences divisées.

Soient #, <f, < ... < {, points de lintervalle [0, a] et py, pa, ...
.+, P, nombres positifs.

THEOREME 1. (Levinson N.,). St la fonction f a une dérivée troisiéme
non-negative sur Uintervalle (0, 2a) alors

n " n "
'§1 Pi) '§1 pit; _2_:1 pif(2a — t;) _;1 P22 — 1)
(1) ;ﬂ— _f _ﬂ s = n _f = "
X P Z by 2 Py Z b
1=1 i=1 1=1 i=1
Soient %, %/, i=1,2, ..., n points de lintervalle I tels que
(2) X+ =44 X, = ... = x, + %),
max(%;, %, ..., %,) < min (%] xj, ..., X).

THEOREME 2. (Popoviciu T.). Pour que inégalité

‘ % pift) Zpe| e [ sk
(3) i=] —if < i= : _ i —-n )

i Pi E f)l' E P{ E it

i=1 =1 i=1 i=1




76 1. GAVREA et M, IVAN 92

soit vérifice pour tout entier wi> 1, pour tout groupe de 2n points x;, % < 1,
1=1,2 ..., n qui vérifie (2) et pour tout groupe de.-n nombres posmfs
i 1= 1 2, ..., n, il suffit que la fonction f et il est nécessaive que la fonc-
tion continue f soit mon-concave d'ordve 2 suy lintervalle 1

Dans la suite considérons deux entiers positifs #, m et m -}- » points
de lintervalle I, x;, ¢;, 1 =1,2, ..., n, 7=1,2, ..., m tels que

(4) % € X € ... €4, £t Kty £ ... Ky,
Soient py, Pas - -» Pur Qi Gav - .., Pn nombres positifs. Posons
i Pexy
) i=1
(5) Sul#si M\ T T
% b
T=1
% ﬁ!;\%
So{x, p, n) == ]
>, Pi
i=1
X 4jt5
S.(t, g, m) ==L,
2 45
7=1
X 54
Sot, ¢, m) = 1=
2 9
j=1
Nous avons établi le
THHOREME 3. Pour que ['inégalité
X pif(x) X by L Gflly) - [ 3 4t
(6) n _f _-ﬂ < = " _.-f jk’”
3 p S | 3 4 > 4
i=1 i=1 j=1 j=1

soit vérifide pour toute fonction f non-concave d'ordre 2 suy Uintervalle I, 1l
faut et il suffit que les points (4) vérifient la condition

(7) Su(x, p, #) — Si(x, p, #) = S(l, ¢, m) — Si(¢, ¢, m)

Démonstration. Pour démontrer la nécessité de la condition (7) écri-
wvens l'inégalité (6) pour la fonction f == a® et puis pour f'= —x2
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... Nous avons :
(8) Su(x, p, ) — Si(x p, ) < Silt, ¢, m) — Si¢t, g, m),
_Sy(% b, #) + SHx, P, m) < —Silt, g, m) + SHC g, m),
ce qui implique (7).
Pour démontrer que la condition (7) est suffisante, considérons F, I,

deux fonctionnelles lindaires définies sur ’ensemble des fonctions continues
sur le segment [, t,] & I'aide des égalités:

. ) Puf (1)
©) Fyf) = = —>
X b
i=1
2 4fi)
Fz(f) = ”
_1:4 (4]

Dans [1] et [3] on a démontré que pour toute {onction f continue sur
I il existe les points £, &y &, = [%1, %,] et %y, Ma M & [f 4] tels
que

(10) Fulf) — FSim p m) = (Salss B, 1) — S p, 9, By B /]
Folf) — f(Salts @, m)) = (Salts 0 m) —S2E ¢, 1)) [as M0y a5 S
¢

Les rclations (7) et (10) impliquent la relation

(11) Ei(f) — f(Sulx, P, m)) — Folf) + f(Salts ¢, m)) =
= ([&1, Ea & J1 — D01 me 55 SD(Se(®, P, n) — Silx, p, %)),
On sait que ¥
(12) Si(x, b, n) < S(x, p, n)

et que pour toute fonction f non-concave d’ordre 2 si max (&, &y, &) <
< min (9, M, 7M3) o1 a

(13) [E1 & & ST < Ty Mo 55 f)
Les relations (11), (12) et (13) impliquent la relation
Iy(f) — Fu(Sa(x, p, m)) < Fuolf) — Fuo(Silt, ¢, m)

qui est une autre forme de (6).

Le théoréme est démontré.

Remarque. Powr m = n tout groupe de points qui vérific (2) vérifie
ausst (7) et on obtient I'inégalité de Popoviciu T.
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Supposons %, >0, >0, 1 =1, 2, ..., n, §=1 2,

., m, et po-
sons g P
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Corollaire. Si les points positifs x, t, i =1, 2 n, j
=1, ..., m vérifient la condition (7) alors on ;z i o R TR

(14) G(x, p, n) < Gt g m
sl(x: P! n) b Sl(tl' ql m)

»

. (15) 1 1 1 < 1 1

H(t,qm)  H(x, p,n)  Sitog,m) Syx pn)

Démonstration. On obient les relations (15) et (16) de l'inégalité (6
respec‘fivement pour I = (0, o), f(x) =1n x et pour I = (0, oo%, f(x) (=?

%

Remarque. L'indgalité (14) est une généralisati 09—
de Ky Fan (Cf. [4], p. 363): (14) générvahsaton de Uindgalité

n "
I1 = II (1 — %)
i=1 =1

< )

(i'zz—l x‘.] (igl "= x‘))
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