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Soint Qn e 8o, n : 0, 1, . . . une suite de polynômes qui vérifient
les conditions (a), (b) et (c) de théorème 2.

THE9RÈME 3. La cond.ition nécessa,ire et sufJisante þour quc

"t13 
lls"(,f) --f ll :0, (V)/ = C[0, l]

cst que l!fr*,": t.

Outre cela on obtient l'évaluation

ll s,(/) - / ll < E# a(f ; ^/-t -- mS
La demonstration de ce théo¡ème est similaire à la démonstration du

théorème 4 dt ttat,ail [4].
Remarque. Dans ce travail pour s : n I I nous obtenons les résultats

de r,upes r,. l4l.
On peut aussi construir des formules de quadrature aux coefficients

positifs(2), de n'importe quel degré d'exactitude.Les résultats de [4] corres-
pondent à la formule de quadrature de Gauss.
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Dans ce travail nous nous prop_osons de généraliser une inégalité de
TTEVTNSON N. [2] et PoPovrcru r Fl.
. JY^o:r suppo,serons connues la définition et les principales propriétés
des différences divisées.

S.oient /,, ( /, (....:. ( ln points de l,intervalle 10, al et þr, þr, .... . ., þn nombres positifs.
THEoRÈMD 1' -(r'evinson N.,). s, lø foncr,íon f a une déríaée troisièmenon-negaltae sut l'interaølle (O, 2ø) alors

(,) + -,(+) *è,0"" 
- "' -,(,i,'':* 

-'']..

,2,0, \ ,å, r, ) ,L,r, l, ,t,0, )
Soient xt, xl, i : l, 2, .. ., ø points d.e 1,intervalle 1 tels que

(2) \* x'r: x'z+ x2: ...: t(n* xL,

rnax(xr, frz, . . ., xn) 4 min (xi xi, . . ., uL).

THÉoRÈME 2. (Popoviciu T.). Pour que I'inégøtité

(3) È:*!_,(+l -ë"" _,[ry\,
,-2rþ' \ ,ì,n' ) ,?,þ' \ ,ì,0' /
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soitúérifióe þour tout entier n, ) I, þour tout grouþe d'e2n þoints _xr, xi = I,i: l, 2, ..., n qui aériJie (2) et þor'tr tottt grouþe d'e. n nombres þosit'ifs
þu, i : 1, 2, . . .,- n, il sufJit q'ue lø fonctio-n f et il,.est nécessø'ire que la fonc-
ii"on continu,c f soit !'t07t-cc11'cntc d' ordrc 2 sttr I'i'toterualle I

Dans la suite considérons deux entiers positifs n, m et rn + r, points
de fintervalle I, xo, tj, i : 1, 2, .'', n, j : l, 2, .'', ln tels que

(4) x1 4xz <... <

Soicnt þr, þr, ..., þn, Qt, Ç2, ...,þ,,. nombres positifs. Posons

,.., Nous avons l

(8) Sr(x, þ, n) - Szr(x, p, tt') 4 Sr(t, q, m) - S!(t, q, m),

-Sr(*, þ, n) I STØ, þ, zi) < -Sr(/, q, m) * Sr'(1, q, nx),

ce qui irnplique (7).
pour démontrer que la condition (7) est suffisante, considérons F¡, Fr,

d.eux fonctionnelles linéaires définies sur 1'ensemble des fonctions continues
sur le segment lxr, t*f à l'aide des égalités :

,t

Ð þtN¡

,t

Ð þ,f(x,)

(5)
\ t: I

511x, p, fi.) :
il

(e) /',(/) : È, 
'

)/i\þ¡ i:r
i:l

t1t

,,i þ,,ii:15"1x. D. lll : 

-,

n

Ð ,hÍUl

FJf\ : j:t
llt

\A,2r,i:r
tn

2 q¡t¡

S,U. o. rn\ : j:' 
,t¡n

Ð ,tt

>qi

Dans [1] et [3] on a démontré c1.e porlr tolltc {onction/ c_ontinue sur
/ il existe- tês pbints Er, Er, 8", = ltçr, x^) et rr \2, Is = ltb ln, ] tels
que

(10) F.(/) - l(S'(x, þ, n)) : (Sr(x, þ, n) - Sl(x, þ, n))14',1r, ''c,; Í),
Frff) - l$r\, q, nx)): (S2(r, q, nc) -S!(t, q, nl)hr, îr, \r; li.

I,es relatious (7) et (10) irnpliquent la rclation

(11) F'(/) - f$'.(*, þ, ")) - F,ff) l-.f(S,(,, 11, m)):
: ([lr, 1r, 4"i,f] - hr, r)2, 'qs; "fl)(Sr(ø, þ, ") - Sl(x' þ' n))'

On sait quc

(12) S?.(x, þ, n) 4 S,(x, þ, rt)

et que pour toute fonction / non-concave d'ordre 2 pi max ([t, Er, lr) (
( min (ïr, Ir, r¡r) on a

(13) l1r, lr, 1"; fl ( [r1'., Tz, Tsi f].
I,es relations (11), (12) et (13) implicluent 1a relation

l"(Í) - F,(S,(ø, þ, ")) < F,(/) - F,(Sì(r, q, ?n))

qui est une autre forme de (6).

Le théorème est démontré,
R e m a r qu e. Pour ?n : n, towt grouþe de þoittis qui utlri'fi'c (2) uérífie

øussi (7) et on obtient I'inégølité de Poþouiciu T.

Å q'i
Sr(t, q, ,ù :'i=,1,

)4¡

Nous avons établi le
TnnonÈnp 3. Pou,r qr.te l'inégølité

(6) +,lr#\"*#,w)
soit aérifiée þour toute fonction f no'n.concaae cl'ord.re 2 sur l'interuølle I, iI
.føut et il suffit qr,te les þoints (4) uérifient la condition

(7) S,(x, þ, n) - Sl(x, 1r, n): S,U, q,'n) - S'zr(t, q, m)

Démorostrøtio'n. Pour démontrer 1a nécr:ssité de la condition (7) écri-
*¡ens f inégalité (6) pour la fonction .f : xt et puis po:ur f -- -a2.
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Supposons xr) 0, Q) O, i: l, 2, ..., n, j : l, 2, ,.., ,n, et po_
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G(t, q, *¡:(ürl'

Zþ¡
H(x, þ, n): !:!-ñ^.

> r_1

JI

H(t, q, m) :
ñ
2q¡i-r
#qt

j*r tJ

Corollair".. 9i les-.þ.oints_.þositifs x¿, t¡, i - l, 2, ..., tt, I :- l, . .., ffi uérifí,ent la condilion (7)'atori on ä

(14) G(x' þ' n) 
" 

G(t, q, n) 
,

Sr(x, þ, n) Sr(t,. q, m)

(15) 
- 

r

H(t. q, m) H(x, p, tt) - 
Sr(t, q, n) Sr(x, þ, *)

Démonstrøtíon. On obient les ¡elations (tS) et (16) de l'ínésalité 16)respectivement pour 1: (0, æ), f(x): ln i "î po.ì, Í: fO,-õï, ¡tll':-: -:.
" --R 

e-P a l-g a_e..- L'inégølité (r4) est une générørisation d,e ïinégalité
de Ky Fan (ü. [4], p. 363) :

fr

II ^
1(1 T *r)

n I ¡ \ø

ltZ,Í - 4)\' -.2'l

olte *+,d:t,2, . ,n.


