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Dans cet article nous étudions une classe de méthodes itératives pour
la résolution des équations de la forme:

(1) f(#) =0,

olt f: I — R est une fonct1on réelle d’une variable réelle et I est un inter-
valle de l’axe réel.

Désignons par %, Xg, ---» Xnt1, 4- 1 points distincts de lintervalle
I et par &y, oy, -y Gnr1, #+ 1 nombers naturels tels que :

(2) a ooy o Xppr= A ¥

ott m = N. ‘

Il est bien connu que quels que soient les nombres ¥, 3=0, 1, y—1,
i=12 ..., n+ 1, il existe un seul polyndme H, de degre au pl'us
m qui vérifie les conditions :

(3) H{) (%) = ¥, j = 0,1 ..., s— 1, =12 ..., 2+ 1L
Le polynéme H, déterminé par les conditions (3) a la forme:
o, —1 o (%)
i

e N (e ()
-~ ¥ — % o(x
) B N =

j=0 k=0 k '] w(x) =2 (x — #)

n-l-l
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) o@) =TT (x—x)"
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Si on suppose que la fonction f admet une dérivée d’ordre m 4 1 sur
Uintervalle [ et si ¥/ = filx), =0, 1, ..., & — 1, 1=1, 2, ..., n+1,
alors H,, le polyndéme d’Hermite de la fonction f, relativement aux
noeads #;, aux ordres de multiplicité o« vérifie Iégalité

At

(6) flx) — Hy(x) = ——= o(2),
(m -+ 1)!

o1 £ = 1.

Dans ce qui suit on suppose que f'(x) # 0 quelque soit x = I ct on
désigne par F = f(I). Il résulte que f: 1 — I est une fonction bijective et
il existe f1:F — 1. La fonction inverse f~' admet une dérivée d’ordre
m 4~ 1, pour tout x € I'. )

La dérivée d’ordre k, k < m - 1 sur un point yo = f(%,), Yo < F
peut se calculer par la formule:

_ (Zk _ 7;1 _ 2)!(_ l)k-l-i'l———l ﬂfﬂ)‘ i f”(xo) [ f{k){xe] 5}
(7 (/7)8(0) :Z PRI BTG (P b ( 1! J ( 21 ) o [ k! J‘

oit la sommie ci-dessus est étendue A toutes les solutions enti¢res et nonnéga-
tives du systéme:

- {Q+%rh”+@—nﬁze—l

iy i, =k L,

Si on suppose que I’équation (1) a une racine dans l'intervalle I, cette
racine est unique parce que f'(x) # 0 quel que soit x € I et nous la désig-
nerons par #. Alors de f(%) = 0 il résulte que % = f1(0).

Dans ce qui suit, dans 'expression du polynéme d’'interpolation donnée
par (4) on prendra comme noeuds d'interpolation les valeurs y, = f(x,),
i=1,2, ..., % 1et comme valeurs y/ les valeurs des dérivées (f)?(y,),
i=12 ...,n4+1 5=0,1, ..., oy — 1. Par conséquent on obtient
le polyndme d’interpolation d’Hermite pour la fonction inverse f~*. Ce po-
lynéme a alors la forme suivante :

ngt 0= b o —s—1 @ "
9 H =3 —1\(/) (). 1 [(J’ — %) ] o(y) i ;
O Hy) =23 & 2 U900 5 b G e
oit
nt+1 o
(10) o) = 11 (v — 3™,

De (6) il résulte I'égalité

—n\{m+1)
f) — H) = LE o),

ou neF.
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Si y =0, alors %= f*(0) et

_ g "+ (ny)
an x~Hw%:7%:ﬁLMW
olt 7, est un point du plus petit intervalle contenant les points:

0, (%), - f (ar).

Si on désigne par F; cet intervalle et par
‘an-l-l = sup | (fAWl)(”FH)(y)L

yer,
alors _
- Mm—}-l
, % — H(0)| <Wlw(0)|-
De (10) et du fait que ¥, = f(x), i =1, 2, ..., 41 on déduit
- Mm+1 I o Ap+1
(12) 1% = H(O)| < —== | f(x)|™ - [fa)l™ o (a7
; (m -+ 1) ;
De l'inégalité (12) il résulte que si xy, %, ..., X, 41 sont dans un voisinage
\ n4-1
suffisamment petit de %, alors [] ]f(xt)la‘ se trouvera daus un voisinage
=1

donné d’avance de 0. En conséqiience, nous pouvons supposer que H(0)
est un approximant de la racine £ de I’équation (1).

Si |% — H(0)] n'est pas suffisamment petit, alors, par des itérations
sticcessives on peut obtenir des approximations meilleures. Désignons par
X1, Xg + .., ¥my1, # -+ 1 approximations initiales de la racine & de (I).
Soit %yis = H(0) = H(y1, a5 -+ Yusr, oui1; 0), olt Hlyy, oy ¥e % .-
e Yui1, %ui1; ¥) est le polyndme d'interpolation d’Hermite (9) de la
fonction f1 relatif aux noeuds yy, ¥, ..., Yu41 aux ordres de multiplicité
respectifs oy, oy, ..., anpr et ¥ = f(x), 1= 1, 2, ..., n- 1. Si nous
considérons maintenant le nouveau systéme de noeuds ,, g, -« +» Xnt1, Xnt2
on obtient une nouvelle approximation %,is = H(yy o1, Vs s -

. Vagw Oat1; 0) et ainsi de suite.

Mais, si nous rangecons les noeuds %y, %, ..., ¥y4z dans Pordre «;,

Riyy vy %, OL obtient une mnouvelle suite d’approximations de Z,

donnée par les formules

Ao = H(yip i Yy %5 -3 Y, 5 o, 0) = H(0)
npsrz=H(Yi o5 s Yip oo, Y % 5o Dngst i, 5 0)

(18) $s=1,2, ..., n
Xppste = H(Vsrt, %) Yspar Cigs -«
s=n-+1,n+2 ...,

ot vy = flay), +=1, 2, ... .

S Ynastr o, 0),
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Pour chaque permutation des nombres 1, 2, ..., » {1 on obtient
une suite d’approximations de £ donnée par (13). En tout, il y a (n -}- 1)!
suites d’approximations de %.

On pose la question de choisir parmi ces (# 4 1) ! suites, celle qui assure
la vitesse de convergence maximale.

Pour résoudre ce probléme, on considére les équations suivantes

{14) Pl) = — gy " —a, "1 — ... —ag —a; =0,

(15) Q) =t —a " —aptt-l—i... — 8,8 — a1 =0,

{16) Rty =t —g 0 — ... —a, t —a =0,

ol a;, Ay, ..., Ay,r1 € R vérilient les relations

(17) aFag- oo ap>1,a 20 1=1,2, ..., n+1,

(18) Aoyl = Ay = .00 = Ay = dy)

et 1y, %5, ..., t,; €st une permutation quelconque de 1, 2, ..., » 4 1,

LEMME St @y, g, ..., dyy1 Vérifient la velation (17), alors chaque équa-
tion de la forme (16) a wune seule vacine plus gramde que Uunité. Si, de plus,
ay, Ay, - .., @y Vérifient la condition (18) et st a, b, ¢ sont respectivement
les racines positives des équations (14), (15) ou (16), alors on a les inégalités

(19) 1<b<c<a

Démonstration. On désigne par s le plus grand nombre pour lequel
a; 3 0. Alors Gy (T2, = =G = A= 0, a;, # 0. Désignons par
¢ la fonction définie par ¢(f) = R(@#)/f»—5+. On a ¢(1) =1 —a;, — ... —
— a; < 0 et lim $(4) = oo, donc I'équation (f) = 0 admet une racine plus

t—+o

grande que 'unité. Alors, 1’équation R(#) = 0 a une racine plus grande que 1.
T/unicité de cette racine résulte immédiatement en considérant la fonction
f@) = —+tU R(1)f) qui vérifie la condition f'(f) > 0 pour ¢ > 0.

Pour prouver les inégalites (19) il suffit de montrer que R(b) < 0 et
R(a) = 0. Eu cffet

R() = R(b) — QD) == (ay — a;)b" 4 (a3 — a;,) 0"~V 4 ... +
+ (= @ )b+ g — = (b — 1)[{a, — a;)b" ! +
+(a s —a, —a )t (@At e — s, —
— K3 ) W —ai“_l)b—f—al—i— e ay,—a, —a, — ... —a,,-”f]go,
parce que b > 1 ¢t de (18) il résulte
agtayt+ e — o, —w,— o — <0, pour s=1,2,...,n

De maniére analogue on montre que R(a) > 0.
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Soit maintenant 7y, 75, ..., 41 une permutation des nornb'res'l.,f _2, 4 .1.,
% + 1, pour laquelle les nombres naturels oy, oy, ..., Gy qUl vérifient la
relation (2) peuvent se ranger en ordre croissant

(20) o, 4, < ... < % < LT

T,a suite correspondante des noeuds est x;, %, ..., %i et la suite corres-

n+1 R
pondante des approximations successive de #% est donnée par (13). Si
nous désignons par

21) a,=oc,~s,s=1,2,...,n+l,
et par
(22) u,:x.-’,s=1,2,...,n+1,

alors la suite d’approximations (13) devient (’u,,_)_::’=l olt
(23) Xptst2 = H(ys+1, @y} Vetor Qs «o o5 Ysdntts ity 0),

S=0, 1, « ey Ofly‘=f(ui), 1:: 1, 2, e
I,/inégalité (12) devient

M ay lzu+1
@) 12— HOI = |8 = thaal < o lfm)l o L)l
ot M = sup |(f)+1(y)|. Si nous désignons par p = su;I) |f'{x)] alors de
ap x€
(23) et (24) on obtient
M m—+1 = . _ a,
(25) |.’£ 07 M”+2l < -w—‘:_m |x 5, %ll 1, .. Ix — ”H—ll + .

En général, si les éléments de la suite (u,);_, sont dans Iintervalle I,

alors

v MBm+1 i Ll 2,41
(26) lx == ’I/&”+5+1| < —(m |x = M,slﬂl JiAl Ix %H_”l ),
=B LU
Mo '
s=1,2, ... . Si nous écrivons p; = B\/—B———Mﬁuil, 3 ="1, 2, au i
] (m + 1)1
alors de (26) on obtient
(27) Prts+1 < P”:::l P”f‘_s‘_l Ay wil P‘:’_'_l Psl,

S:l,z,' B g 1 dﬁ/i,l
Nous supposons maintenant gqu'il existe un nombre d, 0 < d -

tel que
(28) o <do,i=1,2 ..., n+1



/
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ot @ est I'unique racine positive de 1’équation
(29) Pl — g, " =g, — =gt —a, = 0.
Si on suppose que pour un s fixé s > 2 nous avons
(30) puys < d ",
alors de (27), (28) et (29) il résulte immédiatement que
8 e AL gL L e P
s da"“ co”“-(-anm"“*l + i+ me’T a0 = m"+'+1,
et par induction il résulte qﬁe
(32) o, <A, m=1,2

La solution o de P'équation (29) s’appelle I'ordre de convergence de la

méthode itérative (23). On a

(33) If—%,llé——l——___——d“)ﬂ,'ﬂ,zl, 2: ey
m Mp
B (m + 1)1

d’ott il résulte que lim u, = .
n—-oo

On remarque que l'ordre de convergence des méthodes (13) dépend de 1la
racine positive o de 1’équation (29).

En tenant compte du lemme et des considérations ci-dessus on obtient
le théoréme suivant :

THEOREME. S0il 1y, 1y, ..., b1 #ne permutation de 1, 2, ..., » 41
et M(iy, Ty, ..., %41) la méthode itérative (13) correspondante. Si o, <
S & < ... S o, 0w o est Uovdre de maultiplicité du noeud Vi, =f(xg-’),

=12 ..., n jf—ll, alors dans les conditions (28) Mz, 1s, "o, Tytq)
assure Fordre de convergence w maximal, parmi les (n+ 1) méthodes itéra-
tives de la forme (13).
‘sl n)‘i\-r\tﬁ‘( L&/
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