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Da's cet article nous étudions une classe de méthodes itératives pour

1a résolution des équations de la fornr'e :

(1) f@):o'
où /:1*trt est une fqnction réelle d',ur.e variatrle réelle et 1 est un inter-
valie de l'axe réel.

Désignons pà: %1t xz, ' . ., x¡llt ! + | points distincts de I'intervalle
I el pat âr, or,- . ' ., 

-or*i', 
n + 1 norribers naturels tels que :

(2) c\* rxz + "' * crn+.t: ttr' )- 7'

oùø¿eN.
Il est bien connu que quels que soient les nombres ii' 1:0' 1' ' æ¿-l'-

i : l, 2, . . ., n + 1, il ãxiste un seul polynôure 1/, de degré au pfus

m qtti vérifie les conditions :

(3) Hft(xo):ti,i:0, 1, "', ¿.-l,'í:l'2' "'' n+7'

I,e polynôme If, déterminé par les conditions (3) a la forme:

(4)

où

(5)

H {x) :Þ: þ- 
"'á' 

vi #,1=#::.,;ffivn'i:1 j:0 h=(

<o(ø) : rtø-xt)o'.



I. PÀ.VÀ.LOIU et L $ERB 2 MÉTHODES ITÉRATIVES B5B4

(8)

3

Si ou suppose que la fonction f adtnet ure dédvée d'ordre m' { | stlf
f intervalle ¡ ät tl -ti :7n1x,), i:'0, 1, ... , o'¡- l, í:1,2, " ', n * l,
alors Hr, 7e polynôme d'Hermite de la fonctio¡r /, .relativement atlx
noeuds 

-ir, 
^tti oidt"t de multiplicité ø¿, vérifie L'égaltté:

(6) Í(*) - H'(*) :'f-r rïr^r.r,
\?-TOü q c= t'' - 

b.o, ce qui suit on suppose c¡ue f-'(x) 1Ê 0 quelque soit r e f ct on

désigne pat n^: f (Ð. IL résritte qúe ,f il --r'p est une Jonction bijective.et
ii "iistJ/-r.f':'í. I,a fonctioi inr,"tr",f-1 admet une dérivée d'ordre
m, I l, pour tout x e F.

r,ã ä¿rirr¿" d'ordr" /r, h < nt ! I sllr 1111 point yo :.fØù, loe F
peut se calculer par 7a formule :

Si y:0, alors ¡:ft(O) eL

*-H(o):!ffi."{o),
r¡, est un point du plus petit intervalle contenant 1es points

o,Í(*'), ...,.f (x,+).

Si on désigne par F. cet intervalle et f-iar

M¡t1.1 :;:l I (,f-')("'-t')(r)l,

alors
M

lß - H(o)l < (,,"+-Ïtr l.(0)1.

De (10) ct du fait que )'¿:.f(xt), i:1, 2, .", n + 7 on déduit

(r2) lE - H(O)I < -tll' ll@,)1"' ' lÍ@")1"' . " lÍ@,-r,)1"'*''
(lz{l)! -

De f inégalité (12) i1 résultc Q.r",ii,rr, xz, . . ., f¿ ¡.1 soflt clarrs r1n voisinage

suffisamment petit dc r, alors |l l,/(r,) l"' ." tLouve:ra claus un voisinagc

donné d'avance de 0. En conséquence, rìot1s potlvons supposer que I1(0)
est un approximant dc la raciue Æ de l'équation (1)

Si l;'- f1(0)l n'est pas suffisamtrrent petit, alors, par des itérations
successives on þéirt obtenir des approximations meilleures. I)ésignons p¿r
%1, x2,...,xn*l, n'+| approxinù?ions initiales de la racine ø de (1)'

SáitT,,*, - ¡1(0) : H(!r, ãt; ... ,!n+1, ø.u.t-t, a),.où 4þ:, h, !2, -?z:".'...; i,,ir, o*+',,; !) ".'í^i" 
polynôme d'interpolation d'-Hermite (9) $e.11

ronctíoä j-''reiatít'au* oo"tidtyttlz, ..., !,1, atlx ordres de mulliplicité
respectifs d.1, c/.2, .t &,*1 et -yo 

--f(xr), 
-i,: I, 2,- .. -, tø -l l' Si nous

coisiclérons maintenant le nouveau sJ.stème de noeuds %2, xst . ' ., x¡¡1, xq¡2
o11 obtient une nouvelle approximation xn+B : H(yr, nti !s, ø.zi ' ''
...', !n+t, ø,1r i 0) et ainsi de suite'

ttiáii, si uous rattgcons les noeuds fr1, %2, ' . .¡ xnt2 dans l'ordre øi,
xi,, . ., xiutr, on obtient une nourrelle suite d'approximations de *,
donnée par les fonnules

%r.t2: H(y,i,, ai,i !.t", a.t,; .,.; !n,.ri on,*r; 0) :11(0)
%n-rslz:H(!i,*r, a"i,'' .,' i !t.r r, d ¡r.r-o I !n+2, di,,¡"-u; "'i !n+s+t, di,,nr)

s: l, 2, .., fr,

Xt.tsq2: H(yr+t, o'¡,, !"+-2, a-¡,', . . , i !nts-11, at,*ri 0),

s:n!7, nl2,
oùli:f(xo),i:7,2,

(l 1)

où.

- i, - 2) I (- 1¡11-i'-t

)"w (+)
l2

(T U-L)(kt(y.) : >
(2h

i"l' ... . iel$'(xo.i)2h-1

où la sommc ci-d.essus est étend.ue à toutes les solutioits entières et nonnéga-
tives du systène :

iz +2il+. ..+ (Þ - 1)ir : l¿ - |
ir* ir 1- ... * ir: h - l.

f

ì

si on suppose que l',équation (1) a tlfre racine dans f intervalle 1, cette
racine est unique parce que f'(x) + O

llerons par *. Alors d.e f(*) :0 il ré
Dans ce qui suit, dans l'expressio

par (4) on prendra comme noeûds
i : l, 2, . . ., n, + 7 et comme valeur
i: l, 2, . "., m + l, j :0, 1, ..., dí - 1' Par conséquent on obtient
le polynôme d'interpolátion d'Irerrnite pour 1a fonction inverse¡Ê--r. ce po-
lynôme a alors la forme suivante :

H(v) :Ðl Þ,''f',r-',, 
t,(t) fi,t5#]:,,Ç:ffi¡r-r-,

rtll
co(y) : lf (y - yn)"'

De (6) il résulte 1'égalité

l-'U) - H(v) :
où z¡ e ¡-.

(e)

où

(10)
0)

(13)

?HP",(,),
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Pour chaquc permutation des nombres 1, 2, ..,, n + I on. obtient
rrne strite cl'apþroxìmations detdoméepar (13). Entout, iI y a (n { l)l
suites r1'approximations de ø.

On pose la cluestion de choisir parmi ces (ø + 1) ! suites, celle qui assure
la vitesse de convcrgence maximale.

Pour résoudre ce problèrne, on considère les équations suivantes

{14) P(t) : t"'tt - ã,1-t tn - ún tn-r - azt - &t:0,
(15) AØ:ll-rt -&r.tn-aztft-l -ãot-ûn¡1:0,
(16) R(l) : t"1't -- ct¡,t &rn o,n*r:0,

oi a,, dz, . . ., au¡1 e ll vérifient les relations

(17) (h ]- az -t- ... -l an+t) L, ø, > 0, i:1, 2, ..., n + l,

(18) flr-ttÞ e,)- ...2 ctr)- ã1,

et it, ir, ..., i,rr est une permutation quelconque de L, 2, ..., n + l.
TTEMMD Si ør, az, ..., a,,.,1 aérifient la rel'atiotc (17), øIors chøque équø-

tion d,e lct forme (16) ø une seule racine þIus grønde que l'unité. Si, d'e þlus,
ûy a2, ., &ril aérifient Iø condition (lB) et si a', b, c sont resþectiaent'ent
les racines þositiaes r)es équøtions (14), (15) ou (16), ølors on ø l,es inégølités

(19) 1<å<c<ø.
I)ómonstrøtl,ott,. Or-t désignc par s le plus grand nombre pour lequel

no,t O. ,Llori; at,*r== &i"+, : ailt -- ain*r: 0, ã¡, * 0, Désignons par

Q la fonction définie par d,,,(i) : R(t)lt"-'i-1. On a r.1,(1) - 1- n'i,

-'- a¡, { 0 ct lirn \lr(l) : oo, clotrc l'écluatio¡ ü(r) :0 admet une racile plus

grande qirr: l'unité. A1ors, i'éc1natíon R(4 : 0 a une racine plus grande que l.
I,'rrniciLé dc crrLte racirre ré:;rrlte immédiatement en considérant la fonction
ÍØ : -til+t ]Ì.(Ll¿) qrri vérifie la condition f'U) ¡ 0 pour I > 0.

Porrr' pouver ics inéga.lites (19) il suffit de montrer que R(ó) ( 0 et
R(o) > 0. Eu eifet

R(ó) : R(¿,) - Q(b) : (o, - an,)b" i (a, - a¡,)þ,t-t J- . . ; -l-
-tr- kt,, '- e¡,)b I ott+t - &i,*r: (ó - 1) l@t - ø¡,)b"-t t
-f @r1- a.2- û¿,- nt,)b'-' + ... * (ør* az| ...t a,-t - cti,

fiíz .. -nt,,_r)bIq, 1...+ an-Øi,-cti, ø¡,r](0,

parco qr-rc å ; 1 ct clc (18) il résulte

qtiaz+.. -lø,-Øi,-Øi, -û;,4 0, pour s:1,2,..,,tu.

I)c rnarLière analogue on ürontre que R(ø) ) 0.

Soit maintenantir, ir, ''., i¡1-1 l7Í7epermutation des nombres 1' 2'' ' ''

" + î; il;i iìq""il" lås üo-bi"s nãtureli d-1¡ ú2, ' ' ' ¡ (xtt.t qui vérifient ia

relation^ (2) peuìrent se ranger en ordre croissant

(20) ø¡, ( c{i, < "' <

La suite corlespond.ante des noeuds est r¡', xi,, ' ' ', fri,*, et la suite corres-

pond.ante d.es approximations stlccessive de * est äónnée par (13). Si

nous désignons Par

{21) a.,:di,,s:1,2, ""%+7'
et par

{22) ü": %i,, s : 1, 2, ' ' ', il' + I'

alors la suite d'approximations (13) devient. (w,)i:, où'

(23) x¡¡s¡2: H(!rt-t, a1i lsi2t øzi "'i !st'n!r' au¡ri 0)'

s:0, 1, ..., où -/¡ :Í(w¿), i: l, 2' .. '
I,'inégalité (12) devient

k,lÍ(")|" "' I'f (uu*')|" "n"124) lx - ¡/(0)l : lñ - u"¡zl . *
où M: sup- Kf_'1)(ffi+tt(y)1. Si nous désignons par 9: i:? lÍ'@)l alors de

yeF

{23) et (24) on' obtient

{25) l* - w*¡zl * #.1* - urlo' " ' lx - xtu4-'l "r''

En général, si les éléments cLe la suite (u,)T:, sont dans f intervalle I'
alors

{26) l* - u,+,+rl a Hf,W - u,l^ ' " l* - ü'+'l ''*''

5

s : 1, 2, ... Si nous écrivons Pr : I
alors de (26) on obtient

(27) Pr*s*l < P;ï."' p,iï,-, '

{l * lÈ-u,l,i:i,2
V (z+t)t

d" 4t

" ' P"i1 P,-'

^_f où ._ r, 4, ,. . .

Nous supposons maintenant qu'il existe un nombre d" $ '<' å "':1 L

tel que

{28) ?, 4 d^', i : l, 2, ..., n + l,
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où o est l'unique ¡acine positive de l'équation

(29) t"t-t - &¡t_ttn - a.il ttr-r - azt - &t: 0.

Si on suppose que pour un s fixé s > 2 nous avons

(30) p,+" ( d'+',
alors de (27), (28) et (29) il résulte immédiatement que

(31) pz*s*1 { flou¡1t"+o , d'ønan+u-t do''"*' d,o'^" :

: ¿on+t^n+u 
+ nr,'"nu + " + az o¡-l-1 * 4, o' : ,.tn*'n'

et par induction i1 résulte que

.(32) pn4d^",n:1,2,...
La solution or de l'équation (29) s'appelle l'ordre de convergence de la
méthode itérative (2-3). On a
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ON THE LINEARIZATION TECHNIQUE FOR
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1. Introduction

We consider the maximizaLion problem of a cluasimonotonic functioq
f:D -R on a closedset D cR". For solvingthisproblem a linearizaLíon
technique consisting in the successively (exactly or approximatively) se_
lution of certain optimization problems with the sagre feasible set D
and with linear objective functions is used.

Tlris linearization technique was employed. by several authors for
solving certain optimization problems with linear constraints atð. a quasi-
monotonic objective function such as: KUcHER B.M. lg], TrcaN s. [13],
[4], nuerr s. K. t3] (in the case of linear constraints), BEcroR c.R.,
Jor,rrr¿ p. L. [l], lrcew s. [14] (for integer linear constraints), lÐcron c.
R., BHATT S.K. [2] (for interval linear constraints).

rn this paper su-fficient conditions for the convergence (finite or in-
finite) of this linearization method for quasimonotonic optimization prob-
lems are given. we will show that this method. can be applied to solve
certain quasimonotonic optimization problems on the graphs, when, for
instance, the set D consists of all the spanning trees or of all the ele-
mentary paths between two fixed vertices. rn particular, when the objec-
tive function is a fractional one the Tinearization technique is equivalent
to some known algorithms for fractional optimization in graphs (see l4],
15l, 17l, i11l).

lx - u,,l 4 d,t'rØ:1r2r,,,,

vp

d'où il résulte que lirn ün: Ì.
on. remarque que l'å?är" d.e co'v^ergence des méthodes (r3) dépend de la
racine positive o de l'équation (29).-

En tenant compte du lemme eî des considérations ci-dessus on obtient
le théorème suivant :

THÉ6RDME. Soit ir, ir, ..., in
et M(ir, ir, . . .,in+t) lø méthod,e

5oo,(-"' <
j : l, 2, . . ., n + l, al.ors dqns les
assure I'ord,re de conuergelcce a møximql
t'iues de lø forrne (13).

.¡.r uli, ,,ù, i, , '
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