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1. La proprieté d’allure ou le comportement des objets mathématiques
qu’on rencontre dans n’importe quel probléme peuvent étre fondamentés,
de point de vue théorique, en parcourrant des diverses voies. Le terme
d’,,allure” est, souvent, utilisé pour exprimer la monotonie, la convexité
ou la convexité d’ordre supérieur d’une fonction. On utilise des locutions :
,,allure de monotonie”, ,,allure de convexité’ etc. Sans faire des affirma-
tions riscantes, on peut dire que, dans la plus part des situations, ces
comportements ont été découverts aprés avoir comparer les objets con-
siderés avec leurs images obtenues & 1'aide d’un procédé d’ interpolation
habituel ou généralisé. Pour en donner des exemples il suffit de nous nous
rappeller la définition de la propriété de convexité d'un certain ordre
d’'une {fonction, a l'aide des différences divisées d’ordre correspondent.
Nous essayerons maintenant & présenter une construction un peu plus
générale des notions d’allure dont nous venons de parler. On est conduit
a faire une telle construction si on veut préciser la liaison entre la con-
vexité d’ordre supérieur et la quasi-convexité d’ordre supérieur.

2. Soit 4 un ensemble et B un sou-sensemble non vide de 4, B # 4.
Supposons ¢’on a fait une partition de I'ensemble B, B = B; U B, U ...
.. UB,k 22, B, B, =@ pour ¢ # j. Soit U un opérateur, U: 4A— B.

DEFINITION 2.1. Nous disons que Uélément x = A a Uallure (B,, U)
st U(x) e B,.

Considérons maintenant un ensemble (7 non vide d’opérateurs U : 4 —
—- B.

DEFINITION 2.2. Nous disons que Uélément x < A a Uallure (B,, ()
st pour chaque U < Qf il a Vallure (B,, U).
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Dans la théorie de l'approximation, on rencontre souvent un cas par-
ticulier trés important. Il s’agit de la présence des conditions:

(2.1) si ¥ « B alors U(x) = x, pour chaque U « U
(2.2) si x e B, alors U(x) e« B,, pour chaque U < @.

La condition (2.1) est étroitement liée avec l'interpolation. La condition
(2.2), plus faible que (2.1), est satisfaite par certains procédés d’interpo-
lation généralisés remarcables.

Si la condition (2.1) est remplie, alors, pour I'image x* = U(x), compte-
tenant du fait que x* B, on a U(x*) = x*. Si la condition (2.2) est
satisfaite alors, si x* = U(x) et #* « B,, on a U(x*) e B,, c’est a dire
U(x) et U(x*) appartiennent & la meme classe B,.

La présence d’une au moins des conditions (2.1) ou (2.2) justifie la.

DEFINTTION 2.3. Nous disons que Uélément x < A est comparable par
(U avec les éléments de la classe B, s’il a Vallure (B,, ().

Nous allons donner des exemples. Pour l'entier » = 0 fixé, désignons
par (P,41 l'ensemble des polyndmes de degré au plus égal & » 4 1. Soit
XCRoucard X 2242 et

(2.3) E3ip L3 e

des points distincts de ’ensemble X. Soit f: X — R. L’opérateur de Lagrange

(2.4) L(Pat15 %1, %o -0, Xaba; o)
transforme la fonction f en
(25) L(@n+1; xl; xz: LECREN xﬂ—l—Z; f)

Pour chaque systéme (2.3) de points de l'ensemble X on peut considé-
rer lopérateur (2.4) de Lagrange, correspondant. Désignons par £, 1’en-
semble de ces opérateurs.

Les éléments de l'ensemble (P, sont des combinaisons linéaires de la
nt1 ;

forme 2“" e,oft ¢,:R—R pour 1 =0, 1,... % -4 1 et ¢,(x) = ' pour

1=0
xeReti=0,1, 2, ...,2+ 1. Les «, sont de nombres réels. Pour l'en-
semble (Pn41 on peut considérer la partition

(2.6) @1 = Pir1 U @, U Pusr.

#+1
On a désigné par P, la classe des éléments Z o, e, avec o, 1> 0 et
i=0
Pus1 désigne la classe des éléments avec a,q1 < O.
Comme nous nous sommes fixé 4 une fonction f définie sur I'ensemble
X. nous considérons pour les éléments de (@, qui interviendrons, leurs
restrictions & l'ensemble X, sans introduire une nouvelle notation au lieu
de Puy1. Sid={f|f: X >R} et B= (@, 1, on peut appliquer les définitions
que nous venons de donner.
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Si L(Pui1; %1, Xay -« or Xwaz s ) e Py alors la fonction f a l’allure
(Pie1, L(Eus1; %1 Fay o+ oy Xnyz; +)). Si pour chaque systéme (2.3) de
points distincts de X on .a L{(Pui1; %y, %o - Zni2s f) € P41 alors
la fonction f a l'allure (Pift1, Lus1), c'est a dire elle est comparable par
L1y avee les éléments de (P;;. On remarque que Vallure (@41, L(Par1s
Xy, Xgs - vvs Xuiz; +)) Se réduit a la convexité d’ordre # sur les points
(2.3). L'allure ((Phi1, Lut1) est I'allure de convexité d’ordre #» sur l'en-
semble X. En effet, la condition L((Put1; %1, %a -, Zurzs f) & s
implique [%;, %3, ..., %ut2; f]1 >0, c’est & dire la convexité d'ordre »
sur les points (2.3).

Les fonctions f qui ont Vallure (Pri1, L{Par1: 1 Fay «oos Fugas )
sont concaves d’ordre # sur les points (2.3) et celles qui ont l'allure ((Dyi1,
L,11) sont concaves d’ordre # sur X. Les fonctions / qui ont lallure (P
L(Put1; %1, %ay o ooy Xaye; +)) sont polynémiales d'ordre # sur les points
(2.3) et celles qui ont l'allure ((@,, £Ls+1) sont polindmiales d'ordre # sur
I'ensemble X.

Nous revenons maintenant, encore une fois, a linterpretation du
terme ,,comparable’’ introduit par la définition 2.3. Dans le cas A =
= {f|f: X—R, card X 2 n + 2} et B = Py, la propriété d'une fonction
f e A d’étre comparable par £, avec les éléments de la classe Pfiq
s’exprime aussi par la positivité de toutes les différences divisées [x;, #,,...

oo, Znaz; [, les points (2.3) étant choisis de toutes les maniéres pos-
sibles dans X. Mais ¢a signifie aussi qu'en supposant

(2.7) Xy < X%y < ... < Xpya,

Ton a

(2.8) f(%nt2) — L(Pus %1, %o ooy Fnvrs [)(Fnrz) = (Fagz — %) (Fnt2 —
— %) + oo (Fnre — Furr) (%1, %oy oo, Fnges f1> 0

La condition (2.8), dans le cas (2.7), est satisfaite par toute f = P+
(Vest encore une justification de la terminologie ,,f est comparable par
L,41 avec les éléments de rio1”’. La méme remarque peut étre faite
pour la comparabilité avec les éléments de la classe (P,+1. Pour les nota-
tions et pour les propriétés qui découlent de la condition (2.8) on peut
consulter [2].

Les exemples que nous avons donnés plus haut ont une grande im-
portance dans la théorie de la convexité. Fn méme temps ils mettent en
évidence la possibilité de considérer pour lensemble (D, encore d’autres
partitions et de définir les allures qui en correspondent.

Au lieu de U'ensemble (P,4; on peut considérer un ensemble interpola-
toire quelconque et on obtient les allures qui s’y rattachent. En ce qui
concerne la condition (2.2), 4 étant ’ensemble des fonctions réelles défi-
nies sur Uintervalle [0,1] et B = (Du+1, # Z 1, on peut construire un exem-
ple remarcable a l'aide des opérateurs de s. N. BERNSTEIN, avec une
partition convenable de I'ensemble (P,41 et compte tenant du fait, bien
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connu, que ces opérateurs conservent les propriétés de convexité de divers
ordres.

.N_o_us' soulignons,. encore, que les définitions 2.1 et 2.2 donnent la
possibilité de construire des nouveaux exemples d’allures en choisissant
’ z
d'une fagon convenable les opérateurs U.

Cogc_ernant les opér.ateur&_; de Lagrange L{(D,; %y i, ooy Fayy ) +)pidl
faut préciser que la voie qui nous conduit jusqu'a limage L((D,; %,
%3 -, Xyyr; f) de la fonction f est assez compliquée. En effet, pour

obtenir le polynéme de Lagrange L((D,; %j, %z, ..., %ss1; f) on passe
de f a4 la restriction g de f sur les points %, %, ..., %,41. Le polynéme
de Lagrange s’obtient en utilisant seulement la restriction g. Tei intervient
donc une premilre transformation qui nous conduit de f 4 sa restriction
g et puis g est transformée par l'opérateur L(P),; %, %5, ..., #ypa; )
et ainsi on obtient L((,; %, %,, ..., %yp1; &) qui est évidement égal a
L(P.; %1, %a ..., %uy1; f). On rancontre cette construction toujours
quand on considére au lieu de lensemble (£}, un ensemble interpolatoire
quelconque.

3. Soit, maintenant, » = 0 fixé et X & R olt card X = » 4+ 3. Soit
f une fonction réelle définie sur l’ensemble X. Dans notre travail [3],
nous avons introduit la notion de quasi-convexité d’ordre supérieur. Con-
sidérons les points ’

3.1) Xy << Xy << ... << Xpys

de l’'ensemble X. En [3] nous avons donné la

DEFINITION 3.1. Nous disons que la fonction f est quasi-convexe d’ordre

;4, sur Vemsemble X si pour chaque systéme (3.1) de points de Uensemble X
on a . '

(3:2) , 5, "yl U N BE 1 ik T g T i e s
R % '

DEFINITION 3.2. Nous disons que la fonction f est strictement quasi-
convexe d’ordre m sur Uensemble X si pour chaque systeme (3.1) de points
de lensemble X l'on a

(33) [x2x xa; LAY xn+2; f] <{ max {[xl) xa: ol ug xﬂ»l—l J f]) [xSIJ x4: B
Coes Xagss [

Si n = 0, alors on obtient, au sens de la définition 3.1 les fonctions
S pour lesquelles :

(3.4) f(xs) = max {f(x,), f(x,)},
pour chaque systéme de trois points .
(3.9) ] Xy << Xy < %y
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de I'ensemble X et au sens de la définition 3.2, les fonctions f pour lesquelles

(3.6) flxs) < max {f(xy), f(#a)},

pour chaque systéme (3.5) de points de 'ensemble X.

Les fonctions pour lesquelles la condition (3.4) est satisfaite ont été
considérées pour la premiére fois dans la litérature mathématique par
TIBERIU POPOVICIU [4], pour X = [a, b] mais pas sous le nome de fonc-
tions quasi-convexes. Dans le travail [4] ces fonctions sont intervenues
dans Uétude de la décomposition de V'ensemble de définition d’une fonc-
tion d’ordre m en sou-sensembles sur lesquels la fonction est d’ordre
m—Fk 1 <kgm—1 Ona démontré, par exemple, que la condition
nécessaire et suffisante pour qu'on puisse décomposer Uintervalle [a, b] en
aw plus deux sousi-intervalles consécutifs tel que sur chacun la fonction f
soit monotone, la monotonie étant de sems opposés sur les deuwx sous-inter-
valles, est que f ou — f satisfait I'inégalité (3.4). On peut prendre au lieu
de [a, b] un ensemble X < R quelconque, avec card X 2z 3.

On remarque, donc, que si f est convexe (nonconcave) du premier
ordre 'sur [a, b] alors elle est strictement quasi-convexe (quasi-convexe)
d’ordre zéro sur [a, b]. Mais la reciproque de cette proposition n'est pas
vraie. Une fonction quasi-convexe d’ordre zéro peut avoir des restrictions
convexes d’ordre 1 et aussi des réstrictions concaves d'ordre 1. Comme
la convexité et la concavité du premier ordre sont des propriétés expri-
mées avec le comportement par rapport 4 lensemble (P, d’une maniere
naturelle se pose le probléme d’examiner le comportement d’une fonction
quasi-convexe (ou bien strictement quasi-convexe) d’ordre zéro, par rap-
port & un ensemble (P, olt 2 # 1.

LEMME 3.1. Si la fonction f c¢st strictement quasi-convexe d'ordre zévo
sur X alors elle prend les valeurs d'un polyndme quelconque de degré 2670
sur au plus 2 points distincts de X.

LEMME 3.2. Si la fonction f est quasi-comvexe d’ordre zéro sur [a, b]
alors elle peut prendre les valeurs d'un polynome quelconque de degré zéro
sur au plus dewx points distincls ow sur une réunion dau plus deux
sou-sintervalles de [a, b] fermés et disjoints.

La démonstration du lemme 3.1 est immédiate. La fonction f étant
strictement quasi-convexe d’ordre zéro, I'ensemble X se décompose en au
plus deux sous-ensemble consécutifs X;, X, sur lesquels f est monotone,
¢tant décroissante sur X; et croissante sur X, Donc, quel que soit P =

e (P, on peut avoir P(x)= f(x) sur au plus deux points distincts de X.

Dans les hypothéses du lemme 3.2, la fonction f peut avoir des res-
trictions constantes mais elle peut avoir au plus deux telles restrictions de
valeurs egalles. Si X ne se réduit pas A un intervalle, cette affirmation
n’est pas vraie.

Pour les fontions strictement quasi-convexes d’ordre supérieur, on a le

LEMME 3.3. Si la fonction f: [a, b]— R est strictement quasi-convexes
dun ordre n> 0 sur [a, b] alors elle peut prendre les valeurs d'un poly-
nwéme Pe (P, sur au plus n -+ 2 points distinctes de [a, D]

Nous avons donné ce résultat dans le travail [3].
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4. En examinant le comportement d’une fonction i i
convexe d’ordre zero sur [a, b] et continue sur [aj,t Sbtlrlc;t;rrnigt) qolf‘jclsg
Pensemble (@, on obtient les résultats qui suivent. , o
Ak ;ﬁﬂgﬁﬂiﬁ z‘i}.yl{; ny f[e g[a, lb], f(a) = f(b) et | est strictement quasi-
e N ; a, bl, alors quel que soient les points %, < x, de

j ! pour lesquels f(x,) = f(xa), on a L(Dy; %y, %%, %5; f)
= (PE, ;5(;%? chague x* < %y, x,[ et on a donc [« x*,' x:' f],> 20, b

a démounstration du théoréme 4.1 s’obti Viipitr g :
¢t compte tenant de la condition (3.6). Si*) f(xle)ni ?‘(ij)t,ld;ogf jcem<m;*3.<1
ffxf)g <OI}(;1 )f(éct‘)ayiénf(xll), f(xl*) # f(%3). Done, il faut avoir f(x*l) <tif (%)
L ;*, A f]S1> 8 polynéme L((P,; x;, x*, x,; f) est convexe et

Se pose maintenant la question si, sous les Lhe
et fla) = f(b) 1a condition L{Dy; %, x%*, %,; 1;)& iyfggiﬁﬁiﬁ'sﬁf) Czij‘(sf}
et x; < 2% < %, implique la quasi-convexité stricte de la fonction / 51fr
Vintervalle [a, b]. Tei, il est importante & remarquer qu’on suppose L(@ :
Byy x%, %y f)‘e (@3 seulement pour les points x, < x, pour lestjﬁelsf(x ) £
:]%xg) c’est a dire pour lesquels f prend les valeurs d’un polynéme }3‘ o
e Py

Considérons maintenant Iensemble g, des opérateurs de Langrange
LA(@z; X1, %9 g +) Ol %; <, < x, sont des points de lintervalle [« %]
et ona f(x,) = fN(xs). Dans les hypothéses du théoréme 4.1, la fonction v
a l’allpre (P2, Ly), A =Cla, b] et B = (@,.

I’ensemble 4 étant maintenant Cla, b] et B = (D, on peut énoncer le

THEOREME 4.2. St f e Cla, b], fla) = f(b) et g L0
alors elle est strictement quasi—congex];( c)i’om{:’(e)zémfs;tly ZZ’CEZZZ)JZ? 2{,6;22%,
. Pour démgntrer le théoréme 4.2, remarquons que la préseﬁcé dé
Vallure (L3, £;) a comme conséquence I'inegalité (3.6) pour f(x;) = f(x,)
et x; < &, < %3, Supposons maintenant que pour un triplet x l< x < :E
pour lequel f(x,) %}f(:\:a) Pon ait f(x) > max {f(x,), f(xs)}. lelsidérons Ig
cas _f(?:) < [ %s). Compte tenant de la continuité de la fonction f sur
llmtlervalle [a, D], il existe un point x¥ = ], %[ et un point %3 < |, xy[
ainsi que f(x}) = /(%) < f(x). Ca signific que L(Py; % %, 4 /) & (b
11\’/1}1815 c'est en contradiction avec lallure (3, :éz) qui a été incluse dans
hypothése. On obtient la méme contradiction si 'on suppose flzy) <
< f(%;) = f(%), pour %, < ¥ < x,. En effet, sur Uintervalle [x;, x,] ‘Erois
situations peuvent se présenter. La fonction f soit constante ;1)11 2[9; %y ]
Mais, alors, L(Ps. %, x* xy; f) e Py, pour chaque x* < |x, x, ce qzui
est en contra;hctmn avec 1'hypothése. Supposons que pour ’unzx,* ) 2
ﬁ:iltl 0;1 a {(;E?)O) f(x) = J(%y), alors nous sommes dans le cas traité plu.";
o t‘yan : (® N le fle Pz et f(x) = f(%,), ce qui est en con-

adiction avec les hypetheses. En fin, si f prend sur un point x* <

. L 03
la condition f(a) = f(b) assure l’existence des points x;<x, pour lesquels f(x,) =

= f(xa).
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®

< 1%, x,[ une valuer plus petitte que f(x) = f(x,), alors & cause de la con-
tinuité de £, on prut trouver deux points xf < ]xy, %[, %3 =%, x* pour
lesquels f(x¥) = f(#x§) < f(¥). On a donc L(Py; 5, %, %5, f)e P2, qui est
aussi en contradiction avec I’hypothese.

Le cas f(x,) > f(#,) ne présente rien de nouveau. Le théoréme est
démontre.

Avant de considérer le cas f(a) # f(b) et le cas dans lequel f peut avoir
des discontinuités, il faut remarquer que dans 1’énoncé du théoréme 4.1,
’ensemble 2, ne peut pas étre enrichi avec d’autres éléments de l'ensemble
£, Cest une conséquence immédiate du fait que nous avons souligné
plus haut, qu'unc fonction quasi-convexe (strictement ou non) d'ordre
zéro peut avoir des restrictions convexes du premier ordre et aussi des
restrictions concaves du premier ordre. Mais en méme temps, comme il
résulte du théoreme 4.2, la simple allure (P, £,) assure la quasi-conve-
<ité stricte, dans les hypothése précisées dans 1'énoncé.

rrtorEME 4.3. Si f e Cla, b, fla) =f(b) et [ est quasi-convexe
Dordre zévo sur [a, b, alors [%y, 2%, xy; f] = O quel que sotent les poimts
x, < &% < %, de Pintervalle [a, b], pour lesquels f(%,) = f(%s).

La démonstration est imédiate comme dans le cas du théoréme 4.1.

rHEOREME 4.4, Sif < Cla, b], fla) = f(b) et [%1, %%, %5 f1 = 0 quels
que soient les points x; < x* < %y de Vintervalle [a, b] pour lesquels f(x,) =
— f(x,), alors la fonction f est quasi-convexe d’ordre zéro sur [a, :

La démonstration suif la méme voie que dans le cas du théoréme 4.2.

5 Pour étudier le comportement des fonctions quasi-convexes qui
ont des discontinuités, nous commengons avec certaines propriétés que
nous allons faire intervenir.

Considérons le graph G, d'une fonction f e C[a, 0], dan
f(a) # f(b). Soit par exemple f(a) < f(b) Désignons par I, I'ensemble {(a, )1
fla) £y < f(0)}. La réunion G, U I, sera_appellée le graphe complété de
la fonction f et nous le désignerons par G, Par analogie on fait la cons-
truction pour I, et G, U I, dans le cas f(a) > f(b), sans en utilisant une

autre notation pour G, U I,. .
Sia < %, < x < x,<b, on peut considérer les polynémes de Lagrange®).

s le cas

(51) L'(@z; Xy, X, Xp, f(xl)' f(x): f(xZ))J
pour %, # a, Xy # b

(5.2) L(Ps: a %, %35 9, [(%), f(2)),

pour %, =a ot y = I, et

(5.3) L(Pa; %1, % b5 f(2), f(%), 2)),

pour %, =b et y eI,

%) la notation est celle que nous avons utilisée en [2].
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2
Le coefficient de ¢, dans la conbinaison lineaire > a6, quireprésante
=0

le polynéme (5.2) sera désigné par

(5.4) [a, %, %55 v, f(%), f(#:)]
ou plus simple, par

(55) [(Kl, y); ¥, %g; f)]ext
et dans le cas du polynéme (5.3), par

(5.6) (%1, %, 05 f(x1), f(%), ¥]
ou plus simple, par

(57) [xl: x, (b: y) b f]ext:

les nouvelles différences divisées recevant le nom de différences divisées
par extension, sur les points (a, y), %, ¥, respectivement x, % (b, ).
Pour chaque y < I, nous aurons une différence divisée par extension, de
la forme (5.5) et pour chaque ¥ < I, une différence divisée par extension,
de la forme (5.7).

Par analogie nous désignons

68)  L(@x; (@ 9) 2 %5 flet = L(Pa; a2, 25 y, f(%), f(%))

respectivement

(59)  L(Ps; 1, % (b, 3); flext = L(Ps; %1, %, b5 fx1), (%), )

et nous appelons (5.8) une extension du polinéme de Iagrange de la
fonction f, sur les points (a, ¥), %, #,), respectivement (5.9) une exten-
sion du polynéme de Lagrange de la fonction £, sur les points x,, x, (b, ).
Les notations qui interviennent dans le deuxiéme membre de (5.8) et
(5.9) sont celles de [2].

Une construction similaire peut &tre considérée pour les points de
discontinuité de la premiére espéce d'une fonction f. Si f,(x,) et f,(x,)
sont les limites 4 gauche respectivement a droite sur x,, de la fonction f,
on peut utiliser les mnotations

(5.10) « = min {f(x,), f,(%o), fs(*0)}
(5.11) B = max {f(xo), f,(%0), fulo)}.
Désignons aussi

(5.12) Tuy = {(%0, ¥)|a Sy < B}.

Si %o = a (respectivement b), alors on considére seulement la limite f,(a)
(respectivement f,(b)). Supposons qu’on a construit tous les J, , pour une

fonction f définie sur [@, ], y appartenant & un ensemble au plus dénom-
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9

. : b ou bien a ou b ne
; PRE B -dunion 7 et st a et
brable. D. On considére la réu YLéJDr x*

Yo, : 5
t pas des points de discontinuité on considére aussi, pour fla) # f(b)
sont pas :

i i Iy _
(U Ty U 1, ou (@}‘EJD i tion f: [a, b]—R qui a des
P qoit maintenant 4, le graphe de la f’o e B la réunion de Gr
scontinuités de la premiére espéce. On désigne par g"{ les points @ et b
disecgrius J,, v eD et avec I, ou I, si f(a) # f(b) et les P
awv 25 da, =

ne sont pas des points de discontinuite.

i p]. 1/intersection
6. Considérons maintenant une fonetion f eCla, b]

ints
d aphe d’un polyndéme P C P, avec G, sera un ensgn;]zl;:s gib}f_k}:lgzs
(;J g} Evec les v égaux. Un tel y peut appartenis O;li.;arilﬁ]; i g
va:k-‘j\}n—s de la fonctions f. Si f(a) # f(b), alors pour .ce< f(b)) ook e
parﬁent pas a cet ensembl_r:,fsi[x :-Z;]a (q‘l;llagdd{;g“)discontinuités Ext soishom
= wand f(b) < fla)). Si f:la, 0] =1 & O& 2 e
i;ii?re(qélszgce{(a%ors ];(‘iutersectmn du graphe d'un po%yuﬁtlfle £, : gt) ;ut o
5 a aussi les propriétés décrites plus haut, cette .1I;ter(&;cec A
‘%ﬁ: cjluds compliquée a cause de la présence des gpom s (g, ¥) ke

En pcI)int de discontinuité et (liau; cecc[as g] Zt ;?M sy quasi_convmé
. THEORE 6.1. Si la fonciion | = L 14, : o,
rf‘ordi?i%ﬁ? L:::? l'imcrwll; [a, b], alors chaque exiension du polynd

Lagrange

(6.1) L@y (@ 9) % %5 fleats 6 <% < X
oi fla) < f(b) et ¥ = L, satisfaisant Végalité

(62) y = flx)

et ;
(63) L(@z’ %15 X, (b; y) , f)ext; Xy <x < 0,
ofs f(b) <fla) ety = I, satisfaisant égalité

(6.4) y = flx)

et chaque polynbme de Lagrange

(6.5) L(Ps; %0 % %5 [ %21 <X <%

1 différences divisées [(a, ¥)
Y == f(x artiennent @ (P et donc les vt

g {c("fl}ff(xflél agj,ﬁ (B, ¥); flext et (%, %, %a; f] sont pos_@tlzlﬂes.ue A4y
%, _1 L;L:Z‘liﬂo:Jlstration du théoréme 6.1 est analogue ?_ge Eeqle ek
avons a110111'.ée pour le théoreme 4.1, cmnpte_tenan&ifcflgmlié dg e
avons intervient en (6.1), (6.3) et (6.5) est tou}oufs- 5 tfa e e f
%J(?&lsl n’aurons pas donc des complication & cause u ait q e
n’est plus le graphe d'une fonction (d'une fonftmgl u;m(rgc%) (6.3) e{:

I@a! condition (3.6) implique l'appartenance des polynomes (5.1), )
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(6.5) & I'ensemble Pi, a :

4 3, ayant toujours f(x) .
verle t : - 2 <]J]EI.X {Z, BTy A
‘oe ) < max {[(x) S&)}, pour f(a) < /(o) el e e
i T l)' 2 8.2 i f = Cla, b] et les extensions des polynémes de” Ia-
semble @; 'azgr's )g;’j;’;ﬁfiiﬁ_wemgm l{:s Jpolynémes (6.5) appartionnent a l‘e:;:
[, b]. f L Jonction f est strictement quasi-convexe d'ordre zévo suy

';P? uf;;,f‘. dﬁfiflllgﬂStréllltion,r org ]considére les cas qui suivent

i S 5 ervalle |a, se trouvent d i -
%;bcisig f(fl) = f(xz). Pour le sous-intervalle [, e; ]poéﬂts eﬁt< x21-p oo o
st lln};ment quon a fait dans le cas du théorzme 4 ZP S _tapp i
& b le sous-ntervalle maximal pour lequel f(a,) — f(by). Licas.
1 ) -

tence d'un tel sous-intervalle est assurée ps ition i
Ej{;li?;l?iil (6d5) d’appartenir 4 I’ensemble P?: 1&?1 fz?nilzor}) 1121){? Sézl s.u.
i histion at, SUPRORRS, done, Qo 8 1% a Gu b Vo
donc @, = 4. Dans co cas, la 1‘est-rictiorn hde b et b, On 8
: ? , la s de la foncti al'i
(gz;, [g] %Eeugof;s valeurs de n’importe quérl1 Pep, simsflufpﬁvsl ?IECI‘;?E’E
rappoyf 1 e g;fb{l est continue sur [b,, 5], de cet compartﬁmen.%J par
pa ol e i ql.)o‘ il résulte qu’elle est monotone sur [b,, b] La
Soniybon, conc rmant les polynomes (6.1) d’appartenir i l’enée:';lble- ((2k4
g B €, d{‘l est croissante sur [b,, 5]. Si by =b et donc a, y
cond{tion 'i$ {sté e f & lintervalle [a, 4,] est monotone et A cause 1(.’t-:z 15:2.
¥ derniéré?; ; i aux polynom_es (6.3), elle est décroissanto. bans les
e Biianr : uf-l' ll'ljif;g;l\?é]]ta [2tr1fz:]1:ement quasi-convexité d’ordre zéro de
assurzéo_ 1181155{11 sur ._[a, bl, fi et 1]" éga;itn?fsﬁfrfﬁeg{ms e (O s
insgidls T )ar_xf}(?ter;lall? [a, b] n'existent pas des points x, < x, pour
o 1P— 2), alors la fonction J prend les valeurs d’un 1:01327110111@
o Ez@gu sur au plus un point de [q, b] et, donc, elle étant
gk ﬁon]{ ellg gst monotone. i f(a) < f(b), les conditions im-
o< i ) esy = E'St'( 1) }mphq'uent que f soit croissante et dans le cas
Yo décrc:issante, sml' Ensb ]ng;seesh aux polyn(_)mcs_ (6.3) impliquent que
L e o J i o z,ém. su_rus [(:Z , ag?ue des situations, fest strictement
On peut énoncer aussi les analogues des théorémes 4.3 et 4.4

THEOREME 6.3. Si g ' ;
4éro sur Uintervalle [a, bi J:E?:;wﬂ S & Cli b est quasi-conveze: @orire

(6.7) (e, 9), % % flexe 2 0, pour a < #* < %,
oi f(a) <f@), » 1, y = f(x,),

(6.8) [0, 2% (B, 9); flat 2 0, pour x, < x* < &
on f0) <fla), y I, y = f(x)

et ul

6.9) [%, %% 2,5 f] 2 0.
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quels que soient les poimts a < %, < % < x5 £ b, satisfaisant I'égalité f(x,) =
= f(%,)-

THGOREME 6.4. Si f « Cla, b] et les conditions (6.7), (6.8), (6.9)
sont satisfaites, alors la fonction f est quasi-convexes d'ordre zévo sur lVinter-
valle [a, 0].

7. Si la fonction f: [a, b]-+~R, n’est plus continue sur [a, 5], alors
compte tenant du fait que I'hypotheése (3.4) ou (3.6) étant satisfaite, la
construction de ’ensemble ¢, ne fait pas intervenir des points x; < %, < %3
pour lesquels (3.4) ou (3.6) ne reste pas valable, en utilisant les extensions
des polyndmes de Lagrange et les différences divisées correspondantes on
pett donner des théorémes analogues aux théorémes 6.1, 6.2, 6.3 et 6.4.
Mais dans ce cas peuvent intervenir des extensions de polynéme de Lan-

grange de la forme
(7.1) L(@s; (%1, 51), (%2 32), (%a) ¥a) 3 flext
oit les y, appartiennent ou bien A I’ensemble des valuers de la fonction
f ou bien a un intervalle de la forme &, , ou I, ou I,. Si on fait la con-
vention que dans le cas dans lequel ¥, = f(%y), Y3 = f(%2), Y5 = f(%s5) le
symbol (7.1) revient & L(@y; %y, %, %; f), alors on peut domner encore
les théorémes qui suivent, les points (v, ¥,) appartenant maintenant a
I'ensemble ¢&,. _

TEGOREME 7.1. Si la fonction f: [a, b]— R est strictement quasi-con-
vexe d’ordre zévo sur Pintervalle [a, b], aors L(Ps; (%1, ¥1), (%2 Ya), (%s

Ys); Next < (B3 quels que sotent les poimts @ S % < % < X3 = b avec
Y1 =DV _
THEORBME 7.2. Si la fonction f: [a, b)— R est quasi-convexe d’ordre

2éro sur Pintervalle [a, b, alors [(%y, 1), (%5 ¥a), (%a, ¥a) 5 flext 2 0, quels
que soient les poimts a = %, < %, < X3 S b, avec y; = Ys.

THEOREME 7.3. Si la fonction f: [a, b]—R @ seulement des discon-
tinuités de la premitre espéce et L(Pa; (%1, v1) (%2 Y2)r (%3 ¥a) i fle e
= [ quels que soient les points a S % < Xy < Xy S b, avec y; = ys,
alovs la fonction f est strictement quasi-convexe d'ordre zéro suy [@, D].

THREOREME 7.4. Si la fonction f:[a, b]—R a seulement des discon-
tinuité de la premidve espéce et [(%y, ¥1), (%2 Yo)» (%o ¥s)i [lext 2 0 quels
que soient les points a £ x; < %y < %3 S b avec Y3 = Y, alors la fonction
f est quasi-convexe d'ovdve zévo sur [a, ]

Pour la démonstration des théorémes 7.1 et 7.2 il faut remarque que
f ne peut avoir que des discontinuité de la premiére espece. Pour la
démonstration des théorémes 7.3 et 7.4, il faut se baser sur une impor-
tant conséquance de I’hypothése faite: pour les points de discontinuité
x, on a toujours x, = [min {fﬂ(ﬁ’@), folx,)}, max {f,(%,), fa(#y)}]. 11 faut
encore remarquer que l’ensemble ¢, peut avoir, dans tous les cas, au plus
deux points d’intersection avec le graphe de n’importe quel polyndme
Pe (0, ou bien une réunion de deux intervalles fermés et disjoints

ou une réunion d’un intervalle fermé avec un point.
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8. Pour analyser le comportement des fonctions quasi-convexes d’or-
dre supérieur il faut se baser sur le lemme 3. Au lieu de I’ensemble P
interviendra ’ensemble Pryz pour les fonctions quasi-convexes d’ordre
sur [a, b]. Au lien des opérateurs L((D,; %, %, %3} +), interviendrons
des opérateurs LPuia; %1, %, ..., %uta; -) dont la construction se fait
avee # - 2 points sur lesquels J prend une meme valeur. Nous présenterons
ces résultats dans la deuxiéme partie de ce travail,
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