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Remark 3.3. From Example 3.2
of W. Netes [12]. For this p
locally convex and sequential
logy defined by the f.arrrlly
and ø,(rr, ..., ra) : h(j)/t,f,U), j e f , rn eN{, i:1,...,5.
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"1,. I'a proprieté d'al1ure ou 1e comportement des objets mathématiques
çll1'o11 rencontre dans n'importe quel problème peuvent être fondamentés,
de point de vue théorique, en parcourrant d.es diverses voies. I'e terme
tl',,allurc" est, sorl\rent, utilisé pour exprimer la monotonie, la convexité
o'.r la conve,xité d'ordre supérieur d'une fonction. On utilise des locutions :

,,allure de nonotonie", ,,allure de convexité" etc. Sans faire des affirma-
tions riscantes, on peut dire eue, dans la plus part des situations, ces
cornportements ont été découverts après avoir comparer les objets con-
sidcrés avec leurs images obtenues à l'aide d'un procéd.é d' interpolation
habituel ou généralisé. Pour en donner d.es exemples il suffit de nous nous
rappeller la définition de la propriété de convexité d.'un certain ordre
d.'une foncl-ion, à l'aide des différences divisées d'ordre correspond.ent.
Nous essayerons maintenant à présenter une construction un peu plus
générale des notions d'allure dont nous venons d.e parler. On est cond.uit
à fairc une telle construction si on veut préciser la liaison entre la con-
vexité d'ordre supérieur et la quasi-convexité d'ordre supérieur.

2. Soit ,4 un ensemble et B un sou-sensemble non vide de A, B + A.
Snpposons q'on a fait une partition d.e l'ensemble B, B: Bt U B, U ...
... U B*h 22,8,) B,:Ø pourø * j.Soil Uun opérateur,U: A--+8.

DÉFrNrTroN 2.1. Nous disons que l"élément x e A ø I'allure (Bt, U)
si U(x) e 8,.

Considérons maintenant t1n ensemble Ql non vide d'opérateurs U : A --*
--¡- B.

DÉFrNrTroN 2.2. Nous d'isons que l'élément x e A ø l"øl'lwre (Bt, Q/)
si þour chøqwe U e Ql, i.l' a l" øl'lure (8,, U).
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Dans la théorie de l'approximation, on rencontre souvent un cas par-
ticulier très important. Il s'agit de 1a présence des conditions:

(2.1) si x e B alors U(x) : x, poÍ7r chaque U e Ql

(2.2) si x e B, alors U(x) = 8,, ponr chaque U e Ql.

I,a condition (2.1) est étroitement liée avec f interpolation. I,a condition
(2.2), pl:ns faible que (2.1), est satisfaite par certains procédés d.'interpo-
lation généralisés remarcables.

Si 1ã condition (2.1) est remplie, alors, pour f image x'F : U(x), compte-
tenant du fait que x* e B, on a U(x*): x'r. Si la condition (2.2) est
satisfaite alors, si x* : U(x) et xÅ' e 8,, on a U(x*') e Bl c'est à dire
U(x) et U(x*) appartiennent à 1a meme classe Br.' I,a présence d'une au moins des conditions (2.1) oa (2.2) justifie la.

DÉFrNrTroN 2.3. Nous d,isons que l"éléruent x e A est conoþarøbl'e þør
Ql øaec les él'éments d,e la cl'øsse B, s'il ø l'øll'ure (Bt, Qt).

Nous allons donner des exemples. Pour l'entier n 2 0 fixé, désignons
par Qn+t l'ensemble d.es polynômes de degré au plus égal à n * 1. Soit
XCRoùcard X2nl2et
(2.3) xp %2,...t%ti2

des points distincts d.e l'ensemble X. Soit/: X-" R. I"opérateur de I'agrange

(2.4) L(Q"+ti %y x2, . '., x,+zi ")

transforme la fonction / en

(2.5) L(@"+ri x1, %2, .. ., x,+zi f).
Pour chaque système (2.3) de points d.e l'ensemble X on peut considé-
rer l'opératew (2.4) de l.agrange, correspondant. Désignons par 2.,¡11'en-
semble de ces opérateurs.

I,es éléments de l'ense:rnl>le (p*+t sont des combinaisons linéaires de la
n+1

forme L o.n rroù. et: R*R pow i:0, 1, ... n | | et er(x) : x¿ poÍr
i:0

x eRet i:0, l, 2, ...,r1 * 1. I'es o(r sont d.e nombres réels. Pour 1'en-
semble Qn+t on peut considérer la partítion

(2.6) @n+t: (þI+, U (p,, U (Pi+,

on a désigné par QI+, la classe des é1émen tr'f, on ,, avec ocz+r ) 0 et
d:o

@i+t désigne la classe des éléments avec c(n+r { 0.
Comme nous 11ous somÍres fixé à une fonction / définie sur l'ensemble

X. nous consid.érons pour les éléments de @,+t qui interviend.rons, leurs
restrictions à l'ensemble X, sans introduire une nouvelle notation au lieu
de Q*+t.Si .4 : {f lf : X- Il} et B : (p, ru on peut appliquer les définitions
que nous venons dc donner.

@L+t alors 'allure
.. Si pour c '3) de

¿'.!,i {'äi',; l""fi;
marque que l'allure ((PI+t, L((B"+ti

,* T"::i*"ï t"u,,!, uit' )ä,n i1*:
(P*+r; x1, fr2, "'¡ %t*2; f) e (Pl+r

implique lx1, fr2, ...¡ frn*2; Íl> 0, c'est à dire la convexité d'ordte n
sur les points (2.3).

Les fonctions / qui ont l'allure (

sont concaves d'ordre ø sur les points
-2r+) sont concaves d'otdre n
L((p*+ti X1, %2, . '., x*+zi '))
(2.3) et celles qui ont l'allure
l'ensemble X.

NouS revenonS maintenant, encofe une fois, à l'interpretation du

':äit1'"ähriíi'i:å,î{f;"*"Ér;
s les d.ifférences divisées [øt, xz,. ' ,

:iîi¿"u:"iîit"#es 
manières pos-

(2.7) rtlxz <.'.
1'on a

(2.8) f(x*az) - L({p"i %1, %z . .t xtttt; Í)(x"+") : (x,+" - xr)(xn+, -
- xz) ,., (*un" - xrt-t)l%r, xr, , 't x¡tt2; Íl> O'

I,a condition (2.8), dans le cas (2.7), est satisfaite par toute / ?.(Pl+,
c'est encore utr" 'justification de 1a terminoTogie ,J est compafable par

-Q.a¡: ayec les élémcnts de (ptr+t". La même femarque peut être faite-
pour la comparabilité avec 1es éléments _de la_ classe (p"+.t. Pour les nota-
iions et porìr les propriétés qui découlent de la condition (2.8) on peut
consulter [2],

Les eiemples que nous avons donnés .plus .haut ont une grande im-
oortance dans-la théorie de la convexité. En même temps ils mettent en

èvid.ence la possibilité de considérer pour I'ensemble_ Qn+teîcoÍe d''autres
partitions eC de définir les allures qui en correspondent.

Au lieu de l'ensemble @n+t on peut considérer un ensemble ilterpola-
toire quelconque et on obiient les ãllures ryi s'-V rattachent. Dn ce_qui
coo"eåe la cãndition (2.2), A éLant l'ensemble des fonctions réelles défi-
nies sur f intervalle [0,1] et B : (pn+t, n Z !, on peut construire un exem-
ple remarcable à l'aide des opérate-urs de S. N. BERNSTDIN, avec une

þartition convenable de l'ensemble @*+r et compte tenant du fait, bien

$ - L'analyse numérique et la théo¡ie de I'approximatlon Tome 12, m' 2' 1983
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colrnu, qtle ces opérateurs conservent les propriétés de convexité de divers
ordres.

l{ous soulignons, encore, que les définitions 2.I et 2.2 donnent la
possibilité de construire des nouveaux exemples d'allures en choisissant
d'une façon convenable les opérateurs U.

Concernant 1es opérateurs de I,
faut précise¡ que la voie qui nous
%2, . . ., x,+i .f) de la fonction /
obtenir 1e polynôrne de Lagrange
de / à la restriction g de / sur les
de I'agrange s'obtient en utilisant seulement la restriction g. Ici intervient
donç une première transformation qui nous conduit de / à sa restriction
g et puis g est tra'sformée par l'opéraLew L((Ð,,', %1, %2, ..., frn+t, .)
et ainsi on obtient L((P,; x1, x2, ..., x¡rl; g) qui est évidement égal à
L((P,; %þ %2, ..., xn+t', f). On rancontre cette construction toujours
quand. on considère au lieu d.e lensemble çt,,út1 ensemble interpolatoire
quelconque.

3. Soit, maintenant, tu 2 0 fixé et XCR oìr card X 2n f 3. Soit
/ une fonction réelle définie sur l'ensembG X. Dans notre travail [3],
nous avons introduit la notion de quasi-convexité d'ordre supérieur. Con-
sidérons les points

(3,1) ntlnz<...
de l'ensemble X. En [3] nous avons donné la

DÉ¡'rNrTroN 3.1. Nous d,isons que lø fonction f estquasi-connexe d'ord,re
n sxtr I'ensem.bl,e X si, þour chaqwe systèrne (3.1) d,e þoints d,e I'ensetnble X
l,'on ø

(32) l*r, *", ...¡ %tt12i Íl = 
max{lxr, frz, ..., xn+ti Íf, lx", xn, ...
. . ,, xr+g fl]r,

DÉFrNrTroN 3.2. Nous disons que Ia fonction f est strictement quasi-
conuexe d,'ordre n sur I'ensemble X si þour ckøque systeme (3.1) d,e þoints
d.e l'ensemble X l,'on ø

(3.3) lxz, xu ..., xt¡t2; fl <max{lxr, %8, ..., %tt-tt, Í), Lx", x4, ...
,.., x"+si .flj.

Si n:0, alors on obtient, au sens de la définition 3.11es fonctiorrs
/ pour lesquelles

(3.4) Í(x,) = 
max{f(x,), f@ò},

pour chaque système de trois points

(3.5) xt < xz < xs

de l'ensemble X et au sens de la définition3.2,les fonctions / pour lesquelles

(3.6) f(*r) <rnax{f(xr),.f(*")},
pour chaque système (3.5) de points de l'ensenible X,^ I,", fãnctions pour lesqueiles la condition (3.4) est satisfaite ont été
considérées pour lã première fois dans 1a litérature mathématiqlle- paf
TrBDRru popovrqru [4], pour X : lø, ó] mais pas sous 1e norne de fonc-
tions quasi-convexes. Dáns le travall [4] ces fonctions sont intervenues
dans lttud.e de la décomposition de l'ensemblc d-c définition d'une fonc-
tion d'ordre ln en sou-sensembles s

!n,-h, L=k3rn-1. Ona d.ém
nécessøire et swffisante þour qu'on þu
øu þlus d'eux sous'í-'interaqlles consécu
soit rnonotone, I'a rnonoton'ie étant d'e

aøll,es, est que .f ou - f sa.tisføit l"
de lø, bl un ensemble X c R q

On remarque, d.onc, que si /
ordre sur lø, bl alors elle est str
d'ord.re zéro sur lo, bl,Mais la reci
vraie. Une fonction quasi-convexe d.'o
convexes d'ordre 1 et aussi des rés
la convexité et 1a concavité dn premier ordre sont d.es propriétés expri-
mées avec le comportement par rãpport à l'ensemble (pr., d-'une manière
naturelle Se pose ie problème d.'exãminer. le comporteme-nt d'une fonction
çluasr-convexe 11t quasi-convexe) d"ordre zéto, par rap-
port à un en 1.

I,EMMÞ 3. est strictement quøsi-com)etrc d"ordre zéro

sur x al,ors e s d'utt, þol,ynôme quelconque d,e d.egré zéro

sur a.oa þlus 2 þoints d'istincts d'e X.
r,nlrrlrp 5.i,. S¿ l,ø fonctioro f est qu,asi-co1o1)ex zéto s,'t/ lo, þl

d'un þolYnotne ue d,e d'egré zéro
otr, suï uvt'e d" øu þl'us deux

disj oints.
3.1-est immédiate. I,a fonction f étatt

strictement quasi-convexe d-'ordre zéro, l'ensemble X se décompose en all
plus deux sous-ensemble consécut
étant décroissante sur X, et crois

= Qo on peut avoir P(x): f(x) str- 
Dans les hypothèses d.u lemnre

trictions constantes rnais elle peut a
valeurs egalles. Si X ne se réduit
n'est pas vraie' 

:ilî:trxi î,1:,in:;r7):x:;,:î,ir!",
lle 

-þeut 
þrendre les uøl,eørs d'un þoly'

þoints iistinctes d'e lø, bf'
dans le travail t3l.



4. Ê,n examinant le comport_ement d'une fonctiol / strictement quasi-
convexe d'ordre zero .sur l_a, bl et continue. sur Lo, Ol, p* ,ãpp=oJ"à
l'ensernble (pr, on obtient les réiultats qui suivent.

Si f .e ç1", 91, .f(o) _: f(b) et f est quasi-
sur_la, b], alors qw^el, qwe soient les 'x, 

ile
ur".l,esquels f(*_r) : Í(*r), _ort, n_ L(@, Íi =x* e lxr, xrl et on ø d,onc lxrj 

'xÃ,

r,a démonstration du théorème 4.1 s'obtient à l'aide du lemme 8.1
et compte tenant de^la condilto" (? 0). Six)/(r1) : f(xr), polrr xr < x,o <
S k on..o.f(x*) tÍ@,), l@.*) +f@,) _Dorrc, ii rali -ä"or, 

¡çx*.j <_f(x,i,
l@*) lÍ@r) et ainsi lc polynôrnè L(pr: xr, x*, xr;.f) cst convexe eton a lxr, x*, xz; ,f] > 0.

- 
Se pose maintenant la questi

et f (ø) :f(b) la condition Llrpr;

Considé¡ons maintenant 1'ensembL þ., d.es opérateurs d.e Irangranse
L((Pr; xr:. fr?, x")..).où ø1 ( %z 1%s sont des poiirts d.e f intervalt.'là,'Ul
et on a f(xr) :ÍJ*u). Dans les hypothèses du théorè'rc 4.1, la fonciión /a l'allure ((Êt, þ"), A: Clø, b) et B: @2.

I,'ensemble A étant maintenant Clø, bl ei B - Ø,, on peut énoncer le
r'ÉonÈun 4.2. Si f = Clo, bl, f (o)-.: [(b) et f ø l,øllwr, (el, ir),ølors el,le est strictenoent quøsi-conaeie' d,'ord,r:e' zéro' sur /,'interuøife'i-:ti.
Pour démontrer le théorème 4.2, remarquons que la présence de

Mais c'est en contradiction avec 1'allure ((pi,, !r) qui a été incluse clans
l'hypothèsc. On obtient la même contràäiðîiot ' ,i l,on suppos e f (xr) 1

effet, sur f intervalle fxr, xrl, ttois

:ii'å {å:'J" :' ;Ì':ï,'iir,t.;..,ïl,i
Supposons que poLlr 'rn x* =tx,somlnes dans le cas traité plus

f(x):f(xr), ce qui est en õon-
si / prend súr un point x* e
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-. 
* la conclition f(a):/(á) assure |existence cres points ßl<xz poÍt resqnels f(rr) -: f (*,).

= f x. x,l tne etrtte quc J(x) : f (xr), alots à cause de la con-

titråii¿'iå Í, "" deux poiirt-s xÅ e f xr, xl, xi^.= ILJ*I ltout
r"rq""t7liÍl : on a dãnc L((p,; ii, x, x[; Í) '- (þî, qti est

r.ls^ri "o 
coltra l'hYPothèse,

I,e cas f(*r) > f (xr) rc présente rien de notlveau' Le théorème est

d,émontré.--- Ávant de considérer le cas l(o) + f(b) et le cas dans leq¡el /.peut avoir

des discántinuités, il faut t"*äiqu"t- que dans l'énoircé du théorème 4'1,

avec d-'autres éléments de l'ensemble

résulte du théorème 4.2, la simple allure (Ç"'i, !r) assufe la quasi-conve-

xité stricte, d.ans les hypothèse précisées dans i'énoncé'

rHÉoRitME 4.3. Si f = Cla, bf, f (ø) - f(ø)
d,'ovd,rle zéro sur lø, bl, àIors lxr, %*, xz; f] > 0-

xr l x* 1x, de l"inleraølle lq,,.bf, þour lesquels' I.a démónstration est iméd'iate comme d'ans
x*, %z; Íl Z 0 quel's

qLte þowr I'esquels -f (xr) :
r zéro sur lø, bl.: J cas du théorèäe 4'2'

5. Pour étudier le coûrporternent des fonctions .quasi-convexes qui
o't àes discontinuités, noui commençons avec certaines propriétés que

nous allons faire intervenir.
Consid.érons le graph Gr d'une fonction .f =-Cl-?' b]' Íans.,le cas

f @) J/1a¡. Soit pur 
"*õ-p1cf 

(e) < f(b) Désignons.Put.I" l'ensemblc \(q' y) 
I

'ìtö'1 i'S]tùlf . n" øu|ioi' G, li i; sera ãppellêc le graphe complété de
-la 

fonclion/et nous 1e d.ésignerons paf Ç)..Var.,72a1ogie on fait la cons-

;;""1i;;úir Io et G,l) I, ãans te ôas f('ø) > Í(b), sans en utilisant une

autre notation Pour G, U Io.

si ø s xt 1 x 1 xr3ó, on peut considérer les polynômes de Lagrange*) ,

(5.1) L((pr; x1, x, xr; f(xt), f(*), Í(*r)),
pouf ø1 # q., x, f b

(5.2) L:(fþz; &'¡ x, x2; Y, Í(x), Í(*t)),
poír xL:øo17y eI'et
(5,3) L(Qr; nj¡ %, b; Í(xr), Í(*)' y))'

Poír xz:b et ! =Ir'

FUl.lcTloNS QUASI-CoNVE;(ES

*) la notation est celle que flous avong utilisée en [2]
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Le coefficient de e, dans la conbinaison lineaire D o,rnqui représante
le polynôme (5.2) sera désigné par i:0

(5.4) fø, !t, xr; y, Í(x), f(*r)l
ou plus simple, par

(5.5) l@, !), x, xzi Í)f""¡
et dans le cas du polynôme (S.B), par

(5 6) lxr, x, b; f(xr), f(x), yl
ou plus simple, par

(5.7) fxy, r, (b, y) i fl.,t,
les nouvelles différences divisées re
par extr:nsion, sur lcs points (ø,
Pour chaque y e -fo nous aurons
Ia formc (5.5) et pour. chaque y =de la forme (5.7).

Par analogie nous désignons

(58) L:(Qr; þ, y), x, *zi /).",: L(@r; &, x, xz; y,.f(x), f(*r))
respectivement

(5.9) L:(Qr; xr, x, (b, y); f).,¡: L(Qrj 2t1¡ 1ú, b; Í(xr), f(x), y)
eL nous app extension. du polinôme de I,agrarrge d.e la
fonction / s ,!)1 x, ør), respectivement (5.g) unä exten-
sion du polyn de la fonction/, sur les poinis ,r, *, (b, y).
r'es notation ent dans le deuxième membre-de 1s.s¡-ét(5.9) sont celles de l2l.

une construction similaire peut être considérée pour les points de
discontinuité de la p_remière espèce d.'une fonction f .- Si J(øo)^ et fu@o)sont les limites à gauche respectivement à droite sur io, d.o ià ionctioi f,on peut utiliser les notations

(5.10) oc : min {f(*o), Ío@o), Í,(xo)
(5.11) g : max {f(*ò, f,(xù, Í,Ixo)}.
Désignons aussi

(5.12) g*o:{@0, ùlc¿ Sy S g}.

Fi ,o :. ø (respectivement ó), alors on consid,ère seulement la limite fr!a)(respectivementf,(b)). supposons qu'on a construit tous les ?,", pottr'ttié
fonction/définie st¡r lø, bf,y appartenant à un ensemble au plus dénom-
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brable. D. on consid.ère la réunion Pf " 
el si ø et Ó ou bien a' ou b ne

it.é on consid,ère aussi' pour Í(a) + Í(t)

fonction f : l!, bl*R qui a d'eP

d.ésiqne Pàt ä,la réunion dt 4:
äÏ(il+'Ãó)ãi les Points ø et b

uité.

t) e J*-..JT

11 est sirictement quøs'i-conaexe

iqkt txttntion d'u þolYnôme ae

Lagrange

(6.1) L(Qri (ø, Ð' x' n2i f)"¡' e 4x 1%z'

où f(a) <Í(b) et y e I" søtisføisønt l"égal'ité

(6.2) !:f(x')
et

(6.3) L(Qr; x1, x' (b' !); Í)'*' xtl x 1b'

où f(b) <f(o) et jl e I,' sa'tisfa'isant l'égalité

(6.4) ! : Í(xt)

et cltøque þolYn|me d'e Løgrønge

(6.5) L((Pr; x1' x' x'i Í)' x11x l xz

h,, n''est Plus le graPhe d''une

ií' "î"¿iti""- 
(3'6i iirPlique 1'

ELENA POPOVICIU ao0
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es _des théorèmes 4.8 et 4.4.
C la, bl est quasi-conaexe d,'ord.re

(6.7) l@, y), %,k, frzj,/].*. à 0, pour a < x* q x,
où, f(ø) <Í(b), ! e f., y :-f(xr),
(6.8) lx1, fr*, (b, y) ;,/]"*t à 0, pour x, < x* < b
o* f(b) <f(ø), ! = fo, y :f(xr)
et

(6.9) lxr,, %*, tcr; fl ¿ 0.

quels que soient les þoints ø 3 x, < x* < x, 3 b, sati'sføisønt l" égal'ité f (xr) :
: Í(*r)." 'rnÉonÈruq 6.4. Si f e Cla, bl et les cond'iti,ons (6.7), (6.8), (6.9)
sont sat,isfaites, alors la. fonction f est qøasi-conl)exes d"ordre zévo sur l'intet'-
uøl,l,e lø, bl.

?. Si la fonction .f : lø, ó]-'-+R, n'est plus corlinue sttr la, b], aTors

compte tenant du fait que l'hypothèse (3.4) ou (3.6) étant satisf.aite, 7a

constrtrction de l'ensernble Q, ne fait pas intervenir des points xL < xz < x3

pour lesquels (3.4) ou (3.6) ne reste p
des polynôrnes de I,agrange et les di
peu-t donner des théorèmes analogues
Mais d.ans ce cas peuvent intervenir
grange dc la forrne

(7.1) L(@r; (xr, yr), (xr, Yr), (x', Y") i/).".
en à l'ensemble des valuers d.e 1a fonction
forme ?"^,, o17 I" oa Iu. Si on fait 1a con-

lequel h:Í(xt), lz:f@r), Ys:f(x") le
.';"îåi,.i;,I'i,it"^ånZäå'.,*t*åå:'";l;';

l'ens
7'l' Si l'ø fonction -f 'lo' å]-"R est stricternent qwøsi-con-

I)et;e o sør l"interuqll'e là, U1, al'ors L((Ð"i (xt, yr), (xr, y?), (xt,

!"); quels que soient les þoints ø 3 x, < xz < x" 3 b &uec

íHrontvr' 7.2. Si la fonct'ion Í: ln, ó)-'R est quøsi-cotnexe d'ordrc
zéro sur I'interaalle lo, bli al'ors f(ir, !t),(xz, !r), (x", !r)i f)."r2 0, quels

qwe soient les þoints ø 3 xr 1 xz 1
rnÉonÈup 7.3. Si lø foncti'on, f

t'inuítés de I'a þranø'ière esþèce et L(
(= oient
ølo ¿sl s

tinuité d.e La þrerniarf\rpa* et l@,:'y:î,' (),:ol, i-:,*;:)
que so'ient lei points ø 3 x, < xz < ryu I ! a'aec yr: ys'

f est quøsi-conuexe d'ordre zéro sur lø, bl." Põur la démonstration des théorèmes 7.1 et 7.2 il fa

.f n peut avoir que des discontinuité de la première
äé-ooåttation d.es tlhéorèmes 7.3 et 7.4, ll faut se baser
tant conséquance d.e l'hypothèse faite : qour les points
xr on a tdujours x, e lmin {f,(y), f,(xr)\, max {f,(xr),
encofe femarquer que l'ensemble Q, peut avoir, d.ans tous 1es cas, au pluS

deux point. 'd'it tät."ction avec ie graphe de n'importe quel pgly."gq"
P = (ùo ou bien une réunion de dãui intervalles fermés et disjoints
ou une réunion d.'un intervalle fermé avec un point.
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une meine valeur. Nous présenterons
e de ce travail,
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A I{TBRARCHY OF' CONVTIXTfY FoR SBQUENCBS
by

GH. TOADÞR
(Cluj-Napoca)

An irtetesting property, called in [4] "hierarchy of .conr¡exity", was
provecl, for ftnctiõnô, by a. rnr. BRUcr(NER and Þ' osrRow in f3,l'. The main
äim of this paper is to prove that this hicrarchy is also valid in the case

of sequences.
\ùe begi¡ by the definitions of sequence classes which we consider in

what foÍo#s. Wê also pfove representation theorems fol some of this
classes.

llÞFrNrTrON l. A sequence (a,,)'-.o is called conaex if its second order

clifferences :

(1) Lzct,,: &r*2 - 2an-¡r ! ø,

øre þositiue for øny n > 0.
Although we have given in [7 ] a general representation theorern, for

making a ñinor changã in the formulation of the result, r¡r'e prefer, in
this pãrticular case, to ded.uce it froru. the following:

LEMMA l. If the sequence (o,)i,:o 'is g'iuen by :

(2) cr,:f@-h+r)br
&-0

then :

(3) Laa., : 6n*".

The proof follows by a simple computation, hence it is omitted. Be-
cause the relation (2) is equivalent with:

n-l
(2') bs: ctrs, b, : an -D @ -,h' + r)bk for n )- |


