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1. Dans ce travail on consideére des équations différentiellles linéaires
du second ordre dans lesquelles les maximums des valeurs absolues des
coefficients ne dépendent pas de 1'équation respective et 'on étudie la
maniére dont varie la longueur d'un certain intervalle d’interpolation pour
la classe respective d’équations, alors que les maximums des valeurs
absolues des coefficients des équations dela classe en question prennent
toutes les valeurs possibles qui sont positives et vérifient une relation
donnée d’avance. :

On considére I'équation

(1) (1) 9"+ py(2)y’ + po(a)y = 0

et Pon' suppose que 'les coefficients' Ps(x) (8 = 1,2) sont' des fonctions
continues’ et mon 'identiquement nulles' dans un intervalle ' donné
[0, L)L > 0) de la variable.

On éerit
M, = max |p(z)| (s = 1,2)
- x€[0,L]
‘ 2 1 1-—4 1
(2) I Bip) =~ 1og +V1—4p 0<p< ﬁ)
1 —4p 2)p 4
. 2 1 1
B =——————— arc COo% — >
R )

ot log désigne le logarithme népérien et arc cos I'arc d’origine 0 et d’ex-
i 2 g
trémité < —et non négative.
T
On constate immédiatement ([1]) que

(3) Bi(p) > 0, By(p) > 0, Bi(p) < 0, By(p) < 0.

On désigne enfin par I'(M,, M,) la classe d’équations (I8) déterminde
par la condition max [py(x)| = M (s = 1, 2) avec M(s = 1, 2) nombres
xg[0,L]
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positifs donnés et on éerit -

I 9 1-:' I '
B ( UZ) si p = My <
M, \ M3

1
4
1
M4
1
4

4 AN, ML) = =
(4) | (M ) i, »
2 B- (Mz ) 4 P ,
M, C\mr) M3

M
- 22 et en (2) M,> 0 (s =1,2) on suppo-
L
sera sans plus spécif.iel; dans le reste de ce travail p > 0.
On dira pour abréger quun intervalle est un intervalle d’interpola-
tion pour la classe Iy, M,) si cet intervalle est un intervalle d’inter-
polation pour chaque équation de la classe (M, M),

On se servirva de la

Du fait qu’en (4) p =

Provosrrion 1. Llintervalle [0, Ay(M,, M,)) ou  Ag(M;, M,) =
= min(L, 4 (M, M,)) est un intervalle @ interpolation pour la classe
DMy, M,). R

Démonstration. On désignera par H(L) engemble des équations (E)
de la classe T(A1,, IL,) qui ont la propriété que leurs solutions (non nulles)
gui ¥annulent pour » = 0 possedent dans Vintervalle [0, I/] au moing nue
racine  positive. Si (B)eH(L), alors. A(M,;, M3) = L el i Uintervalle
[0,4(M,, M) est un intervalle d’interpolation pour I'équation (E)([1.],
Théoremes 1 et 2). Si par contre (B)e I'(M{, M,) et (B)&H(L), alors
Pintervalle [0, L] est un intervalle d’interpolation pour Iéquation (E)
([1], démonstration du théoreme 3, avee les changements de notations
nécessaires). _ .

Si done A (M, My) £ L, alors l'intervalle [0, A(M,, M,)) est un
intervalle d'interpolation pour (B). Si A(M,, M,) > L, alors Pintervalle
[0, L] est un intervalle d’interpolation pour (E). Lintervalle [0, A (M, M)
est done dans tous les trois cas, qui comprennent tous les cas possi-
bles, nn intervalle d’interpolation pour () et par suite pour la, elasse:
(M, M,). La relation entre 11, et M, donnée d’avance sera éerite sous
la forme

(5) By, My) = O3, 0, M, = 0),

On supposera que de (5) on peut déduire explicitement

(6) My'= F{(My)
ol
(7) My = Fo(M,)

et Pon se placera dans Ihypothese suivante:

w

INTERVALLES D'INTERPOL:ATION

61

: Hypo_thé/se 1., Les domaines de définition J; et J, de F,(M,) et Fo(M,)
son}, congtitués d un nombre fini d’intervalles dans lesquels (M) et
B, (M) ont des dérivées du premier ordre continues.

En ce'cas
H,(M,) =
1/ ] y 4
Ji<ﬂIl’JI‘.’.):;11(JII):' R
M,
Hy (M) =
(8)
respectivement
C1(H )
A(My, My)=" (I ,) = | —-l—
| By(My)
Go M) =

(9)

Il est évident que

Le domaine de définition de A,(M,) de (8)

2 ] 2

B](Flmfrl)) i o o M
M, M e 4
. B 1

I ME o4
.2343i%ﬁ)” ZM, L
M, i M 4
- = B]( 5‘12 ) si —-——JHQ ul'

Fo(b,)  \1¥ar,) FYM,) 4

Mg ). 'l

TR A

9 M," M, 1

3, Ty, i )” i SN i

1Ty (My) (M) P3(M,) 4

est ensemble 7', = {M, :

My > 0, Iy (M) > 0} < J, etle domaine de définition de A (M) de (9)

est 'ensemble

Ly ={My: My > 0, Fo(M,) > 0} = J,

?

Dans 7; nous distinguerons les ensembles

@ {J[l: F(M,) _ 1

e

P = {Ml

]gD = {J[z M, <Z —}
(M)
) {

<2} A for: Bt
4 M2

M3 4
Dans I, nous distinguerons les ensembles

F\I) 1 } _

1 4
4‘}’ A, = {M i

©YM)

“af i

=
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Les ensembles [1,19,1 I @ 1 sont delaforme{ x :f(x)>0}aveef(a)
continue dans son domaine deddm ition, constitué d’intervalles. Lies ensem-
bles respectifs sont done constitués d’intervalles. Les ensembles A, et A,

_ , 1 . .
sont de la forme {m (3= 2 avec f(2) continue dans son domaine

de définition, constitué d’intervalles. Par suite, A, et A,sont constitués
d’intervalles (qui peuvent éventuellement se réduire & des points). A la
gnite de hypotheése L on fera I'hypothése

Hypothése 2. Les ensembles I, Iy IO 1% I® 2®,A1,/.\2 sont consti-
fués — ¢’ils existent — d’un nombre hm d’mtu v ,111es. D’ailleurs les ensem-
bles en question sont respectivement les domaines de définition des fone-

. , ; 4 4
tions A (M), Ao(My), H (M), Ho(M,), G( M), Go(M ), nle de
M, Iy (M)

(8) et (9).

Dang ce travail on présente, comime spécifié, la variation de la lon-
sueur Aq(M;, My de Vintervalle d’interpolation [0, Aq(M;, IM,)) pour la
classe I'(M,, M,) pour quelques cas particuliers de la fonetion F'(M, M,)
de (5). Dans les résultats ci-dessous on ne retiendra done que la maniere
dont varie A (M, M,) lorsque A(M;, M,) < L, c’est-a-dive A(My, M,) =
= A M, M,).

2. On prendra d’abord en (3)
(11) M, M,) = M,+M,—1=0,1 constante > 0.
On a-alors le

Tukorivn 1% St en (11} I = (»;), alors quand M, croit de 0 a

I, A (M) croit de maniére monotone de V; & oo.
i . .
) , aloys A, (M) varie selon le tableaw 1.

<

9. §il> (l

()
M, 0 WIE {

® O

N AT A o]

A —

Vi

Tableau 1
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dans lequel

f(p.) S1 (1) 1l < 8
2
]II(O = d » l=3
J) o I >3

1 —
f(p) = —— (14T F1Ip)
~ 17
. ! : ,. (1 _
Pa €8l la racine (umque dans Uintervalle (»4, oo)) de la fonction

1—dp+ Y14 4ip
14 dp)(1 4+ 41 2
2p(2 41 — 4p) Vi PN ) -2 arccos al/p

B

: . : 1 ;
Py est la racine (unique dans Pintervalle [0, 8 )d@ la fonction

Ay(p)=—

1—dp + )1+ 4ip 11Y1—1
A (D)= T il —2 low V2T AP
(p)= AT EE V@ — 4p)(It4lp) — 2 log 7

2
D(py) s (“) <l<s

)

1,(H0) =
3 [ =3
O(py) I >3
b
oo f v
O(p) =1 +4lp =) *‘il?’_ =
l — L4 dp + )1+ 4p
1-+2(— 1) p 4 (1 — 2p)VT & dip ——
C—D)p h (L — 2p T 4l
p(2+1—4p)
Démonstration. (11) donne en (6) ¥,(M,) = 1 — M,, auquel cas (8)
donne
2 I— M —m )
By ( .3[] ) o IR
M, M m 4
> 2T — 1)
4 o LM 1
(12) A (M) = My M} 4

2 |8 ( LMy, N d— M, 11
. o S1 S
M, e 2 n

N
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Si done M, > 2J/(1+1—1),(2) donne

AN, =2 24+ M, @, (M) Lty I —M,
AL M (L—4p) V1 —4p) M3
2l — M 1—4p . 14V1—4p
D (M) = - L. J — 2 log ———-———QV_
M(2 + M) P P
Si Pon v remplace M, par son expression donnée par la relation
1— M,
= =00
' M3
1 PRSI
M, = f(p) = ——(—1+V144ip)
(13) y = J(p) o
on a

' L—dp+ T4 dip
(14) O (M) = 0i(p) = —55m T — 4p)

/(1 —4p) (1+4ip) —

1 1—4p
P TR
de sorte que
2 + M, 0y(p)
15 AM)=2 . - g [ M,
(15) (M) s, (1— 4}’)‘/1 —4p |p= i

Ainsi done

9 V—l:? P(p)
o 1+4p QD)

(16) P(p) = — (24 1) — 413 +1)p - 4U(1 — 1)*p*
Q(p) = 2 +1—2(2— 3l —13)p +8(1-+1+ 32 p*—

i(p) =

| 21— 206+ 3+ 1p F 8L NP1 4lp

3 e
On supposera d’abord I # 1. . . .
En ce O}L% le polyndéme P(p) a une seule racine positive (évidemment
4 ) g

simple)
941
o — 341+ 1+ V2 +D)]
Si en (16) Q(p) = 0, Videntité
[24+1—2(2— 3l—12)p+81+1-+2p*F —
(14 )2 41— 26+ 3L+ + 811 PP =
= —dp(24+1—4p)2 P(p)

(17) P = DPo =
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241

indique que si @(p) = 0, alors ou bien p = s ou bien p = p, Or,

Q (—2—%—]—) = 22+ (1 +1)®#0'de sortequesi p # p, alors Q(p) # 0.
N ' U414 )20 4 0)

Or, en tenant compte que J1+ 4lp, = w-mTi»m-l-’—r—wﬁ’ it g’ensuit
que 8i I <1, alors @(p,) = 0 et que si I > 1, alors.

Q(py) = 2 21 ( 141 ) (LD 4 @+ L1 YAE T

! 1—1 =B+ -+ A+ VATFTY
ce qui, avee les relations lim Q(p) == cco
P00

olt & ==sg(l — 1) et Q(p) = 2(2 +1)? p + byp?+ ..

pour p petit, donne

(18) si 1 <2 1 alors sg Q(p) = sg(p, — p)
si I > 1, alors = Q(p) > 0.

Pour 1«1, la régle de IPHopital donne

tor Q(P) QD)

1y 200 GOV D) T+ i _
1404 — 20 +12) + (4-+ 20— 31 2IA+1)

ce qui, avec (18), donwe

! i 1<1,\alorg, 1tD)
(19) Q(p)
gi I > 1, alors sg Fp). = 8g(p — Py).
: . Q(p)
A N e R LT A " 1 , )
Du fait qu’en(16) P 7) L -Z( —841) (1+1)2 il résulte .
(20) g (10 ) = ),
(16), (19) et (20) dohtent Tes tabledux 2 et 3.
' 1 : : 0 g 1%
P 0 —= = p pl po =t
ey T Bued|  oiol— 8 (4
Tableau 2 : 8i(P) | 0 N0 Oy(B) A0
O<liz8L£1) Tablean 3 (I > 8)

5—c. 1211 34
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En (12)
MY dp M Iy
dMl 4 M]_

ce qui donne le tableau 4, lequel, avece (L)) et les tableaux 2 et 3 donne
les tableaux 5 et 6 .

<0

(21)

My |o 20T +i—-1) 1 M, lg(yl—jr—,_ 1) l
1 5
Poiloo TN (e N L0 A,_(Mj I SOV 1 | oo
' 4 Vi + g
Tableau 4 . l’ll)l('\ll 5

O<l=8, %1

Or, (14) et le tableau 3 donnent

M, gt n MO

AUM,) Bl candig i Tt
AL | D) o
"l"]hl(-‘iu 6'(1» 8)
' “4p 1—4dp Y1 4z -
(22) 210g—1———»u—/—1—_———£— o p+ V144l + P 1/(1 ip) (1 4ip)
oVp  lpen  2P(2-H1—4p) -

S}

auguel eas (2) et (13) donnent au tableau 6 at

A(UD) = 0(py) | ;

g A 14 V1-4ip
23 a(; N 1+4z- —_ =
(23) 2 V I.'.._ —1+4p+'V1=+4:lp'»

1+2(z_1m+(1—2p)1(1+4zp ST
WE+ I ) | A

p, racine (unique dansg Vintervalle [O,%)s selon le tableau 3) dela fone-

tion Ol(p) de (14).
Si 1 =1, alors en (16)

(24) P(p) = — (3-+16 p), Q(p).= 3+ 4p + 32 p* -+ (—3-+20 ) J T+ 1p.
Or, si Q(p) =0, alots (3-44p+32pH2— (L-+4p)3— 20p)* =

= 4p(3 +16p)(3 —4p)? = 0. Or, en (24) @ (—7?;—) = 48,
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Par suite
(25) =SilE =1 alors P(p) <0; Q(p) > 0 de'sorte qu'en

, 1
(16) B(p)<< O et 61(1)) >0 ( 1 ) = 0, done en (15) A;(M,)>. 0 ce qui

donne le tableau 5 qui est donc valable pour tout I'e (0, 8]. En (14) et
(22) le tableau 3 donne

2+1—4p > 24-1—4p, > 2411 = 141

(26) Sim, = (2]/_1 +1-—1), alors en (12) 4 (M) e min T
80§ siesldnteal dusgaoh 0 YA 1
Sienfin M, < 2/{T+17—1), (2) donne en (12)
s 24N ,
AyM) = L O (M
7 Mi4p — 1)1/41;— o
, Mo—2 | Vip=1
Oy(M,) == 1 . —I—Za,lcc s———
o) TR b | 37 5
¢’est-a-dire, avec 'expression (13) de M, :
(27) N Y DQp(My) = 0y(p) =
15 4p YT 4p y 1
— V(=14 4p)(1 4 4ip) - 2 arec cos —=
aperi—ap) LTt AR) T2 arecos
(p— l—M, ) R
. m )
de sorte que
, 2+ M
(28) AUM,) = SRS Bl
(M M(4p —'1)]/4}7 — 2(P) p=l—;—l%[—'
] ol 1

Par conséquent
(29) e;(p):_i]/ ip—1 1 Pp) R
pi 14+4p Q)

avec P(p).et Q(p) de (16), auquel cas (19) et (20) (qui onb évidemment
lieu pour toub ) donnent les tableaux 7 —10 (ol on a supposé I s 1).

1 _ 1
P ] o P e Py o
) | 0 Am—2yT T ) e ol Sl me SN
T nliasiint D(pe) | 0~ 8 w2V =0
Tabldan 7( & 1) - FH WO R o(Po) 7

A 2
o Tableau | 8 (.1 < () )
2
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1 1
p Moy Pa s <o P = 0
!
Qz(P) ; +. 0 —+ . B(p) |0 N 2)T)
Ba(p) [0 1 By(py) M O N7 — 2VT <0 R W
'J‘a_b]oa_u 10(/ = 8)

2
Tableau 9 ((—(—) < < 8)
b

(28) et les tableaux 4 et 7 — 10 donnent les tableanx 11 —13.

M, ¢ 0 w111 M, 0., MP oy TTI-1)
W 9 D I
Aol = o 0}
Ay | — A e A¢;221) Ml : : -
; l V 1 1 ‘ e 4 (7‘ 1@) /1 ‘_____':_____g
ALy Vi5i-1
Tableau 11

<8

e

(- \2 Tableau 12
O<isEl— ) T#1 N -
9 » \2

<1

M, 0 201 £ 1 1)

AMY ==y Ny e — 1

Tableau 13 (I z8)

, (27) et le ta,bleau 9 donnent

(30) 2 arccos l,__f 1-—-4p +V1 1+ 41p ik
2V ps 2p(2 + 1=4p)

auquel cas (2) et (13) donnent an tableau 12

=14 4p)(1 + 4ip)

b=ty

(31) A,(MP) = o(py)
; ’ 1
avec ®(p) de (23) et p, racine (unique dans Uintervalle 1(—4—. oo), selon

le tableau 9) de la f.miction O,(p) de (27).
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Nous remarquons qu’en (27) et (30) .
0 < lim 1-—4p + V1+4lp¥ .28 2 H1 < 0

4

Sil = 1, (25) donne en (29) 0)(p) > 0 eb 0,(p) = 92(

i ) =(), done,

en (28) A;(M,) > 0, ce qui donne le tableay L1, qui est f_lonc valable
h v 2 1 . |

poutr tout [« ((),(TZ—) ] Lies tableaux 11 et 5 donnent le tableau 14.

Les tableaus 12'et 5 et (31) donnent le tableau 15. Les tableaux 13 et
5 donnent le tableau 16 et les tableaux 13 et 6 et (23) donnent le
tableau 17. ‘

My [0 ! M, 0 M@

AWM — S oo : CAM)

— N D(pg) A o0
Vi

Tableau 14 o Y3 ed) %
o Tubleau 15 (( —-v.) << 8§
e (!
(O N E (“ ~) ) ;

1
M, 0 4 8 M, 0 mP
bt ™
Ay (M) i N1 oo AL = N D) g o
' 22 517 Vi
Tableau 16 (I = 8) Tableau 17 (I > 8§)

D’ailleurs (15), le tableau 3 et (13) donnent au tableau 6, M1 = f(p,)
et (28), le tableau 9 et (13) donnent au tableau 12, M, = f(p Done
(39 L0 M® = s, ML = fps)

Ties tableaux 14, 15, 16 et 17, avec: (32) démontrent le théoréme.
REMARQUE 1. 8i | == 8, les tableaux 2 et 10 montr enL qu on pPuL

supposer Formellement dans Pénoncé du Théoréme Ty p, = p., 1oy g

auquel cas MU =4 et @ i )—— 1. Les relations M — 4 ot 4 (M@) 1,

peuvent étre donc envisagées formellement ‘vomme! données: pour l 208
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par les relations de Vénoncé du théoréme
O ) sit <8
f(py) si 1 >8, respectivement
O(p,) 81 I < 8 on Von fait 1 = 8.

Aa(J) = { O(p,)isi L
1

3. Nous presentons un eas'ou la maniére ' de variation 'de AI(M ;) et
A,(My) de (8) et (9) est évidente. .

THEOREME 2. St en (8) et (10) on a en I, = [a, _1_71]
J A(O <ty << bl)
(33) ' M F{(M,) — 2F (M) = 0

alors quand M, oroit de a; & by, A,(M,) déeroit de maniire monotone de Ay(ay)
a A, (b )
. Sien (9) et (10) on a en Iy = [ay b,] (0 < a, < b,)

(34) GV By (ML) 20 et By(M,) — 2M,FyM;) =

alors qucm(l My croit de a, & by, A,(M,) déoroit de maniére monotone de
As(ar) & Ay(by). ,
Démonst?'ation. En (8) et (9)

Loy - 2 Bs( F,(0) ) e O (Fi(0L)

2 I M M 1
’ F(Ml))‘
— o (M) B, =121k
(M) ( T
1 FYM,) ( M, ) i ,
— G(My) = — B, - (Fa(M,) —
2 i Fé(Mz) L)) RO
M,
— M, FYM R B
LB (FZ(MZ))
(s =1, 2), de sorte que (3) et (33) donnent HS(M1)<(I). B .0
o0 '1'."1,MZ)
; s, = 0, alors —Gi(M,) = B! <0
(/= 1205 8P = 0, aloxs — (0, gl o
19 e o e Ty(M,)
(s ='1}2) ét 'si Fz(Mz)-ZMze(Mz):O, alors Fz(Mz):——i—_z__

2M,
done ”(MZ) 0(s = 1,2). D’autre part, (33) et (34) montrent que
By(My) ! M,
et
My FYM,) .
ment Mz, de sorte que si en (10) IO A, I\J respectlvement Iz y Ay, i
existent, ces.ensembles se réduisent'd un intervalle (qui-peut. éventuelle-

sont des fonctions non décroissantes de M, respectlvc
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ment étre un point dans le cas de Ay et A ) et.leur disposition mutuelle
est '

a | Ty o) by

T AL . | > M,

oI T e et o
ay [ . 2 LT “i__ﬂwg
Y —— D { A, > &)

Dans la disposition un 'ou deux des intervalles IO AL, IO peuvent faire
défaut, & la condition que la somme de ceux qui re%tent soit I (s = 1,2).
Si lon, tient compte qu’en 2)

hm Bi(p) = hm By(p ) 2,

¢ﬂ7—- j)~> +

il s’ensuit que lorsque M, croit de o, & bﬁ, A (M) déeroit de maniére
monotone de 4 ,(a,) & A (b ) (s =1, 2), ce qui démontre le théoréme.

Nous en présentons quelques cas particuliers 'dans le

THEORBME 3. 1°. Si en (6) M, = B,(M) = CM7, avee: 0> 06t o > 2
constantes, alors quand I, croit de 0 & o0, A (M) déeroit, de maniére
monotone de oo 0, ' ' Vil

M,
o g ; Dy(s) s~ -
2°. 81 en (6) M, — Fl(ZII.) = 17[2( -+ S T ds), o C > 0 est
: VIR 5

0
u’ne' constante et ®,(s) une fonctwn d’onnee continue et ‘non nqatwt’ (Zans

My

v mtewalle (0, co) de 8,'el pour laquelle l’mteg; ale S g(T)— ds a une valeyr

| ) | !
Jinie pour M, > 0, alors qnaud M, croft de, s 00y Ay (M) déeroit de maniére
monotone de A4, (e ) & Ay(o0) = lml /{ (M ) pour wut ¢ 0.
M,

3°. On conmdeoe e fonctwn (D a(8) donnee Pt qui remplit les rond:

tions : 1°. ®,(s) est continue (Zaml’mmmlle [0, <o), <I> o(0) =0 Pt D, ( ) o=
M,

poué' s> O; 2°. l?intégo'ale g Pols l ds a une. ml@u} fame pom M

3°. il emste un intervalle (O Al (A > 0) dans lequel
My

e ) = o« Ot 1€ o0
B, 1 R0 S 20,
il :

(S@ H(Mz) =20 pom tout M, > 0, alors bien Pntendw A = 00), S¢ en (7)
M, J
(1)3(8)

M FZ(M = I/M ((] ——1 S V__ d9) ow C > 0 est une, constante. et
sls
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Dy(s) une fonetion qui. remplit les, conditions F, ¥

il ; 74 3 | 32 lops and, M
croit de ¢ A, Ag(ﬂfg) décroit de maniére monotone f}t‘ !iz(g)t;jﬂ?f{?;dpm{i

tout ¢ avee ) < ¢ < A (quand A = oo, Ag(A) = lim Ay(M,))
Démonstration. 1°. 11 est évident qu’en (1 A
: Ve LA Y 0) I, = (0 )
On prendra, pour avoir an intervalle fermé ( A {:’ s i
e = (L quelcongue. In (33) AR & guuche, Iy —| ¢, co) avec
MPi(M,) — 28 (M) = O — 9) 11 g

ce qui, avec lim By(p) = 0 en (2) démontre le poiyg 1°

pooo
[T i = 3 y
2% Jom ee casiansaiidy (0, 05) et Pott Prasiduy Biuys) sby'(& % 0)

Bn (33) MyFy(M,) — 28, (M) = ©,(M,) 2 0, ce'quildbmbritio o point 2°!

3% (35) doune I'y(M,) > 0 pour tout M i -
Pon prendra I, = [s, &).4(35) donne agiardoe 1, (0, c0) €t
L ACLE P
Q) M,
Fo(My) = 2M,Fy(M,) = Dy(dr) 20
ce qui démontre le point 3° du théoréme, I
: Remarque. 2. 1°. Le' cas traité au théoréne '
HIrrs X \ b e Q1 ] ? ,]_ B e S dans I
Théoreme 2, parce que si M, = F,(M,) — | — Ml,nn(iollf;ngf (I,);;,S) it
_ WP - 2F, (M) = M, — 91 < g
et 8i My = Fy(My) = 1'— My, alovs en (34) Fyd))= —1 <o
2%, Le cas My — My = (' avec (' constante o . ;
e S i ot T B
— 28\(M,) = (204 M) << 0. eb siy My = B (M) — 1 ot o
LBLJ}M }(-‘g(ﬂ% B E ) = g L T ) = M O lons en
oMy, — My = C <0, alors My = F (M) =M, — 0(0. — — (I 7
My = (M) E?“ + Mgy de ' sorte t'{li_'I"ELII (33) b = TS Bt
M (M) — 2F\(M,)=2 (¢, — u,,

done le&"rqlii:[.ionsl My > 0 et (33) ont liey si Co<s M, 520
; g . = 4 Ug

0

FyM,) = "

En éerivant ¢ & la place de ¢, il résul '
» ace ¢ o ésulte que g 7. — = rec
(36) O > 0 constarte, quand M, croit de O'ﬂ. q{_Ml MZ. C'@? ot
de maniére monotone de A,(C +¢) 4 A 120, <k aSoRoTt
0 <o 1 _EJ @ A1(20) pour tous les & avee
Si Pon utilise Ie point 2° du théoréme 2, 1l résulte que

SLMy 1My = € > 0, alors: quand M, croit de: e s 78
L e (O arors: roit dete & O, Ay(Dfy)
(37) {décroit de maniére monotone de A, 2 bl e

0< ¢ < ( (2) &.4,(C) pour tous les = avee

Qo T ; ) \
5% Le cas MM, = C avec O constanite > 0 ne yentre pas dans le

théorerne 2; du fait que si M, = B (M) — 22y alore! bl has 2 o
i R e (et e (63) BARYE) S

1
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v 3¢ S = ) g sl (e :
— 2/ M) = — < 0 et si M, = I'y(M,) = —, alorsen (34)F,(M,)=
i, M,
| \
= — ¢ < 0.
M3
4°, Lie cas % = C avec O constante > 0 ne rentre pas dans le
M,
théoréme 2 parce que si M, = F,(M,) = OM; alors en (33) M,Fi(M,) —
— 21 (M) = — CM, < Octsi M, =F,(M)= éz , alors en (34) Fy(M,) —
, M SRS ' i '
— 2Myiey(M,) = — 0 < 0.

4. On traitera, pour conclure,| deux,cas mentionnés dans la remar-
que 2. |
PutorBun 4. S1 M, = M,, alors quand M, croit de 0 ¢ oo, A(M,)
Ll

décrott de manicre monotone de co\'¢ 0.
5 . P - ] p
Démonstration. Si M, = M,, (8) donne

My 2, (i G M, > 4
o\

(88) 4TI G y g IO, e e

: 2 1 )
{1 H,(M,)="— By [— M, < 4.
\ 2(1-1)_' M, a.-z.(zul),_ﬂ’,_ &

Oy(p) avec 0y(p)=

; 1 —2p !
B(p)) = e
’ ST 1;;’ VA wWis o
1 — dp | 141 — 4p Ly ,
— 1 2log — v de sorte que Oi(p) = —
1 — 21) : & ZV]) q 1 p)

V’l - ‘LZT‘ / \ ’ AV y.‘ ( 1) 7 e ER A d (. -
T —opE 0'et Cy(p) > Cp|— | = 0, dore T (pBi(p)) >0 de1g
Hy(M,) < 0. (2) donne également | ¢
, A gl i T iep sh 1"

39 — (pB = s :
(39) | iy (pBy(P))3 4 — Ofap — 1

Or, (2) donne

Cy(p)

¥ ‘ | 3
avec, Cy(p) = W—l 42 are, con———= doc sorbte que Cyp) =
j 2p — 11 2Yp | WOy

= — _W—I)T < 0, ce qui donne le tableau 1§, selon lequel si p #
— { ) \
#F—, 8g Uy(p) = 88 (7) - —i—) » done en (39) : (p By(p)) > 0 pour

p

tout p > LL, par suite Hy(M,) < 0. Ou'a done le tableau 19 lequel
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avee (38) démontre le théoréme.

s M, 0", 4 oo

1
p .
4 2

Hy(My)| o N 1

Cz(p)\ 0\ Foo\ .=

H(M,) 100

Tableau 18

Tableau 19

THEOREME 5. St MM, =1 oi | est une constante, alors quand M,
croit de 0 & oo, A,(M,) varie selon le tableau 20.

3—
0o ! Vl_z o
4

3
Ay(Mp)| 0 A z]/i N0
{

M,

Tableau 20

Démonstration. Si en (7) Fy(M,) =

» alors en (9)

o,
2 VE
N3 2
(M) = Tmzyl(:’%) s < |4
1,1 &3 W T4
gl y = 2 . iz
2 V'T 81 J‘Iz— —4— \
2 Yais
3 72
| G,(M,) :—l—Msz(%) si MZ>V—L4—

l2

3
Par suite Gy(M,) = Ziny = +,L -Dy(p), ol p = M < ol
' (1 —4p)J1 — 4p 12 4
T4 1 A=y
et Dy(p) — — 3 -4 Wby by B VI=%  yone Di(p) = —
1+ 2p 2 Vj")
1 —4p T 4p . 1
—_——= 1 —4p < 0 et D >D(ﬁ):0, ce ui  donne
o1t 2 7 (P i q
G1(M,) > 0 et le tableau 21.
. 2 1+ 2 M3
Gl =2 TR p) o s TEs 2 e
Uiap L D)dp =1 12 4
ip —
Dy(p) ='3 *V Puts tu- g are cos k

14 2p 2y

17 INTERVALLES D’INTERPOLATION 5

k Lol (4p —V)dp — 1 s (i) K
Done Dy(p) = — — ST < 0 et D,(p) < D, L= 0, ce

qui donne G4(M,) << 0 et le tableau 22

3 SI 1
i (P . V_’_ M i) =
4 4
g = Tty
2 . 2
Go( ML) ol g 2V~— Go(Mlo |/ LN 0
! L
Tableau 21 Tablcau 22

Les tableaux 21 et 22 donnent le tableau 20, ce qui démontre le
théoréme.

Remarque 3. Si en (1).p,(x) ¢t py(x) sont continues et non identique-
ment nulles pour tout x = O(L — oo), alors dans la proposition 1
Ao(M,,M,) = A(M,, M,) et les théoremes 1 — 5 indiquent la maniere dont
varie la longueur de Uintervalle d’interpolation donné (0, A(M,, M,)) pour
la classe 1My, M,).

Remarque 4. Au tableau 20 (théoréme 5), alors que !l croit de 0 & oo

3

ia valeur Vg— de M, pour laquelle le fonction A,(M,) ='A(M,;, M;) dela

proposition 1 est maximum croit de maniére monotone de'0 & oo, et la
3

valeur 111;1&111’121_1021/—1—(1(3 la fonction décroit de maniere monotone de

oo a 0.
T’ affirmation paralléle pour le théoréme 1 est donnée par la

2
PRrOPOSITION 2. dwu tableaw 1 (théoréme 1) alors que 1 croit de(—g—), b

o0, la valeun Mg()j de M, pour lequel la fonction A,(M,) = A(M, M,) de la
proposition 1 est minimum crott de maniére monotone de 0 & co et la valeur

N
INENTINUN Al(]llgoj ) de la fonction' déeroit de maniére monotone de 2 a 0.
Démonstration. Dans I"énonceé du théoreme 1 on considérera p, et
p, comme des fonctions de I, et f(p), 0,(p), 0;(p) et ®(p) comme des
fonctions de I et de p (I et p variables indépendantes). On écrira donec

P2 = Po(l)y, p1 = (D), flp) =, p)

(40) Ba(p) = 0u(l, ), Ou(p) = Ou(l, )
O(p) = O, p)
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IEtant donné que (1, py(1)) = 0, la relation . % 0(0 ps() =0
donnée };ar (27) donne e g s N
Pl = A, pall))
122 - bp 8yt (1 4O+ p
1202 — 3= #pt8I 1+ 2 +
12 b 26 Bk B p 8 (1 — D] VT .

Si dans la premiere expression de ®(, p) (dans la notation (40)) de
Pénoncé du théoréeme 1.on considére p comine une fonection a premiere
dérivée continue en I, donc p = p(l), alors

@)l A, p) = p(— 1 4p)

d ) /
— D, pl) = A, p, P)
a0 om0 p=plyp/ =01 L sl N
@2)AAGDP)= — T 5 [(1 + l)p +——[—-1—{’3?’ v “(1—”!’“;’
f I. | Pty VI ® 3 _1) ViE I
. | ' | i e W ) (. )
Lok 11 Y } g T
o) + 7’V T4 ;(_1 i +V1 Fdp)

“Ainsi done -C;ll—--q)(z, Do)A@ pa); eIy Cestrhndire avee

Pexpression (41) de py(l) .. tenerent-a W R |

__(d;— DL oW 77 HERLRY i 7 40 g:f(ij ;b':p.,(z)s
(VTR 0 (E < 18
(43) 1 4 p=po(l) 4
Q,(p)1= = 2(L H1Fp (2 A1l 20 — DplVT A 4lp..
- Qo(p)—2+l—2(2—3l—lz)p+8(1+l+212) 2—|—[2+.l—
:'1'”" — 2(6 6 30 - 12) p + 8L — Up 2 VT + 4lp

Du falt que dans 1’L110D(36 da’ theoreme 1 etvdans la’ notmtion‘ (40)

) (z pl(l)) — 0 (en 1) 1a mmon % 0,1, pl(z))‘_ 0 donnée par (14)
) [&

EEIl)ne pl(l) 5= A( sl )) avee A(I ) do (11)

Z ey el
Conformément & (42), = Ol 8 pl{l)) = A, pi(l), pi(l)) cest-d-dire
1 {
avec Vexpression (44) de ])l(l)

@5 (0, p@) = S (1 — dp YT ap) ~0 (> 8.

dl 4 p=pall)

19 INTERVALLES D’INTERPOLATION 77

Dans la notation (40), (27) donne

- 2 R, ;

¢ Tl SRR § -y &

1 0, ( 1 " ‘ 4'(‘_: ) = 2are cos V—‘:—i——
3 ™ )

on2 — Je(n +22+ ) |

27 4 2091

+ e e by [ 2O

ceatadncavec]/l 1—1—1———+...eta’i‘ccosxﬁi‘x—'}—...e’o
. o

pour °>Oaﬂsc7 petit. 0 (Tc er . 4@ )— VS } —-4—|—alas—|>~...‘

> O, zmquel cas le tableau 9 atteste que (hm la notation (40}
|

2
1’72( E : E)> Fai o de sorte que

de
(46) ©lim py(l) = oo.
: ! _l e (—‘2)~J' ‘ .
En ce cas, dans énoncé du-théoréme 1 et dans la notation (40)
(47) o dim 4,0 =2
l — (7_\7_)2+

Si l’on désigne par K, un nombre positif quelconque, alors ( 14) donm
dans la notation (40)

1 144K i AR AR, e e
el(—, Kos)= VitaKy A4 I+ ARy~ 4Ky e yy—ppo
2K, 14 2 — 4K e 1
_ 910g 1+V1f41foa ,
2V K,
. 1 !
de sorte que 111101 0, (~—, Kos) — — oo, auquel cas le tableau 3 atteste

z—+ 0+ e .

que dans 1a notat_i}onv (40) et pour 5 >~ 0 assez petit,_"pl (_1_) <Kos, ¢’ estra-

v E

dire pour { = (1) < I,. Dufait que K, > 0a été choisi

[

4 volonté, il s’ensuit

(48) Lim Ip, (1) =0

00

done dans I’énoncé du théoréme 1 et dans la notation (40)
Tion A (MO) =
{00

(49) J/h\n -1+ —ljJ ) Vl -+ 17?91(6)]

{—00
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Or, selon (48)

(00 lim I[—1 + dpy) + T+ Hlp, ()] = lim 4=t VT =

. 0] e
= 4 lim — =2 e e L Vivhnl2n!(]
oo 1 - [T dlp, () I->00 Pt

b
- Si I'on désigne & nouveau par If, un nombre positif quelconque,
alors (14) donne dans la notation (40)

1 _ AT T
= o| 1 — 4K, 4 )1 4K e
1( e’ K"E) 2K (112 — 4K, sn-“) L 1 b Gt

141 Za K, e
21/]—((-]5

— 2log

]
de sorte que lim 6 1 2 1
* que vl i Iye?| =00, auquel cas le tableau 3 dit que dans 1a

notation (40) et pour ¢ > 0 assez petit, p](—l—) > ()%, ¢’est-a-dire pour
>4

1 . ,
I = —assez grand I2p,(l) > K,. Du fait que I{, a 6t6 choisi & volonté, il

<

résulte
(51) lllir; I*py(l) = co, done en (50)
m I[—1 4 dpy(1) + V1 4 4ip, ()] = oo.
et en (49)
(52) lim 4,(M9) = o

{— o0

Les relations (43), (45), (47), (52) et 4,(M ((D Vi—s = 1 (théoréme 1)
donnent le tableau 23. Si, dans la notation (40 de f, p) on considére p

comme une fonction & dcnve(\ continue de {, donc p = p(l), alors (13)
donne

(0
A<m1))’ Dot Ny Dl wgpgduganil)

Tableau 23

(53) Llj(l 1)) = 1+ 20p(l) + Vl + 4l p
d

(H)—2p'(l)
[+ 2p@) + Y1+4pQV 1+ dip()

21 INTERVALLES D'INTERPOLATION 79

2
On supposera d’abord (%) < 1 < 8. Encecas (b3) donne avec p{l) =
= py(l)et p'(l) = pa(l) de (41)

@y 22 U p@) ()
ot

1+ 2ip@) VI Fip(h)  Qolp(1)

= L / Qs(p(0)
1+ 2ip() + Vm P(pd) |

Qo(p) =1 — 21— 1) p — 211 1) p* +

(54) 4 (1 — 2p -+ 20p¥) VT + 4ip.

Qo(p) de (43); @s(p) = A45(p) + Ba(p)vmz}?,

Ag(p) =2 + 141+ 112 + 5)p — 242 — 1 -+ 1) p?

+ 8131 — 1) p?.
By(p) = 2 + 1+ U8 + 3l)p — 202 + I + 1%)p?
P(p) de (16)

)
Si Qg(p) = 0, alors Aj(p) — (1 # 4lp) Bip) = 412p2 (2 — Ip) X
X (2 4+ 1 — 4p) P(p) = 0, de sorte que les racines éventuelles de €4(p) se

2 2+1
trouvent parmi les nombres 0, A i_ et po(l) de (17). Or, §5(0)=2(2 -

bl)=p,(1)

p1)=P(1)

+41) >0 Q; (2 1 l) 1 (2= 1) (14 1)2(2 + 1)°<0 (vu qu’au tableau 1,
7 \? . .
> (E) > 2). Par suite

: WS : 2
les racines possibles de Q4(p) se trouvent parmi les nombres i

(55)
et py(l).
8—1
Or, (27) donne dans la notation (40) 0, (l, %) =A4(1) :—3% +
= iy i
+ 2 arc'cos Vlf_ , de sorte que A4 (l) = _(8 Z) <20, done pour
22 4 1) Yus —u
2

(%) <1 <8, Ayl) > A,8) = 0, done Oz(l, li) ~ 0 eb
. 2
(H6) po(l) # 7V

Te tableau 9 atteste que py(l) > po(l), ce qui avee (56) et (55) dib
gquen (54) Qg(py(l)) # 0, done Q,(py(l)) garde un signe constant pour
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¢

l e ((—g—)z, 8) Qr‘, (46)}(101?_111@ en (54) lim Qg'(pa(l)):_ —oo0, done Q3(pe(D)) <

> (3)%
<0. D’autre part (16) et le tableau 9 donnent P(p4(1))>0 de sorte quen (54)
d 7 \*
57 —f( D>o(l=]<l<8 cio |
(57) b m >0 ((2)

On supposell'la a pl.'ésen’t ! > 8. Lies relaﬁoné (53) et (44) disent que
Pexpression de gl Flpo(D) sobtient en rél]'l]gla(;@nt en (54) p,(l) par py(1),
dong 1 '

58 4 Jiey L . s(p(l)
(08) dl f(l) ]91(1)) - 1 + 2lp(z) e

VTS0 PipQ)

| (s \Ju k. Wit o (Bl 3 i
Or, (14) donne dans la notation {40)01(l, ~):A5(11):m]/l,(l— 8) —

L) =pafl)]

o~

T - TN STy 7 g S | f
— 2 logzl—iy—i——g-, de sorte que Ag(l) = (‘) ——=——=— <0, done
) 212 41 _1/1,(;3— 8)

pour I > 8, A5(Z) < A4 (8) = 0, et 0, (l-, < 0 de sorte que

1 A S S A B

~| B =~

“Le tableau 3 dit que py(l) < poy(l) ce''qui zwee (59) et (55) “dtteste
qu'en (58) @y(p,(l)) # 0, done Q,(p,(1)) garde un signe constant pour ! > 8,
Or, (48) donne en (54) (on on. remplace pz(l);p;uj pl.(l))‘lhm Qs(pl(l:))v: o0,
ainsi qu’il résulte immédiatement en éerivant Qs(p,(1)) sous la forme

Gu(pr(D) =2 + 1+ Ip(5 — 2p) + 12Up — dlp? + 2(ip)2 4 8p(lp)* —
—OUPP A (24 14 (3 — 20p) 4 8lp — 41p* — 2(1p)] T F Lip)|,_pug
et en tenant compte de’ (48) et (51) — done' Q4(p, /(1)) > 0.'D’autre part
(16) ‘et le tablean 3 donuent P(p,(1)) < 0, de sorte qu’en (38)

i /
(60) 1y it 1) > 0 (1 >'5),
L d i 3

Les relations (13), (46) et (48) donnent, dans la notation (%0)
lime f(1, py(l)) =0, respectivement Lim f(Z, p1)(1)) = oo ce qui, avee (57)
l_)(ﬂ)z_;_ i . ‘ ! I—00
et(620) donne — dans la notation de énoncé du théoréme 1 — le tableau
24 lequel avec le tableau 23 démontre 1a proposition.

(—1) . 8 00
9
O

My [ 0 A AN/

{

Tablcau 24

23 INTERVALLES D’'INTERPOLATION 81

Remarque 5. En (14) 241 —4dp>2+1—1>0 e en (27)
Oy(l, p) = — :2]/(_- 1+4p) E—f—__l_“) -- 2 are ('.'.-O.q-l—._, de sorte que — dans,
—1 4 4p +)1 F Alp 2/ p

i ]
Ia notation (10) — 5 O,(1p) a_'f_.__;—r Ux(ly p) sont des fonetions continues de
ol .

L. Les tableaux 9 et 3 donnent, ainsi qu’on 'y remarqué, py(l) = py(l)

S _ R e Epa(l)) - B(mi(h)
et (1) < po(l), auquel cas (19) donne ———— () ot LT
! ! Qpa®) " Qp(W))

done, en (29) ot (J_(i},ilJQ(Z, p)! < O pourl E((—T-r-) S)et—a—ﬂl(l,jp)l <0

dp (= pafl) _ 2 Jo . ap '3”=91{i}
poar [ > 8. Les fonctions Pi(t) et py(l) deVénoneé du théordme 1 ont
done — ainsi qu’on I'a supposé en (42) et (53) — des dérivées confinues
dans les infervalles de définition respeclifs de la variable.

<< 0. Ainsi
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