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INTER,YAI,LES D'INTERPOLATION POUR DES CI,ASSES
D'DQUATIONS DIT'FER,ENTIEI/IJES DU SECOND OR,DRE

DU]\,IITRU RÎI,EANU
(CÌu j-Napoca)

1' I)ans ce travail on consiclère des écluations clifférentiellles linéaircs
maximums cles valeurs absolues cles
cluation respectir.e et I'on étudie la

ain interr.alle cl'interpolation pour
quc les rnaximnrns des valeurs

i ït :ìi"""? 
- 

åi i"*,ïi"?i,"?å 
"'i:ätiål

pn consiclère l'écluation

(1) (E) t)" * pín)u' t pr(u)y : o

et I'on suppose tlue _les . 
coefficients p"(n) (s : 1, 2) sont cles fonctionscontinues et non identictr'ement n.ttes' àlur,* 'oá ioiu".,,nrro-'ãá""i

l0 j L)(L ¡ 0) de la r.ariable.
On écrit

ttr, : 
^?g),1p,@)l 

(s : 1,2)

(2) ß,(p) - =$: rog
Vr -+p

r ¡IT - 4r' (0.r.+)2Ve

B,(p) : 
Íùf -\- 

arc cos tø (t, -i
où log clésigne ie logarithrne népérien et arc cos I'aLc d'origine 0 et d,ex-
trémité < 2 

"t, 
non négative.

1l

On constate immédiatcment ([1]) que

(3) ßr(p) > O,, Ijr(p) > O, R'r(f,) < O, I3L(Ð < O.

On clésigne enfin
par Ia condition max

x e Í0,L]

,par l(ilIr,_ A ) In classe cl'équations (E ) déterminée
i?"@)i: M,(s : I, 2) avec M"(s : I,2) nombres
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positifs tlonnð's et on écrit

(4) l(fr,,lf")-=

tr, ",(#) si p: k'Ï
+

]tt
2 r¿ (XIr\

M1 -'"\ui¡

Hypothóy¿ 1. Les c'lomaines c1e définition J, et J, d.e tr r(Mr) et I rQIr)
sonl, constitués cl'un nomble fini rf intclr.alle.s clans lcsquetÁ rrlør¡ ei
I"(Mr) ont des clérir'ées clu premier. ordre continues.lln ce c¿rs

rr(Mr)
Mi

Ht(11r1):Ê 
"'(

ì *i ¡, - 
l"t(Mt) .a-1

) M? -4
))

') ')

lI, 1

M?4
il"1

?) =- >-' t,t? +
'L 

(i\'I r, ü, ) : J, (-l1r) : 4

M1

nlQI) 
- 

'1
ttï +

rrzer) #, tt,(
n'1( l,r1\

]I? ,)
I
4Du Íait cltt'en (+) p : 

=Y;:;' "t .t. (2) XI,> 0 (s : 1,2) on suppo-
ili

ser'& szìns plus spécifiet'dans le lcste dc ce tl'¿r,r'ail p > 0'

f)¡ clira, poul abréget' qu'un inl,eir-alle est rur itrtelvalle cl'inteÌpola-
tiorr poru la ciasse 1-(jl{r, fir) *i cet intelvalle es1, ¡n intelvalle cf inlt¡r-
polaiìorr poul chaquc éc¡uaf iou clc Ia classtt l-(l[1, I[r)'

On se selvila <1e l¿t

Pnorrosrltor 1. L'i.nteruu,Lle l), iln(lIt XIr)) oît' Ar(My Mz) :
: inin(L, .4 (lIj, lt2)) est un, interaalle cl':in,terpolctticttt' pour Ia cl'assa

t(Mr, Itz).
.Démonstrqt'ior¿. On tlósignel'a pa

cle Ia classe l(1r, rllr) qr-ri ont la,lllop
c1.ui s'annuletrt poul rl
r'¡cine posil,ive. Si
lO,!(Mt,l/r)) est ut
théorèmes 1 et 2). S
I'intervallc [0, ,] est utl intervalle
([1], r1émorLstlation clu 1hóolòrne 3.
nécessaires).

Si clonc Á(1t1, ltz) < L, ¿rlot'

interv¿lllc cf intet'pttlation 1lour' (lì).
10, Ll est uu intelvalle r.l'intelpolatio
est clclnc tlans t'ous lc¡.i trois cas,
bles, un iuten-alle tf inlclpola,tiotr p
l(-Tfr, 7'Ir).7'n rclation ontt'e J,/r et
l¿r, fol'me

(¡,) b'(l'trt ltr) - 0(Ít > 0) XIz> A),

Otr supposer¿ì. que de (ã) on 1leu1, clécluil'e c-rlllicitcinenl'

(6) ^1[z: t:"(Mr)

orì

(i) J,tt:11'z]lz)

et l'on se placcla clans 1'hvpo1.hèse suiv:ttr1r-'

(e)

Il cst ér'iclent que
T,e clornaine cle-cléfinition rle are[) de (g) cst ].'ensernble ?, : {Mt:/+ ì 0, _t'r-1lf,) > 0Ì c J, ette doria,iñe tie cléfinil,ion cle Azei2) ¿ò f'slest I'enscmbk¡

12: U,Iz: Mz), 0l Pzelz)-;> 0\ c Jr,
Dans /, nous cliritinguerotìs les ensemblcs

(.S)

rcspectil c'rnc.nt

A (lt r, I t )-,1 r(-'t1") -

rOJ-1 -ì1'

(10)

(:,(ttz) - ñ^ n'¡fi-,u,s)

4

Il2Q,12)

(,],(,tl ,) 2 l¡,( lt ''- I 2(,11 2) '\ t,',g1ltt ,¡

NI

,1

t
I 1",'!ff] +l

1

+
r 1\1:

tV?

TP lf, tr'1Q'11)

Mi
Dans -f, nous c'listingueroÌts les enseml:Ic¡;

19:

1,

4

{t",-J!:-t--l l, .A": Lr,., tI, 1 |
1 "' rt(il, - , I' r\2- 

1'"'' 'rÌ,{ltr):Tl

P ,l,rr-, 'v, - -, -Llt " rt:(tr)' tl
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LoSCrìSoÌnblcs1,,/2,Ip,t?),t9,t? sontctel¿r,fonuc{r;/(ø)¡0}avec,f(t;)
cgll,irLrre <1ans scln rlornaitrc de clófinitiou, corr.si:ittré tf inbol'r'alles. [res enseln-

blcs rcspectifs sont tlotrc constitués r.l'interr'¿l,lles. IreS ensemlllcs -4., e1' Â,

sr,tr1 rlr' llu l'ot'¡rr, {,, ' /(,, ) 
. 1 

}, avcc ./(.r') cotttittUe rlltrs s{)lI tl,rlttrrirtt'
t 4l

cte r1ófi¡iti6rt, t'ottst,ii,ui¡ cl'jrrlcl'r'¿tlles. l'¿rr Stti1,e, Àr et Â, sotlt corrstilués

d'irl,clrrallcs (qui pet¡,crit i¡r'cutttellcrnent se r'lttluirc ir, cles poilrl,s)' À la
snit,e cle 1'hypot,hèse l. olr lcla l'h¡1lothèse

llrgtotlr èsc 2. ¡cs ctrscrnblcs f t, f r,¡P, ¡P ¡p , f? ,Âr , À, s,nt consti-

brLés - s'ils existont - cl'un noml¡r'c firri cl'intcrr.alles. D'ailleurs los enseln-

blt¿s gn question srtnl, r'cspccl,ir.crnenl les clolntines tle définil,itlt-L cles fonc-

tiorrs ,4,(rl'I,), .,[r(Jlr), II.UI'I),11"(ilÏr),0r(JIr), G2(]12),+' -+. de- 
,U , ¡"r(.11.)

(8) c1, (e).
l)¿r,rrs ccl tr,¿r,r'iril on pr'éscnte, colrlrne spéciÏié, l¿r, r'at'iation cle la lott-

gìrorrì, tlo(nI' xf") tlt> l'intct,r'alle r['irlterpoliltiot-L [0, /0(]l1r, IIr)) pout lzr

cl¿¡sse ì-(i¡r, ,41r) potLr qucl(lrlcìs ca,s pa'r'ticnliel's cle lt.r, fonci,iotr It'(ll'It Mz)

tlo (õ). D¿r,ns les résuli.ats ci-clessous on lìcì t'etic¡ttclra, tlonc quo 1¿l ma,uièr't:

rlorLt virlie A(Ì"tr Mr) lolsqut: A(7'Ït, n[r) t -L, c'esb-:\-c1il'c;l(M1) ntz) -
- A oQI t, l'I z)'

2. Orr l)r'ell(lrzl tf ilborcl en (õ)

(11) þ'(lItl l[r) : n'It* ilI2-l : 0, I constânte > 0'

On ¿r alors le

irLrriusuyr,: r". S,i rtr (ll) ¿ < It lt, (t[,orti q¿1ttrl. l[, t,roî1, tlc 0 itu

\21
t, ''lr(Mr) ct'oî,t rLe n"¿attièra ttrcn'etlottc tle a-- ù' *'

Vt

2'. s'i t > ( - l', ,,/,,,', ,lr(.lf r) t'trrit' st'l',ttt lc lttltletttt l.
\2/

dans Letlu,cl

.f(p,)
fr <¿<8sr
2

tl,rf(ù
4 " ¿:8

.f(p') ,r I ;' 3

l_

f(tù:-_ ( l+yl)--ttp)
'¿p

p, est trt, rrrcine (ru,lrlrrc tlcttls l'nt,t,et'o,mr (]+, .")) rl,e lct, .f'ortctt'íon

-'1.,,(P): -
r +p+ 1 )- a.t,p ( I + :tp)$ ! .t|p) )- 2 alc cos

1

2Vp2rt(2 *t - +tt)

p, est l.u rtcittc (u,tti,r1u,e d,cttt,s l,)'intarutlle. 0, i)) de kt, Jonct'iott.

ttr,(yt),,=
1-+p+ I | +L'p (1 1p)(71+lp) -2lou

1)]/]t--4,p
2Vp2p(21t - |p)

(Þ0)2)

1

0(1.,,)

8?, (;)'{'J'i8
-,1,(jrfÐ) -= ¿-8

¿>8
)t

)t
CI

Q(p) -
t)

L

1 {a|p | +VT 1- +Lï)

- 1+ 4p 1,VT +7õ -
7 + 2(t -_I) p )- $ - zplllt ¡ +4t

tp(z +t - +p)
1 latp

l)éntonstt'cctiott. (J'L) rlonne en ((ì) )tJMj) -l,- JI,, irucluel cas (8)
clonne

)_ 1l
M,

/ .11,1 . I ttr., ,1

- 

! ,\rr1i ) ,tIî - 
I

(lr, ' :t/l-t ¿ l))
. 1 f,[, 1

i'l

Mi+
(l/, 2ltlt r)t

I tlL\ l-lt, 1

---rIst 
- -- /-lti ) 1î." I

(,11, -- zlla ¡ l)).

+

l/' 0
út

.l1r
(12) ;l r(IIr) .: M,

(t l;
t,(.ì1r - ) i",(,tr(.t/,) ,7 oo

11a

'l'al¡lt,¿rrr 1
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si clonc M,2 zV A fL - 1),(2) clonnc

A,ert) :2. 2 + M'. 9l('ll'l--=-'Mi (1-4t)Vt -+P)

I - n'rr

incliq.ne qne si Qltr,):0, alors ou bien p: 3iL ou bien p - ?o.Ot,'4

, (+) -: 2(z+ ¿) (1 *t)" t'0 rle sorte qrtc si p -É pot ators eet) * 0.

or, en i,enrnt compte que /r 1-+lpo -: :! u- ¡-ll2{L¡jJ-, il s'ensuit

clue si l, :-L,, ators Ç(po) - 0 el, qLre si / ) 1, 
lJ;-'l

Q@ù :,3,iJ- (+*)' 1lÊi-:l:r:t'-,+!iPIW)--> 0

ce c¡ri, avec les relal,ions lirn Ç(p) :: sco

oÌ1 e - sg(¿ - l) et Q@) :-';A |_D, tt I Ltr1tz+ . . .

pouì: p pel,it, cì.ontre

p
MÏ

2T-M,
o,t,l1,) : 

--'-.'
-r\ " .ltt(2*,llr)

1-
-2log

t +]/t-+e
p ¿ p

Sil'on¡t'etnplacerìlrparsonexllre'ssionclonnéeparlarelation
I - I'11

I):-_-_---,Mi

(13)

on iù

(14)

tr' : :f(P)
_1 ( -r +ltT + +Lp)

2p

rDr(lllr) : 0,(p) : r-+P+ 1-l-
| (1 - +p)( \!41,7t\ -

(18)
si I .1 1 alors ñg 0(p) - sg(?o - ?)
si Z ) 1., nlors 8(p) > 0.2p(21 - +P)

-2louEr;l
Poru l{1, ln règle de I'f1ôpi1;al clonne

,-trIr
ìrí lim

þ- þs

L@- -: !'(p-ù- :
8(p) Q'(po)

dc soltc clue

(t5) 1lí(.1f,) :r' trjl," '
xri

: -t(r-t) lz(I+t),--(3+t 2t r+t
(p) t(l +t)(4 - 2t +t ) + (412t, - S7z¡ zt(r +t) '{0

Q - +p)V L- 4p
tr-[tí1

ìl? ce qui, a.vec (J8), clon¡le

Ainsi clonc
S1 I { 1, 

"1oro 
i(Ð- 

-- g

Q@)

t ) 7t alo.s sg {91 :. n*t,, ., 
QØ)

0'r(ù:+ 1- P(p) (1e)
t! +Lp Q@)

BI

P(p) : - (2 -l ¿) -'1¿(3 *t)p -l4t(r -t)21t2

Q@) -- 2 +t - 2(2 - 3I - I2)p + 8(1 + ¿ + 2t'2) p2 -

?o)

(16)
Du rait qu'er (16) -p (+) -- it-B + ¿) (1+ ¿),, il résulte

(20) ue (p, - +) - se(B - z).

(1S), (19) et (20) donnelt les tàbleani 2 et 3,

-12 +I - 2(6 + 3¿ + t")P i_8(1- l)2'? I* +Ltt

On su¡ryoss¡'a 1l'nliot'tl I + I
E;""";;Ä,l" póf"v"O-",'f-(f ) a une se*le racirre posit'i'e (óviclcinmeut

simple)

(17 )

2+t
P:?o: 2l-t(3+¿)+(1 +¿) 1 +¿)l 0

1

p P Pt Po
4

Si en (16) t?(P) : 0, I'ic-lentitó

12 + t - 2(2 - 3t - t') p I s(1 + t + zt'z¡'pzlz -
- (1 + *Pt'+'-tf 

i"!iri""T !']'o 
-t) P2t2 =

4

9i(p) co'\ q +

Tal¡leau 2
(0<¿<8t#1,)

o'(P) co \0\ or(po) V0'

1+4

5-c. 12¡1 U

Tableau 3 (l >8)
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Iln (12)

dP lltr- 21"(21\ 

-(0

dM', Mi

cc clni doÌtne lo ta,'bleau 4, lecluel, fìÀ'ec (15) et les tableaux 2 et' 3 donlre
Les tnblcarrx 5 cl; 6

Par suite

(25) Si 7 :.1, alcrs P(p) <0i 8@) > 0 clc sor.te qu'en

(16) 0í(p) < 0 et 0,(p) >n(+):0, clonc en (15) ai!tI)> 0, ce cltLi

donne le tableau 5 qui est rlonc'valablo pour tout Z e (0, 81. En (1a) et
(22) Ie tableau 3 d.onne

2 +l - 4p > 21-l -. 4po ) 2'lI -- 1 :, :l -.1 ¿.

(26) Siria, - QVTt!- f , alols on 
!1?) 

tLr(M,) : 
T-r+, --

Sienfin MrlZll(Ç¡-1), (2) tlorrnc en (12)

A'r(Mr) == , =.=, '* !!: - q,,(ltr1)
Ivli$p - t)ll t1*- 7 - j\ -rl

. <Þr(Mr) - W- 2t .V4p - r- * 2 arc.u* å I ,_no,
MLQ +ttr) p 2V p l,--4'

iuIl 0 zltl't*¡-t, n[t z1[t¡¡-t,

J) oc r, -l . \ o ,'t'(r'l'I,
{t -¡ t

-*- / æ
-t4

l'rrbleau 4 'l'nblc¡u l"r

(flq/18, t+1)

Or, (14) el; 1o ta,bleau 3 donncnl,

XI. 1-J-r-1) tvØ
1

At Mr) -t-

,
\ Áriiv/p) zu oo

c'est-à-dire, avec I'expression

(27) , o2

7- 4p +VT¡Aq

(13) de -trt, :

Q[r) :9r(P) :

-[T=T+ 4eWI-41) -r z arc "ur]-=

:1, (iì,11) 1+

'l'al¡l¡au 6 (l> 8)

(22) rt"rL,Wl -L---!p'tlw
1,,:,,

2p(2i t - 4p)

2p.(2 it - 4yt)

r,uque,l casl (2) ct (t3) donnent au tal¡le¿r,u 6

Á,@p): o(p1)

() '- t +l/t+ +t'p(23) .Þ(p) : =lV, )- 4tp 
t*+' ip-+ffi:

de sorte que

(28) A't(Mr):2 2*Mt
o'(p)

l,IvIi(p - Ð]/ry=T l-ì[l

^tíPar conséquent

| +2 -r) p + (1- (2s) 0L@): - iv 4l¡-L P(p)
ttTTEú. I { at,p Q(tt)(2+t-4p) avec P(1t).øt Q@) tle (16), auquel cas (19) ,et (20) (qui orrL éviclemrn.onl,

lieu pour tout 1t) donnent les tableaux 7-10 (ou I'on ¿¡ r.rrppor;ó I + L).
Z, "r"itto (
tion 0'(P)

si¿

unique clans l'intervalle[t,*)t ,selo1 le tableau e) a9,latopc;

dc (1a).:1, alôrs en (16)
P co l) Itt

4 4

Qa) P@) = -(3f I8?),Qþt):s+4p*32p'+(-3-l-20 ÐVTTW
nr, si Q(?) : 0, do$ (s- * 4p *^3!n.')' - (r 4 +p j1a - 20p)2 =

: At,Q-l-16p)(3 -'4'lù':0' Or' cn (24) O lål:¿g'" \+) :

oz@) o V "-2/l n'*p¡

o'(po)

.1' (l

o ,v oz1.po) \ ñ 2 y'r-= o
Tablcau 7(I < I)

T'ablcau B (''''=(;)')
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Nous rernarquons qu'en (2?) et (30)
p

4
Po IlB c9 p co

4
0 < lirn

2+L
15è-_
'.t

oir.tp) +0 o¿(p) 0 \ ^-z1l(
o'(P) 0/02(¡o)\ 0\';-Zl/t<O

Si ¿ - 1, (25) donrre cn (2e) 0j(7r) ;: 0 cl fìr(p) 2 ,- (+) :0, rlone,

en (28) A|(ìI) )- 0, rle clui clonne le ta,bleau [1, clui est, rlonc valable

lrour touh t.(rl,l-ll'.l, Los t,n,lrlcaux ll eh b rlonnelrh lo la,hleau 14.1 \2/-l
I¡es t¿bleaux 12 9t,5 et (31) rlonnent, L: tableau J5. Lcs Lal.rleaux 13 et
5 clonuont le tableau 16 et les tableaux 13 et, 6 et (23) donnenl, le
l,abloalr 17.

'l'ablcau 10(1 ;l 8)

7

l
f'ableau g <¿<B

(28) ei les tableaux 4 et 7 - 10 donnenb les tableaux 11-13

ML o ,r/t+7 - rt tl tur? z[(Tr - rt
Ì[t 0 )11 | 0 atp

2
,1 | (II t.ì IA'M, /r /t - t - t ti

'4,
vt - 

.i* Qtpr) ,r æ
Vt

r!, (t/i) Á,(.llf, oo A1(M1

Tal¡lc¡ u I 1

t ì
"Iableau 12

((+)'-,=,)
0<¿s

2
, l.l' 'Iat¡lcau 1,1

r,rhrearL tr (( ;)'",* 
o)

(o ''= (;)')

M, 0 z(/T 11- t, ùT, 043 AT, 0 noP

l,(¡1,/,)
-.-_- \ o(p1) ,/, æ
1l t

,{, (¡1r ) '- -'\ 1,/ oo
zl';

.4 j (il!¡l

-[ab]cau 1;i (1 >8)

Ar, QT) et, lc 1,ableau 9 clonnent

(J0) D Arc e,¿,: := : -t; Ðl-Uf-tø- 
V ( :r+:Ip[t +r¿p-)

2V 1t, 2p(2 I I -- 4ft) I "

au,cluel cas (2) et (13) clonnent au tableau 12

(31) A,Qt?) -- O(p,)

'Iaìrleau 16 (1 : E) T'ableau fi (¿> 8)

I)'ailleurs (15); le tableau 3 et (13) donnent au tableau rò, MP -,¡1,pr¡
et (28), lc tableau I erl, (13) clonnent au tableau 72, llI? == flpr). l)onc

(az) Mrct) : ÍØr), u? : Í@r)

Les tableaux 14, 15, 16 el 17, a,r'ec (32) clémontrenl, le théoròrne.
nHlI AnqU-Éi l-. Si l, == 8, les tableaux 2 el10 rnontlent c1u'on peul,

supposel' folmellement clans l'énoncé clrr llhéoròme 1, 1
Ft ._. ?z = _1.,

atrquel 
"r,s 

/r'io : 4 et *l:): 1. r.¡es 
'elations 

Mço) : 4 eL atet[lo)): 7,
\4/

¡reuvont être donc envisagées formellement comme données pour I : 8

a,vec Õ(p) tte (23) eT, p, racine rrnique dans I'inlervalie
1

selon
-r 

OO

4

le tableau I cle la fouction 0r(p) d.e (27).
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pa,r les relations de l'énoncé clu théorème

t2 13 I]\'IERVAILES D'IN'TERPOLATION
?T

ment être un point dans le cas rle Â1 el, Itr) et,leur disposition mutuellegst ' zr

iøfO) -

al]trl) :

Jl@)siü<8
l/(p,) *i Z ) 8, respecl,ivcment b,

lr@ -t= l\. -----+ <_*_

<_-_
'?)

r7sã0

M,

L---*t
@(pr) si I < B oÌr I'on fait ¿ : B.

Õ(p,)sil>B

, ._-q" Nous présentons un cas orì lamanière de variation de AreIr) et
AzQlù cle (8) et (9) est éviclente,

TrrÉonnrrnr 2. Si en (8) rú (10) on c(, en, Ir: lø1, b1l

.(0 .'- a, < br)' ttpi(ntr) - zuL(rr1) > o

lI, arotl, rle a,, à, bb Ar(M) d,écroî,t d,e nrctni,ì:rc ntotlotone de Ar(ar)

Dans I cleux des interv¿r,lles IP, 
^", 

-[P pu.,ruoúfair.edéfaut, r *o-^u ¿e ceux qui 
"eÅt"nï 

soit J"(s : I,z).Si I'on e)
Iiy Br(p): lim Br(p) : 2,
P-V- t,nl r

il s'ensuit _que lorsq'e M, croît cle ø" à h,, Ao(M,) décroî1, de manièremonotone de A,(ø,) à _,1.(0") (s : 1, 2), ce q"ï Ae*orií,.* io-ti,¿o.èrrru.
ì{ous en prése.tons cluerq*es cas pa,rticurie's ¿l¿l's lc,r

3. 1'.,9i eu (E) l!,=,Fr(Mr) _ CIVî,auec C > 0 ¿l a) 2colls Eua,,,tl l[, croît tle 0- ù, or, ttrlØr¡ clécroî,t Ae mii¡¿t,rnon 0,
ilIt

2". si en (s) lIz :- nr(M) - ,r(0 + I 
t*Ù as), oìr, c > 0 esr

une constøn'te ct er(s) nne fonct'íort'rtonnér, ,jrti,t,ue ,t ,,or, rté¡tut,iue trørts
Mr.

l,'intemsctlle (0, æ) d,e s, et pou,rlaqtrelle l,intégra!, [ 9A_ ¡s a u,¡te aaletyrJ*t
finie pour {, ì-. a, ylo,rs,qu.nrttr rrrtrrît dc e ù r,o,,l,i ,rr,) dúcruîr Lr¿t ma¡¿ièt.utnonotone de .4r(e) ci ,.lr(co) -. lirir .lr(fl.rr) 1,uu, íor,ï'u -l' rì.-

. 3o. on, corsitrèt'! it.tle þi;;i;:] ed.s) donrrlc et qui retntr,tr,ír res con¿ri.-lions : r". or(s) esl cot¿!inttä trans ti'i nrei'uarle lo, co), qt"(0) .',''o''it'öt-l::;it
.M"

pour s 0;2". l,intégra,le tg+L ilr n ,,,,,, t:alp¿* .fin,ie ,tou, lf, r- 0;J s /s
3". i,l, eaùste,¿nt, interoatte qå,^l (^ )> 0) d,ans leç¡uel,

u(M,) c - :I''.rQ!;) : -LiVil; -î )
0

.¿ i =- ---

*rP 
-.> ^2

ròIit ---+

(31")

u,lors
ùAt

quand
(D')'

2". Si en (9) et (7.0) on a, en Ir: Lct,r,brl e 1a, <ltr)
(34) .n'LQtt)\o et t'zguI; - zMzI!;(Mr) ã 0,

ul,(1rs (luûnd lI, uoî,t ile a, à, h2, Az(xIz) d,éuoî,t tle nt¡rnière tnonotone cl,e
À ,(ar) à, Ar(ltr).

f)émonstrati,on. En (8) et (9)

*"t(trr) == hne#!) ++ srl';er) -
- 2p1(M'))ß"(!{!tl'\'

\ ,lfî)
Leitu,t : - !z]i!,) B. (-J" \ 1

2 
vs\r'¡,i - Frr(jt[r) " \ p.r,,.fln )* u¿t*rl 

(þ'zGI) -

- 2MrpL(Mr))"r(h)
(u: 

-1., 
2), de sorte que (B) et (BB) clonnett: tr,,(Mr) <0.

(s : t, 2,); si p'L(M") - 0, alors -L-u'"(ur,\ =. - ]- p',(. fur" \
¿, - v) u.v.r 

2 -"\¿rr ù '-. *i,g(Mr) ",¡fiffiJ a O

(s - 1ì Z) ct si ur(Mr) - zMrFL(Mr) : 0, alors FL(M') -,w r,
dgo-"-- q'u@rr) f -0 

(s : r,2). r)'autre part, (33) et (34) montre"nt quc
FlguI1) ,, M'.+1å

M? Fï(M,)
rne.nt M* de sorte ,que si en (10) IfÐ, Âr, -Ip respectivement Ip, .Lr, l(?:'
oxistent, qes,ensembles se récluisent à uñ interva.llo (qui peut éventüelc-

(Si H(xIr) 2 0 ptou,r tou,t JlI, Þ 0, alors
M, .'

Mt:i'z(Mrl :lltr(c - ,L i #3 ^

-or(ù
,s l/;

híen ententfu, "L: oo). ñl en, (T)

) o* U )- o esf u,¡¿e co¡tstante etl
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(3e)

IN'IERVALLES 1)'INTERPOLA'f ION

IItlti(lllt) -- 2lì1,][r) -. 0(a ._ 2)J{ï > 0

ce qr1i, avec lirn 1jr(p) ,=..0 eu (2) ddrmontle ìe poirt 1"./-,æ
2',. lìti co c¿ìs aussi l, .* (0, æ) et l,on pt,endrfl /,:ie, co) (e > 0).lìn (33) MLFí('IIt) -- zþ-íf,'ft) =='O,(tr,) ¿ u, ce quitlémòntì.e lcpoint 2.,.3". (35) clorurc l¡tz(kIù > 0 ponr, tout ?1, > 0, d;;;"ì; _= (0, oo) ebl'on prendr'à Ip : ¡e, oo¡,-1Sl) dõnne

þ'L(M¿)- !9L-ù>a 
cr

2V M2

c¿, r,ui trrinronrre ,Jilffi ;'i"";'::l: 
02('4f') | 0

Ir'emu,rque' 2. rn. Le cas t.aité a¡r théoròmc 1 ne l,ontr.e pas dnns re'l'hóorèrne 2, parce clue si lYz -- ITJXI) 1 :'t{;,'riri'äli trrl
MrFi\II; _ zÃ,Jnn): ,tfr _- 2i < o

i[tïl(])Íl) - 27'11[) : 2 (jo _ Mt,
doncles.ol¿,tinr,n lIIr;,0 et (Bi3) ont lier.¡ si Co ( MrSZ00,

Ð' é .g ct-*- Co, il résulte r¡rc si M, _ Mr: C avec
(36) {Í",ì "lì"I,,ï"T,jlî.?,;i;; l,3l;,*ril t1îî:[o<
Si l'.''tilise le ¡_roint 2" clu théorème 2, il rés'lte que

f si rl1, _-.Mù _. C > 0, alors quand Jlf, croitr flo,e r\ C, Ar(M¿l(s7) .| rtécr,îr cte m¿r,nière rnonorone áe _,1,(e) àri;(oj ;;r;;;_ les e a,vec[o<=<c.
?:". LtÈ cns MrMr: C avea C constnnte . 0 ne i,entre pas ¿ans Ie

théor¡ème 2,lu fait, qtre si Mz : F¡M¡ = U
= xrr' alols eu (33) IWLF|(Mr) -

C

-{.". Le 
"^rM" - C al.cc t Òonstantc > 0 ne lentre pas clans Ie

IT,
tlréorènrc 2 irarce que si ,.M, 

: X't(Mt) : jIIt alols en (33) IIJ'IQI) -
- 2l!1!'t) - (ll[r 0 ct 

,st 
Mr:4'r(]I):f, oto.* cn (3.t) Xr(Mr) -

-2.1t2i';(J1r) --I-On0
/r. On 1r'aitcla, poul conclulo,, cleLLx c¡ls lncntionnós daus La lenar-

quc 2.

'I'lrÉot¿È,tln +. Si I\: l[2, rtlors quctttcl M, ct'oî,t de o ù cn, At(Mr)
dticroît de ntcttti,òre 'n¡r¡ttolone cle æ à, 0.

f)ém,onstt'cttror¿. Si nL : Mr, (8) ilottne

II..(M): +'r(

<0

tp-7

rr3

Or, (2) clonne

M.,

(r - +p)

1-2p ì

si l{r>4

d

clp

f 2log

(p B'(P)) -

1

M

1

(38) 'A,1Q[1):

rr2(rr) - # ",( n\<+

Cr(p) as'ec Ct(p):
1

7-4l.t
r-2p :tl\:af-, c1c' s'Lte que ci@) : -2vi

\r-t - ç ,< o'et c,(rt) t,,(+) - 0, cto^c 
fr-ø,tt,(p)) 

> 0 et
¡t(I - 2p

ÍI"(Mr):< 0. (2) rlonne égalerncnl, ,

rl (pI¡,(p)):
{lp

-1 cr(p)
(4p - 7) 4p -r

4p -7 12 urc co c1c solte qlÌe t r(p) :

On a tlonc le t:r,bleau 19 lequel

ar-ec L1"(p) :
2It 1'

p(2p - t)'
+ +, ss cz(?) :

1 0, ce qui rlonne le taltleau 18, selon lcquel si p *

-* (, - *) , donc e^ (3e) 
* 

,, B,(p)) > 0 r,our

t'orrt p > 1 
, pal suite II\ØII) '<- tJ
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avec (38) clémontle Ie théorèrne. Ðonc Di(p) : - -Ð]/Le-r ( o cr D,(p) < r,(+) : o, ce
p( t 2p)',

p oo tr,I, 04oo qni clonne G;(Mr) < 0 et Ie tableau 22

4 2

o \ +oo \ -- IJ'@! co\1

v+
cr(tt) Itz

^,1 v
l!

II,(ll,I1 1\0 0 oo

'l'aÌ¡ìcnu 18
4

'l¡blcau 19 1t-'l
V,

3

TrrÉonùun 5. Bi M$z:l oìt I est un,e constcttr,te, cùors quuncl )1 ,
u'oît cle 0 à oo, Ar(Mr) aa,ri,e scl,on Le tableuu,20.

a2( Ã,12) 0,v 2 G"(M 2 v+ \,0

'['airlt,au 21 'l'ablcat 22

M, 0 v+ co

A}(NI2) 0 2

V
2

I

\0

Lcrs t¿rblc¡aux 21 et, 22 clonncnt lo ta,bleau 20' ctl qui démontre le
théor'òme.

I?,etncffc1ue 3. Si on (7) pt(a) e:L pr(n) sont contitlues of non iclentique-
rnerlt nulel pour tou1, n Z 0(L - co)' alols dans la proposition 1

Ao(IIt,Mz): A(IYI.,,l[r) et les t]réoròmes 1 - ir incliquent la manièr-eclont
r-a,rieIa lõngrLoul clo l'intet'r-al1e d'interpolation tlollné (0, t\(M' Mr))polr
lir cLasse l(Mb ÌIz).

Il,enrurqu,c 4.Autal¡leau 20 (t,hóoròme5), alorsqueZcroît de 0 àco

1¡¡ r,alenr I I o"/4, poul lacluelle le tonction 'r2(M) : A(r[t, ]']fr) cte la

ploposition 1 cst rnaximum croît t1c rnaniòre monotone cle 0 à, oo, et la

t)r z
l-lleur lrrrirrralc 2 l/ årle l¿ IorrcLiorr rlécl'oit tlc tnirttiòr'e trtonotone tle

lt
ooà0.

L'affilmatiott par:l,llèle pour le théorèrne 1 est clonnée par la

'l'ahlcau 20

Dëmonstt'attlor¿. Si en (7) þ'r(Mr) - +, alots en (9)
ì1,

G,(M,): +a,n,ff) -i ,n.V+
3

v+
AzMz:

'(+ si Mz:2

2
G"(M"\ :: l["]lt,'

Lur3 si Mr) tt+12 I'rioposrrrox 2. Att lct'bLea,u,7 (théorènte 1) alors ryr,e I croît de
1i

Par suite G;(l)[) : 2

I

L + 2p .D,(n\. où r.¡ : !3.rL
(l-4p)VT-+,p -L\rt)-'-r ß -4

.)

eL D'(p): - 3
1-4p f2log I)onc n'@) : -

æ,,la or.tl,ett Ul\) tle l[r Ttoru'leqztel lu, .fonctiotr' Ar(Mr) : AQ[1llIr) d'e l,a
proposit'ïott. 1 est n¿'ín,,iututn, croôt cle nt ctttière nrcnotone de 0 à" æ et lct' oaleut"

ntittinttnn, lt.llf!)) cle la,fottcilinn décroît de man,ière tnonotr¡n'e cle 2 à' 0.

Déntonstrtttot¿. Dans l'énoncé clu théorème 1 on considlér'era ?z et
?r cornrne cles fonctions tlc l, et, f(p), ïr(p), 0,(p) et Q(?) comme cles

fonctjons dc I et, de p (l et 2 r.arizr,bles inclépenclantes). On écrira clonc

r+2p
7-4p

Vl - +1) ( 0 e1, Dr(p)> rr(å) : u,

tableau 21.

ce qui rlonne
l

I

I

tt(7 -f 2p),
G|Q[r)]0etle

7*2p Dr(P), où P : Ml 1

124
?z : Pz(L), P, - 'Pt(l), Í(P) : lQ, P)

\r(p) : \r(t, ?), Or(p) - 0'(1, p)

,Þ(p): a(t, ?)

(+p - r) 4p-r (40)

4p -l a')
1

Dr(P) :3
1+2p

â,1'C COS 

-"
2Vp
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" 
Ii i :

t);(l) : .L(1, 1tr(I))

19
76

clonnée P^r (27) donne

Étant elonrré clue Lr(L,1tr(t)) -- 0, la relation * 
url, p,,QÐ = a

Dans la nobation (40)) (27) c-lonne

al'c cos

+ 3¿ + t')p 18 (1 - t11t'1'/T¡ +tP

si clans Ia première expression cle q)(¿,2) (clatrs la lotation (a0)) .cle

l,énoncé clu théolèm" i,ol ão"sid.ère p 
"oiit,tt" 

uue function à prerlièrc

clérivée continue en l, clonc p : 2(Z), alors

c'esL-ì'-tlit'e avcc /T n ''': 1-l-å+ " ' t'L arc cors r' - T- - ü *"' eL
22

t*zLc -2_l ,\ V; , D

Iout'e >0 ¿t,sst^z pclil,. 021 " l-'''' ,' l:-:-ln" - -lf rr', ef "'
,'\41e12¡

" . .) > 0, auquel cas le tableau g ati,este que cJanrl la notal,ion (40}

/æ'*.\- 'iÉl
,,,1î), Ë ' tle solbe t¡uc

({6) Iim Pr(L) - æ.

': !-(i)"o ' ; '

(+7)

lln ce ca,s, tlans l'énoncé clulJréorèrne 1 et claus Ia no'lation (40)

lirn ,f ,(rutìo)) , 2.

1.- fr)"+

si l,on clésigne par 1lo un nonble posilili quelconcluc, alcrs (14) clonnt:
d¿r,ns Ia notation (40)

.(n4 *2(2 | n e €2ì
V"t raU-r"+f "',T ,]

VTT +4 | + [Ti- +Jt,'- 4r{o e
111 - 4Koe -2I{o 7*2e-LKsez

2æz -
7-2(2-I)PI

¿-2(2-3t
z_1_11-4 (1+

1 0---f 2¡v

1

-, 
I{0.

(n'J- e)l-4n2 1 (4 ^lro-T e

(41) À(2, p) : P(- 7 |_',4P)

+ 12 +1, - 2(6

)p*8(1 t I 2t2)p *_L+

d <Þ(2,2(Z)) : À(7, 1), ?')
t,i:i :þ()' þ':þ'.(tl

r{2
(+2) þ(l,It, p'):

u,\;!ry

(1 +' ltp[TlEry,1

(43)

Ainsi.;c-lon " -9- o(r, ?r(t)) L L(t, ' þ'r(I), 'p'!(t)|,'

l2expreqsion (al) cte 2l(l)

O
r)y ! p

r +'4P

(1 +
l{ ,. .:i,i.,

1l +tp)

O +
c'est-à-clire zì\r(ìc

<o(¿>E)

la notation (a0)

clonnée Par, (14)

2i(t)) c'es1,-il-clire

01

, . Ou fait que dans l'énonlcé tluuthéo1ème 1 et't11ns

0r(2, p.(t)) = 0 (e¡r l) la leiati?" ä 
1r(t, p,(l')) = 0

a,vec I'exPre.qsion $a') ùe Pr(L)

(45) \t rrçt,rr,(l))) : TQ - +tt -

Qr@) : ' 2(r + t)' P +'(2 + t' 2(t - t') P)

Qoþt):2 +l -2(2 ,3t' -tz)P + 8(1 + ¿ +

2(6 + 3t + tz)P + 8(1 - I)P'l

1! +tP)

_ ? ros. 1:t JE!t{p:" 2llJ(ne

rl-e sorte q"" 
]ltË. n(l;, aar"): - @, auquel cas le tableau 3 atteste

clue dans la notation tìol "i, 
pour ¿ ) 0 asscz, petit, p, (å) .ta", "'Åt-¡-

crirepour t : l- 
assez gra'rl ,t.tr(t) ( rfo.n. fait clue rfo > 0 a été choisi

à r'olonté, iI s'ensui1,

(48) lirn I2'(l) - 0

clonc <l¿r,ns l'(:nonr,e dtt tlléorème 1 et' t1¿Lns 1¿1, rlotation (40)

-,0),ti-f: 
',("'¡ 

) :
(49) : J/li'n Il --L + Ip,(L) + Vl )- -Illl'(l')l

=+ e - +p -Vr+4,Ð|:,,,,, 4
ara t)
þ:þ^tl

Li-+LP
2t') p' +12 + I -
L!+LP

þ:þ'(i)
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Or, selon (48)

(50) lirn l[-1 ! !pr(r) !l+æ
On supposera d'aborcl

7l < ¿ < 8. Iìn ce câ,s (53) donne a,vec p(L) :L J- al,qtr(l)l: lim t[-1 + Vr + +]A,(U:
l+æ 2

: ltr(l)e1; p'(l) - yt'r(l) cle $1)
:4lim t'pr(L) : 2 liLn

l+æ
Lrp, (¿ 2(2 +L - apQ)) Q"@(L))

1,,

r+æ 1+ r t üp,Q)
#r'u,uzQD: 7 ! 2tp(L) +vT ++t^r) Q,(p(t)) D:þ,Ul

, 9J,l'on rìésig'e ¿\_rouve¿ùrl p¿ùr' Iio urr nornbre posibif cluelconclue,alors (14) rlonnc rlans 1¿r, notatiorì 1+O¡

n(+' K"'z)
I t 2t1t(t) þ\I): þrl¿)

1 - 41foe2 f
ll(l + I l(oe)(l - ll(,,e2) - Q,(p) : 1 - 2(t- t) p - zt(I +t) P' *

+(1 -2p*zte\lfT¡up.
2I(oe(Lf 2 ¿ - | /r-o e3)

(54)

-2log
1+ 7 - 4I{ne2

Qo(p) <Ie (aB); Qr@) : A"(p) I B'(P) I i  ltt
2vr ,

:1.s(Ð - 2 + t + t, + t(Iz + ít)p - 2I(2 -- t i t')p'
+ 8¿'z(1 - l) p".

B,(p) : 2 + t + ¿(8 + 3t)p - 2t(2 + t + t'Þ'
P(p) cle (16)

de sol'le qrre lirrr 0r' ' 
\

€r0+ - |\;, tanrr, :co, a,uquel cas lc t¿r,bleau 3 clit cluc cla^s la

notation (a0) et pout, e ) 0 asscz petit, p,
1 ) I{oez, c'est-a-dile pout'

_1I:- assez graud lrpr(l) ), I(o.Du f¿r,it que _Ko a été ciroisi à r.olonté, il Si Qr@) - 0, alors A\(p) - $ A alp) l)"Qt) = 4]'2n2 \2
x (2 + t -"+11) ]'(p) :0, cle sorte quc les r.acines éven'tue]'les ile

trouvenl, parnri lcs notnbre* 0, + ,'-l ct p0(¿) tìe (I7). OI', Ç.(0't, 4

- l'ït
Q"@

)x
)se

résulte

(51)
):2(2 +

Iírn Tzpr(l) : Ø, donc en (50)
I+æ

1:T 
¿r-1 + +p,(t) + Vr n^rl : * /2-t-l'l: LQ -¿) (1 +t)'(2+¿)t<0(vttqtt'atrIablear-t 1,+ ¿) >o, t),lj ) I \- / \-

f 
-\2trl;)> e)' Pal suite

(

(55) jtus "*"itt"s 
possibles cle Çr(p) se trouvent parrni les nornbres Z

Ie1, p,,(Z).

et en (49)

(52) tirn ,41(Jt,/fo)) : o.
l,+æ

L,es relations (43), (tS), (47), (52) ei, 4(AlO)1,:o:1 (ttréoròmo 1)
clonncnt le tatrleau 23- si, clans la not¿r,tion 1+ô¡ oe J'(t, p) orr consìcrère p
comrtro une foncl,ion à dér'ir'ée continue r1e l, donc p : p(1,), ators (13-)
donne Ot', (27) clonne clans 1¿1, notation (40) 0z (,,i

8-¿

_At
-L)

Irß4
++t +

(:)"
f 2 arc cos vr

2v2
, cle soli,e tlue I '^(l) - - ++L

' .:: {0, rlonc pour
Vt(8 -t)

)0et
8 oo

r{))
-11(ml') 2\1\0 C)' .l 

( 8, An(D >;1n(8) : o, rlonc 0, (,,?
'-l'ablcau 23

PrØ +1
d,

*l(
I ! 2tp(t) t

(56)
(DÓJ

1+ p(l) - 2l2p'(I)
? lt ! 2tp(t) | Lt+I1t(t)ll1,l- aQQ) fre t¿r,bleau I a,tteste q:ue pr(l) ) FoQ), ce clui avec (56) el, (155) clit

c1u'en (lt\ Q"(1tr(l)) + 0, donc Q"Qtr(l)) g:r,rde utr signe cotrstant pour
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8I

R,entctrqu,e õ.En (I+) 2+t_4p>2+t_1 >0et en (27),
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t "((;)', uJ o", (46) don's en (54) lirn f¡t@r(l)) , -oo, tlonc ()r(p,z(t))<

(0. D'autre palt (1 6) etie
,-(Ë)i

d
tabÌean 9 clonnent 7t(pr(t))>0 cle sorte quien (õ4)

(57) f(t, pr(t) > o (
1t

<.¿ < 8)
dt 2

On su ll llo¡iet' aàpr'ésentl)8. Ires rcl¡,tions (õ3) ct (4,t) clißent
I'cxlrlession tLe !.,f¡I,pr1L¡¡

(¿¿

que
s'oJlbierrü err rutr¡rìaçant ctL

tr; þ+) pr(t) par '¡tr(t),
donc

cl(58)
cll

,f(t,pr(t)):- ,1,=.,=, , .rltQt(I)l" r t ztp(t) + VI +1t,ft-Al pet(tDl,,t,t:t,,r,t

,i

Vt +VT-a
,;(,,;)-.ru(r)-,ff,r,-i -

- 2log
2V2

,, cle sor'te que -rl J(t) :

(i,î)

ll, - 8\2 I- l.r +- ,/ lft(¿. Ð 
< o' crone

( 0 tlc sorl c rlueþoul Z > 8, ,45(¿) < 1r(S) : 0, et 0r

(59)',

ro, ili,,'.,î""3'áiÌñ,íjglåX l,î'.ä""ï.LufJ,:i !';J"oi,s!:or, 5Ð (orì r,on'iìé,iìííaË; e,i¿lp_ì:;iilïil O,@,(t)): os,
ainsi qu'il 

'ésulte 
irnmédiatement c' écrir.ant ar@r(úî sr,rus ra fo,re

Q,@,(t)) 2 + t + t p(õ - ztp) -l r2Lp - 4tp, + 2(tp)" t Bp(/4)"

-s(lp¡t + 12 + l, ! tr,p(B - 2tp) I 8tp _ 4t1tz _ 2(Ip),1 I-l+t,p þ: þt(llet en tehánt com
(16) 'et le tabieau

pt,e tle, (48 ) et (51) - clonc,Qr!?r,lQÐ > 0;' I)'autre part3 donnen t P(pr(t)) { 0, de sort,e c1u' en( i) s)

(60) cl f([,pr(t)>0(l>8)
c7l,

Les relal.ions 
. 
(18), (4. ) et (4q.) c[-o_nncnt, clans la noLabion (41ì)l,iy¡" l(1, pz(t)) -- tt, rcspccLiv"',,"nt Iímf(, rt,)(í¿) -- ; ;; clui, avec (j?)

t -(Ç)'+ t-æ

91(q0) clonne - clans la notation c1e r'énoncé du üréorème 1 _- le t¿rblean24 lequel avec le tableau 28 clémontre ta prãliosi-iion. 
--

1

2
8 oo

0/1 4V oo

'fairlcau 24


