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nesa'tiva'

dimenti sulli
consistono essenzialmente nel sostit
simazione I,,,,f, con ?,,, opelatore
sistcnz,a.dello integrale A(T 

^f ; t).Pitr precisamente, inclicãio- c

l: ?*l + r^l
si consiclera la formula :

(1.2) o(/; ¿) : Q*(l) ù * n*(l; t)
ove:

Q",(l;t): A(T^f ;t)
fr^ff; t) : @(r*l; t)

rn qlesto_lavoro üratteremo qualohe problema di convergenza relativo
alla formula, (LZ).
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Segue quincii che è

12.21 L,D(1 +À)cTD À>0
Supporremo, poi sempte, che la funzione peso u eLip* À in ]-- 1,1i
o 'l'*f e l,ripo,, I (rn, e N),
Cio posto, essendo :

I w(rt-uft\ t- t,o(/;¿) : \4+-Y f@) d,(n) | u(t)/(r) ros i - 
+

+ LU(t) f

2

Su questo argomento alcuni risultati sono stati stabiliti da Elliot
and Paget- [3, 4]_9 'rsamasphyros and. Theo,caris [15, 16]; questi autori,
in paltìcolare Dlliot and Paget, hanno si,udiato tä cônvöigehza clella f6rl
mula (1.2) nel caso in cui / sia hölderiana, il peso ¿o sia un-peso di Jacobi
9..rsl s_i1 un polinomio interpolante di I.,agränge sugli ,eri dei potinomi
eti Jacobi.

G'. Mastroianni e lr. R,. occorsio in fg, 101rranno climostr¿lto alc¡ni
teorerni di conrergcnza, supponendo che Tn f sii|m-mo polinomio di Bern-
stein relativo alla, funzione / o opportuni tiasformati cli questo, con peso
u(n) : 1 ed / verificanl,e una coñdizione c1i l)ini-I.,ipsohitz.

clella 
""ä:;ï1tilïzPProccio 

per lo sturlicr

siasi scell,a c dimoteore )i quest'ultimo
cazione ritrovand.o risultati già noti lg, 101 e miglio
rlenza, stabiliti in [3, 11, 15, 16].

In un lavoro in preparazione traLtererlo la conr.clgenza clello for-
rnule di tipo gaussiano peiii calcolo dell,intcgralc (1.1).

2. Uu teoloma -geuer.ale di con\¡ergcnza. Sia I .: [--1,1], Coe)
I'insieme delle funzioni-contime in f, ll/ll I rnax,/(r) cd .1i;.¡'iiino¿tió
cli continuit¿\ della funzione ,/. I '

Ùrediante il rnodulo di continuil,à c,r(/; .), possiarno definile lrr seguenl,i
classi di funzioni :

Lipn).: {f .Co(I):.(/; S) ( ff8^,0 < r < 1,ttf e1l+}
I:D(I) : tf . C\(I): <o(/; à) togÀ 8-1 : 0(1) (S -_> 0+, À > 0)

rD : 
{f 

. c,trt , 

u\ 

,-, . (./; ¿) {r¿ < oo}

Osserviamo preliminarmente che, essendo :

/o

'(/'; S) Iog Ð-r ç 2 [ '(/; ¿l d,,0 < I <1-Jt
si ha: I

(2.L) TD c LD (1)

fnoltler per ogni funzionc/e LD (1 f À), con À) 0, esisl,e un g> 0
tale che:

ôz

[ '(/; 
¿i 

d,t < a(J'3 8r) togr+À D,-r

J,t'"
per ogni 8, e 8r, con 0 < à1 < 8z < ò.

f(fr.f( t
ch

n-t
-1

I'esisl,enza clell'integrale (1.1) é assicurata se Ia funzione./ appartieno a 'II)"
fn tale ipotesi, infa1,ti, Itinl,egrale :

(2.:t) ( ,lu

_J,

converge assolutamente.
Se I'integrale (2.3) converge come un ordinario integra'lo improprio,

irnponenclo opportune cond.iz,ioni di monotonia alla funzione
$-1,

un lemma dimostrato cla Rabino'witz in l13l consente di ottenere clei
criteri cli convergenza, per la formula di quaclratura (1.2).

Si ol,tengonc lisultati pirì precisi dalla seguente :

Pnoposrzronn 2.1 Se llintegrak A(f ; t) esiste con w e Liprl, allora per
Perrot'e i,n (L.2) aale Ia, segu,ente lirnitaøione z

(2.4) ln,"(J; t) I < aw\,) ll r,,/ ll log e;l + a(x) llr^f ll I s,,(t) u(t)

oae {en): ë u,na oppot'tun,a, successione positiaa decresaenle ed' infinitesimu,, ed
'inoll,re si è posto :

&(t):lr"g t-1 
l+z^rvrI 1+¿ I

9*$) : t',,,(l;r) -r,.(l;t)

-dn

n-t'
lr -tl< e ¡¿lf t--tz

fnfatl,i, dalla relazione ;

f

w(n\ - u(I)
n)r,(f ; t) : r*(.f ; r) cln I *p¡f':!!:-Ð-JÁ!:! ¿* ¡

J U-Tn -t
1_+

* w(t) logÏ r.(f ; t)r+¿



'r72

segue :

(2.5)
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+ ,(r) I I '*(l; u)-r,*(l;t) a*l l 11r,,,,./llru(r¡ lros 
=ll. J ;t: - t I 

tt t'Itr " ''' l-"-l-F ¿llr-ll<ô
per ogni I positivo e minore di min t1 _ ü, 1 + ú1.

.Sc nella (2.5) si pone allor,a g.: 
",,ll|:t, (min {1 _ ü, I + ¿}con J e.}: opportuna sucìessionc positiva,, 'monotnrra 

uii-- irìt¡l1t"_li*^, *1ottiene la, (2.+).
Osserviamo o1.a.ch9,. por-essere T,,l . Lipo,, 1 (nt, e Àr), I'csistenzildell'integra,Ie o(/; r) implicã che esiste"ï"a ñiä'ce.*ìo',u 1á,,1 p-"i;-ãî,î',

(2.6) ìimg,,(f) :0, lrl <1
Quincli si ottiene come immediata conscguenza della ¡rrop6sizin¡o 2.1.il seguente :

l'nonn¡ru 2.2 Se l,integr.ale Õ(/; f ).esfs te con. u elLiyt* À,, ,1,,,,,f'eLi1)o,,, 
L(m e N) e se risu,lta oeri,ficata la ieiaøione

(2.7) lirn llr,,f ll log e;1 : 6 , lr l < 1

per, qualch,e su,ccessione {e^l aerificante la (2.6), attora l,aqrytr.ossintaz,ion,e<0,"(l; t) conaarge u @(l ; i¡ þer l, i < 1.

. .. Come primo, esempio, sup_poniamo- ch9 I'approssimazione T^iTsia l'm-mo polinonrio cli BernÄtein- È*f r,,lativo alla tu'rüiõne¡ 
" 
*i"þi*íï',

@*(l; t):'{t(8,,f ;t)
fn tal caso ò:

llr*lll(/r o¡ (l; tlV*)
ove 1l ò la costante cli Sikhema 1141.

_ -. - Boi.._hè, ino^lt1g 
Q s_emplice verificare che la successione i en,:,¡y¡-l

soddisfa le (2.6) e (2.7), dal teõrema 2.2 segue il
conolr,rr¡ro 2.3. se esisteljintegrale (1.1) e seJ e r,D (L), aalala tela-

øione d,i -|,ín¡ite 
:

(2.8) IimlD*(f ; r)l :0, l¿l < 1

irtd,ip ta fnr, À.

?r, sus 3';i ?f.) 
o""t"*ente conf inua

se "f condizione, risultando :

g^(t) : o ( Iog-\ m,) (tn --> æ)
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per la (2.4) si ha:
(2.9) E*(f ; t) : o (log-Àna) (nt -> æ)

che ci dìu l'orclino di infinitesimo dell' errore.
Le (2.8) e (2.9) sono state ottenute rlirettamente in

Snpponiamo ora che sia ru(nr) : (1 - n2)-u2 e
?n, l sia:.

(H,,1) (ø) : f,t hu@).f(n)

ove *¿ : cos 2!-)n 
" 

r" ho(m) (i : r, 'tn) sono le funzioni fonclamen-

tali <li prima specie deìI'interpolazione di Ilermil,e.
Sia, quindi:

,Ð,,,(l;t): A(8",.f ; t)
Si dimosl,ra, con f¿r,cili calcoli, che :

.Þ,"(.f;t):n U*-t(t)
T,,(t)

ovc :

AÍ*) - (7 - n?) lTi,@o)J,

con ?,,(ø) ed I/,,(ø) polinoini di Chebyshef cli prima e seconda specie ris-
pel,tivamente.

In tal caso sc / e Co(f), risulta [8] :

(r-Ð(n) 
",'(t 

T*(u)h -.')
Poichè inoll're è facile verificare che la successione En¿ : 't1't'-7 sodclisfa

le (2.6) e (2,7), dal teorema 2.2 segue il
Conolr,ar¿ro 2.4. Be esiste L'integrale (1.1) e se f e I-,D (1), pet'l'errore

Il^(Í; r) : O(/;t) - Q(H,,f ;t), aale l'a relaøio'n'e di limite:

(2.1o) Iim l-Ð,,(/; t) | - 0' I¿ I < 1
,t+ 8

, A'/.f(r,)l
n¿-t J

3. Convergenza delle formule di tipo inlerpolatorio. Assegnato un sis-

tema tli nodi r, con f ¿ + t (i : l, m), consideriamo come lPprossimante^
f ,j i polinomio interpolante di l,agrange L,f relal,ivo alla funzione /
su cletti nodi.--rn¿icat e corrl,,n,¿ (n) (i : I, m) le funzioni fondamentali di L,agrange,

siano :

lE^(Í; ¿)l < 2À M llr^lll t zw(t) llr,,,llltog J-¿2 avso

tel.
che Itapprossimazione

H*(t) - _t"4

ît
Àm : mf,x f,, 12.,,(r) I

le costanti cli Lrebesgue relative ai nodi øo '
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Nol caso na,rticorars in cui ci siamo pos_ti, indicato. con E$)(f ; t)I'errore delìa foimula (1.2),ìno 
"**àg""nza deI teorema 2.L (t <ruta rarseguente:

Conor,r,lnro B:1. .{, .l,,irúegrale (1.1) esiste aon u) e'ipoo }., u.ll,oras't¿ssrlsúø la seguenl,e lirnitaøione : 
"

l n{},ff ; r) l < Il hfl 0 J_ À.) {au Q) log e;r + a,(t)l + 2c llÍ ll \n, ,tTrz e,o I{3.1)
e*l/ | - ¿,

1-2 I ^ff; u)o*
tP 

) -*

oaa c é wta costatúe ind,ipend,ente d,a m e ila f ed, inottre é:

llt*lll: lll - P*ll

";:f:y^:.- l;m-tno pot,ínomio d,i migtiore apQtrossimaø,íone. Infatti, é ben

lll - L*l ll < llr_/ll (1 + À.)
D'altra parte si ha :

t '1- çt*l l-þ

ll'nonpm¿' J.2- per ogni.fu,nzione J'errD (2), se ü sistern,a dei nocri u,
fl, : t37,¡ aerifiaø ta (8.2), rllor* risutto ,

(3.3) urn lEÍp(/; ¿)l : o, lrl < 1

incli,pentlentemente rl,al peso æ e Lip, À.
fnfatti. scelto ,€m: M-Bt per lripotesi sulla funzione / e per la,(3.2), ta (8.í) diventa :

lÛfi,) (J;¿l < o(,f ;m,-t) (1 + O (log r?.)) {rzu(t)tog nt, * a(t)) *
Y¡-

I

U-l

I crm-t O(log m) | z

n#)(Í; t) : o

Quest'ultima precisa I'analoga :

llt*lll<L^(l(o);m-')
rmh

con L costante positila e scegliendo Ên¿: n1,-&+Ð.
Se, in particolare, l@ e Liprt, la (B.a) diventa:

d,u, (rn + oo)

f
t-e76[iJt

Í(n) - lU)
n-t

(L,,,1)@) - (L*l) ft) dr

da cui;
lU\),)(l; t)l < O(^ (.T ; 'rn-r) Iog2 rn) f o (log-1 rrz) (m -, æ)

e quindi la tesi.

rn l3l e l11l si era dirnostrata ra (B.B) supponendora J hölderiana.aI teorema B'2 si può cra.e una forma þrì gener'rc s.pponencro
lot) e CoQ).

Sussiste, inTatti, il seguente:

Tnonnmn 3.3. B¿ il sistema d,ei nod,i roli : Tg) tserificct ta (J.Z),allora lter osni Ju,nøione f tate che Í@ . Cóiiliö" ¿ ?"ril,i.isrùta:
logzm a(J<kt

e.0

; rn-t)

(m->æ)

l;-t

"rnl 
t - ¡,

< 2 [ .(/; "l d,w | 2 llØ*r),ll "*J,,
Tenondo conto della disuguaglianzu di Markov, si ha :

ll(L^l),ll< cm,llL*lll < ll/ll \*am,z
sosüir-uendo quest'ultima nella precedente disuguaglianza, dara (2.4)segue la (3.1).

_. u1ga¡o d,i particolare interesse si presenúa anorquando il sistema deinodi ø, e t"alo chc lo costanti di r_,ebesg^ue verifichinã'ia'ãondizione ,

(3.2) \^: O (tog m) (m __> æ)
TaIe condiziono è peraltro soddisfatt
notli rli interpolazione fr¿ coincidono
pié @) cotr ma,x i", gI < - Llz LLl
pratiche ascisse i n¿ : 

"o* !- 
1 ,¡

quando il sistema q:t_":,t*l lotJrporrrione è otimale [2].Sussisl,e in ial caso il seguente i

(3.4) løll,)(l; t)l : o (tn-->æ)
rnk

. La (3.4) si ottiene dalla (8.1) osservanclo che per re ipotesi sulla fun_zione risulta :

log2 m,

mh+^

tnlilff;,) I : o (*+-) (m -> æ), . À

stabilita cla G. Monegato in [r].1 usando un lemma cli Kalandiya.
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ON T'INDING THE EIJEMENT¿\RY PATFIS oF A DIGRAPE
DÄNUT }IARCU

(Bncurcçti)

abstraer. rn this pap.eJ we suggest a tr'oRTRAN program for fincl-ing all the elementary -pãths 
betwään any two specifiãà nodes of a c1i_graph.

Introduction. One of the mosú i

very delicate (one could decide on t
teria rvhich are either difficult to i

4, 9] for. cletermining elementary
are to loose to be of value for ar
they
tices
(e.g.,

:i1:: Tgl1 1".*rage nocl degree_ of mo'e tnan +. Moreover, even tor thea,'.ve-mentroned size graphs, the method used virtuarly alr -;;;";locations.

I

* Istiluto per applicazioni della matetnatica
CNR Napoti** Dipartimento tli matetnalica c applicazioni

Uniuersitù dÍ Napoli
ed Isliluto per applícazioni della matemolica

CNR Napoti

More successful aro the enumerative techniques (e.g., see 11, s])which clo not ha'e large computer storiì,ge requirements but whose timsrequirement still increases eiponentially" witli tne num¡er of nodes inthe graph.

^,-_ IÎ this note, wc give a tr'oRTRAN program which generates ail ilroerementary pal,hs bcrween any.rwo specified nodes of a" digrapn, usingthe nodes' number and the ad;acencf matrix.


