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Sommario. Si studia la convergenza di alecune formule di quadratura
per il calcolo di integrali singolari a valor principale secondo Cauchy,
ottenendo risultati che migliorano quelli in precedenza stabiliti,

Abstraet. In this paper the convergence of some quadrature rules
for Cauchy principal value integrals is studied. Improvements of some
previous statements on the subject of convergence of such quadratures
are also included.

1. Introduzione. Indichiamo con ®(f;?) I'integrale a valor principale
secondo Cauchy della funzione f definito dalla relazione :

1 t—z 1
O(f5 1) —(@f) () = ]ff‘—“) () dz = lim { S + S} HO)_ i)z, 1] <1
(L) 14598 ot L) A e

ove w ¢ una opportuna funzione peso non negativa.

Per il caleolo numerico dell’integrale (1.1) 1a maggior parte dei proce-
dimenti proposti nella letteratura sull’argomento (efr [1,5,6,9,10,11 12]),
consistono essenzialmente nel sostituire alla funzione J una sua appros-
simazione 7', f, con T, operatore lineare, supponendo naturalmente 1’e-
sistenza dello integrale ®(7T,,f; t).

Pilt precisamente, indicato con 7, J il termine residuo definito da:

f=Tuf+ruf
8i considera la formula :
(1.2) O(f51) = Dl f5 1) + Bulf3 1)
ove:
D,(f3t) = O(Tyf; 1)
B, (f;5 1) = O(r, f; 1)

In questo lavoro tratteremo qualche problema di convergenza relativo
alla formula (1.2).
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Su questo argomento alcuni risultati sono stati stabiliti da Elliot
and Paget [3, 4] e Tsamasphyros and Theocaris [15, 167; questi autori,
in particolare Elliot and Paget, hanno studiato la convergenza della for-
mula (1.2) nel caso in cui f sia hélderiana, il peso w sia un peso di Jacobi
e T,f sia un polinomio interpolante di Lagrange sugli zeri dei polinomi
di Jacobi.

G- Mastroianni e M. R. Occorsio in [9, 10] hanno dimostrato alcuni
teoremi di convergenza supponendo che T, f sia I'm-mo polinomio di Bern-
stein relativo alla funzione f o opportuni trasformati di questo, con peso
w(®) = 1 ed f verificante una condizione di Dini-Lipschitz. '

In questo lavoro proporremo en semplice approccio per lo studic
della convergenza di formule del tipo (1.2) che pué essere applicato qual-
siasi sia D'approssimazione 7, f scelta o dimostreremo, inoltre, un
teorema di natura molto generale. Di quest’ultimo faremo qualche appli-
cazione ritrovando risultati gia noti [9, 107 e migliorandone altri in prece-
denza stabiliti in [3, 11, 15, 16]. !

In un lavoro in preparazione tratteremo la convergenza delle for-
mule di tipo gaussiano per il calcolo dell’integrale (1.1).

2. Un teorema geuerale di convergenza, Sia | — [—1,1], C°1)
Pingieme delle funzioni continue in I, || f|| = max J(@) ed o(f;-) il modulo
di continuitd della funzione f. :

Mediante il inodulo di continuiti o(f; -), possiamno definire le seguenti
classi di funzioni :

Lipph = {fe OI) : o(f; 8) < M 30 < n <'1, Me R}
LD(N) = {fe C%I): w(f; 3) log* 81 = 0(1) (8 — 0+, X > 0)
1
TD = {fe (1) :& tle(f;1) dt<oo}
Osserviamo preliminarmente che, essendo :
Vs
o(f; 3) log 51 < 2 S_“’(ft—’t)dt,o Lyl
[ . .
si ha :
(2.1) TD < LD (1)
Inoltre, per ogni funzione fe LD (1 4 1), con A > 0, esiste un 3 > 0

tale che :
ﬁz

S m_(f.,f Dt < off; ) logie o
3

per ogni 3; e 3,, con 0 < §; < &, < 3.
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Segue quindi che &:
[2.2] IDA+2)<TD 2>0
Supporremo, poi sempre, che la funzione peso w e Lipy & in J-— 1,1[

e T, feLipy, 1(me N).
Cio posto, essendo :

00730 = | 0= ) dw) + o) f0) oy T+

+ w(t) j» L8) =1 4,
x — 1

Pesistenza dell’integrale (1.1) é assicurata se la funzione f appartiene a TD.
In tale ipotesi, infatti, 1'integrale :
1

fla)— f(t

(2.3) S J@)—1#) 4,
r—1

-1

converge assolutamente. CER ] I )
Se l'integrale (2.3) converge come un ordinario integrale improprio,

fla) — f(t) ,

imponendo opportune condizioni di monotonia alla funzione : "

un lemma dimostrato da Rabinowitz in [13] consente di ottenere dei
criteri di convergenza per la formula di quadratura (1.2).
Si ottengone risultati pill precisi dalla seguente:

PRrOPOSIZIONE 2.1 Se l'integrale O(f; t) esiste con w e Lipy2, allora per
Perrore in (1.2) vale la sequente limitazione :
(2.4) JB(f5 )] < 4w(@) ||7, f1] 1og e’ + a(®) | 7w f 1| + gult) w(t)
ove {e,} é una opportuna successione positiva decrescente ed infinitesima, ed
inolire si ¢ posto
1 -1

a(t) = . '+27‘M -

log

x —1

:f /,'m(f; m) — /I'm(f; t) dx

gu(t) = '
|x—t|<emVis?
Infatti, dalla relazione;
w(@) — w(t) nlfs @) = "u(f5 ) g,y

x —1

1
By(f; 1) = S ral 5 )

-1

dv + w(t)]U

+ w(t) logi—:?: ru(f3 1)
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segue :
1 —1t2
Bl 01 < 2 2 17 | 4 20(8) 17 1og 22
(2.5)
1 (i) LT gy |y, it tog -

Jx—t|<8
per ogni § positivo e minore di min —t, 1+t
Se nella (2.5) si pone allora § — enl/1— # < min P-4t 1 ¢}

con {e,! opportuna successione positiva, monotona ed infinitesima, si
ottiene la (2.4).

Osserviamo ora che, per essere 7', f e Lip,,, 1 (m ¢ N), Pesistenza
dell’integrale ®(f; ¢) implica che esiste una successione {em} POr cui:

(2.6) lim g,(t) =0, |t <1

H—=>00

Quindi si ottiene come immediata conseguenza della proposizione 2.1
il seguente :

TEOREMA 2.2 Se integrale O(f ; 1) esiste con w e Lipy A, T, feLip,, 1
(me N) e se risulta verificata la relazione :

(2.7) lim || T f || log en! =10 ’ 7] <1

per qualche successione {c,} verificante la (2.6), ollora Vapprossimazione
D.(f; 1) converge a O(f ;1) per [t] < 1.

Come primo esempio, supponiamo che Papprossimazione T, f
sia I'm-mo polinomio di Bernstein B,,f relativo alla funzione f e sia quindi :

(Dm(fa t) T (I)(Bmf; t)
In tal caso ¢ :

I#nfll <K o (f; 1//m)
ove I ¢ la costante di Sikkema [14].

Poiche, inoltre & semplice verificare che la successione : ep=m"t
soddisfa le (2.6) e (2.7), dal teorema 2.2 segue il

COROLLARIO 2.3. Se esiste U'integrale (1.1) e se fe LD (1), vale la rela-
zione di limite

(2.8) Lm | £,(f; )] =0, |t] <1
indipendentemente dalla Junzione peso w e Lip,, .

Per le (2.1) e (2.2), la relazione di limite (2.8) ovviamente continua
& sussistere se f e TD o se fe LD (1 + A) (A > 0).

In particolare se f verifica quest™ultima condizione, risultando :

In(t) = o ( log=*m) (m — o0)
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per la (2.4) si ha:
(2.9) B (f; 1) =o0(log=*m) (m — o0)

che ci da Vordine di infinitesimo dell’ errore.

Le (2.8) e (2.9) sono state ottenute direttamente in [9]. ) '
Supponiamo ora che sia w(a) = (1 — x?)~Y/% ¢ che "approssimazione

T, f sia:

wm

(H,,f) () = 31 hy(@) fl)

ove ®; = COoS Mn ele hf(z) (i=1,m) sono le funzioni fondamen-
2m o
tali di prima specie dell’interpolazione di Hermite.
Sia, quindi :
O, (f;1) = O(H, [; 1)

Si dimostfa, con facili caleoli, che :

¥ ; Um—l(t) _1__ L ) A;”‘ 7
B30 = { St ) 4 B fiwo]

ove: 4
A = (1 — af) [T (@)
con T,(z) ed U,(x) polinomi di Chebyshef di prima e seconda specie ris-
pettivamente.
In tal caso se fe CO(I), risulta [8]:
Cue) < 20 (f; Ta) VT =)

log m

m

Poiche inoltre & facile verificare che la successione g, = ?n“l soddisfa
le (2.6) e (2.7), dal teorema 2.2 segue il

COROLLARIO 2.4. Se esiste Vintegrale (1.1) ¢ se f e LD (1), per Verrore
B (f;1) = O(f;t) — O(H, f; 1), vale la relazione di limite :

(2.10) U Hm B (f; 1)) =0, |t <1, ;
m— 8

3. Convergenza delle formule di tipo interpolatorio. Assegnato un sis-

i i =1, m ideri approssimante
tema di nodi @, con ®; # t (¢ = 1, m), consideriamo come :
’ﬁ,,, fil polinomiio interpolante di Lagrange L, f relativo alla funzione f

i de&iﬂdgﬁg conl, , () (i = 1,m) le funzioni fondamentali di Lagrange,

siano :

A, = IMax 21 |, o) |
I 1

le costanti di Lebesgue relative ai nodi «,.
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Nel caso particolare in cui ci siamo posti, indicato. con E(f; ¢)
Perrore della formula (1.2), una conseguenza del teorema 2.1 é data dal
seguente :

CoroLLARIO 3.1. Se lintegrale (1.1) esiste con w € Lip,, A, allora
sussiste la sequente limitazione :

B 50 < Hnf | (1 4 M) 4w (2) log et -+ a(2)} - 20 NIl A m2 e, -
(3.1)
en VT
P o(f; u) du

w
0

ove ¢ ¢ una costante indipendente da m ¢ da J ed inoltre é:

Ienfll = IIf — Pull

essendo P, Pm-mo polinomio di migliore approssimazione. Infatti, é ben
nolo che :

I = L f Il < ltn I+ 1)

D’altra parte si ha:

t»I-E'm,Vl—‘t’“ g.‘.!mvms
e .ﬂm)——fa)dm‘%_ L) @) = Enf) (1) ;.
g r —1 r—1 i
t—em)i—p :-;,,.Vﬁa

Em Vl_—72
<2 Sggfﬁdu+2M%ﬂW%
0

Tenendo conto della disuguaglianza di Markov, si ha :
WL f) | < emE (| Ly fI| < (]| Ay 0 m2

Sostituendo questultima nella precedente disuguaglianza, dalla (2.4)
segue la (3.1).

Un caso di particolare interesse si presenta allorquando il sistema dei
nodi #; ¢ tale che le costanti di Liebesgue verifichino la condizione :

EHEN)

(3.2) A = O (log m) (m — oo)

Tale condizione & peraltro soddisfatta in numerosi casi; ad esempio se i
nodi di interpolazione w, coincidono con gli zeri del polinomio di Jacobi
Pw? (#) con max {a, B} < — 1/2 [17], oppure quando i nodi % sono le
i 71:) t=1,m [7]; la (3.2) & anche vera

pratiche ascisse : x; = cos (

quando il sistema dei nodi di interpolazione ¢ ottimale [2].
Sussiste in tal caso il seguente :
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TEOREMA 3.2. Per ogni funzione f e LD (2), se il sistema dei nodi ,
(¢ = 1, m) verifica la (3.2), allora *isulta :

(3.3) 44 N [BO(f; 1)) =0, |t] <1
| Mm=300
indipendentemente dal peso w e Lip,, A
Infatti, scelto e, = m=3, per I'ipotesi sulla funzione J e per la
(3.2), la (3.1) diventa :
[BD (f5tl < o(f;mY) @A 4-0 (log m)) {12 w(t) log m + a(t)} +

m—sVTft'z ;
+ ¢, m~10(log m) 4 2 S M dw  (m — oo)

W
0

da cui:
fE‘,,‘l)(f; < Ow(f; m1) log?m) + o (log=tm) (m — ©0)

e quindi la tesi.
In [3] e [11] si era dimostrata la (3.3) supponendo la f hélderiana.

Al teorema 3.2 si pud dare una forma pitt generale supponendo
% e o).

Sussiste, infatti, il seguente :

TrOREMA 3.3. Se il sistema dei nodi @t = 1,m) werifica la (3.2),
allora per ogni funzione f tale che P eI (0< bk < m), risulta :

log2m w(f® ; m-1)
P

(3.4) IEWﬁUM:O( ) (10 00)

m

La (3.4) si ottiene dalla (3.1) osservando che per le ipotesi sulla fun-
zione risulta :

© k) . m—l
taf) g 225 m) -
m
con L costante positiva e scegliendo ¢, = m~-*%+9),
Se, in particolare, f® ¢ Lip,, 1a (3.4) diventa :

log? m
mk+l

1739 = of ) (m—o0)

Quest’ultima precisa ’analoga :

1

Egrlt)(f7 t)l =0 (mk+7\_2v

A
) (’IH%OO)V<E-

stabilita da G. Monegato in [11] usando un lemma di Kalandiya.
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