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Les opératenrs polynomiaux de Durrmeyer sont des opérateurs de
type Bernstein modifiés pour Iapproximation des fonctions intégrables
sur Vintervalle [0, 1], 3, : £[0,1] —» 2,, ou 2, est 'ensemble des polyno-
mes de degrés maximum » (voir [1], [2], [3]). Ils sont définis comme cela :

| 1
1) M@ = (0 4+ 1) Y, pual) - S Puslt) - J11) d,

k=0
0

n
’J‘I.

Parmi d’autres propriétés remarquables de ces opérateurs, on éta-
blit dans [3] que les opdrateurs admettent la représentation :

o fe £70,1] et pula) = ( )-;;r:"(l — )~k wre [0, 1]

1

(2) Iun [.f](w) i é )\nm i (S Pm(t)f(f) dt) I)m(m),

m=0
0

ol Ay = M0 4 DY Y((w — m)(n + m + 1)1) et P, sont les polyndmes,
de Legendre. Nous avons généralisé ces opérateurs dans [4] de cefte
maniere :

~ Définition 1. Pour a be R, a,b> —1, ne [N notons par IM,":
210, 1] = £, UVopérateur défini :

1
”

ML) =Y, (L"l(a + k41,0 4+n—k41) Sf(t) <
k=0

3) SRl — t)’”-“—"dt) pal@), @el0,1],

oit B est la fonction béta de Euler.
Remarque 1. Pour ¢ = 0 = b on obtient 'opérateur de Durrmeyer.
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Remarque 2. Soit #* Pespace de Hilbert des fonctions de carrés
intégrables swr Vintervalle [0, 1] avee le poids p(f) = t“(1 — ¢)*, dont le
1

produit scalaire est {f, >, = g]'(t)-g(t)- p(t) dt. Alors DUopérateur My :
g
Y - 2, < A estauto-adjoint.

Le but de cet article est de prouver une propriété d’extrémalité
des valeurs propres de ces opérateurs — en particulier pour les opérateurs
de Durrmeyer — dans une certaine clagse d’opérateurs qui généralisent
naturellement les M.

Définition 2. Désignons par /50 Vensemble des opérateurs L, : £[0, 1]—
— P, qui vérifient les conditions suivantes :
(A — 1) ]m sont auto-adjoints dans Uespace #™
(A —2) L, conservent le degré des polyndmes de degré maximum n
(A — 3) L,[eg] = €y, ot ey(w) =1, xe[0, 1]
(d—4) St qeN, =0 e jeO“[O 1] telle que f@(x)=0, xe[0, 1],
(Lulf1@(2) >0, @ € [0, 1].
Définition 3. Désignons par <£2°(0) Uensemble des opérateurs I, :
200, 1] —» 2, qui vérifient les conditions (A4 — 1), (A —2), (4-3) et

(A —35) (Ly[e, N™(0)=0 pour tous q, pelN, ¢, p=0
ot e, () = x¥, w €[0,1]

Remarque 3. On a : o' < o50(0)

Remarque 4. Puisque les opérateurs vérvifient les conditions (A4 —1)

G (4—2), en usant un lemme général sur les opérateurs auto-adjoints

qm appliquent un espace de Hl]beli dans lui-méme de fagon qu’ils admet-
tent une suite ascendante de sous-espaces finidimensionnels invariants,
([3]) on peut mettre L, sous la forme :

4 L1 =% vy B I3ty fe £10,1], ol

m=0

alors

Py sont les polyndmes orthogonaux de Jacobi de poids e(t) = (41 — &)
sur imtervalle [0, 1], et v, sont les valeurs propres de I,.

Parce que L, est complétement désini par ses valeurs propres, dési-
gnons Lo, par L, (vgy. .+ vy). 11 suit d’apres la condition (4 —3) que v, = 1.

Turortime 1. L'opératewr My admnet la représentation :

(5) MPU =3 o Sy Pide- Pity fe £[0, 1], 0%

m=0
M=+ b+ n+2)Tn -+ 1)/ (0 —m + 1) D(a + b4+ n-+m - 2)).
Démonstration. Montrons que VUopérateur Mg" conserve le degré
des polyndmies de degré maximum zn. On a pour 0<<m<<n :

e +b+n +2) "
" -+ k4-1). .. k
e + b 4 n 4 m 4 2) hgo (@ + &4 1) {a + &k + m)Xx

ny =k o — )
X —1) ki,
(k) iZO ( ! ( ¢ )

My [en](w) =
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En changeant l’indice (j=Fk+1) et 'ordre de sommation il vient:

st M Dia +b+n42) - (“) (—1)a’
2 |.Omn 1-1((’/ S b + n 4 m -+ 2).1_0 ]
) ) J
’ k++1)...(a+k+4m '
3 % (=DMe e E D) @ +m)(k)

Ona: i (—1)(a + &k + D). (a + & + m) (i):(dm/dm[zﬂim(14)f]‘,ﬂ:

k=0

FZo\p (j—»)!
X(a +m) ... (@ +p+ )4+

Sij > m, alors, parce que dans la derniere somme on a p<m << j il en
résulte que (1 — 17 est nul pour ¢t =1 et 0<p<m, et done le ceeffi-
clent de a7 est zéro. Outre cela, la coefficient de &™ est :

T'(a + b + n 4 2) (n ) (_ym Q;; (m) m! (—17x
Ta-+b+n—4+m-+ 2)\m s2o\p /) (m —p)!
XL =" 2a¢+m)...(a+p+ 1Py =

n "
)m! = o
m)

. e (/m/) ((1it)j)(b)(]),(#t%—nz)('nl»p)(]) :g‘ (I)n) (—1)7’ . ’}' ~(1 — t)~"1’><

= I‘(d +b+n 2 I''Ya+ b4 n+ m+ 2)(

Tn tenant compte des Remarques 2 eb 4 et du fait que le coelfi-
cient de 2 dans le polynéme M¢[e,, ] est A%, on obtient la relation (5).

TuiLorEME 2. On a:
(6) M e b,

Démonstration. Lies conditions (A —1), (A —2) de la définition de
A découlent du Théoréme 1. Ta condition (4 —3) on obtient immé-
diatement de la définition de lopératenr M. Vérifions la condition
(A —4). Soit ¢ € [N et la fonction fe 070, 1] telle que [*(x) >0,z € [0, 1].
De facon analogue comme dans [3] on obtient :
!l + b+ n + 2) pg

aby £\ - B I(q
) = s fr g 7D ST

1
KB a4 KA g1, b b+ L=k X SW”Wl L s > O,

[}

ce qui achéve Ia démonstration.
. N . b ]
TUROREME 3. S L.(Yor- - - Yu) € L3 (0), alors:
~ [/
(M) T N (0 <m0,

g 14 N S ] ) ta lonln Phain
Nous démontrons premiérement deux lemmes ¢ algébre linéaire.
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LeMME 1. Soit pour nz2 le systéme swivant de n inéquations & n — 1
inconnues :
n—1
(8) Y awizbh, (A<i<n)
j=1

81l ewiste n vecteurs & e R"™1, 2 = (23,...,2,_,), (1<s<n) de sorte que :
n—1 " 1
Y @iy = by (I<i<n, 1+#5)
i=1

(9) (1 <s<n,

n—1
E asj'z;' < bs
=1
alors le systeme (8) #W'a pas de solutions.

Démonstration. Nous démontrons par induction. Pour # —= 2 le
lemme est évident et nous le supposons vrai pour n — 1.

n—1
Soient : A = {()icjan| ¥ aya; 2 b;, 1<i<n} et
j=1
n—1 !
II,; = {(97j)1<j<u_1l ‘Z Wy X5 = bi}) (1<@<’ﬂ:)
=1

Procédons par I'absurde et supposons que 4 #@3. On a Fr A #0.
Prenons ¢ == (¢},..., ¢, )eF'r 4. Le point ¢ appartient au moins & un
des hyperplans II;. Nous admettons que ce H,. Notons B = An H,.Ona
B #0 puisque Fr A<= A. Faisons une transformation affine des coordon-
nées de 'espace R”! de facon que ¢ devient le centre des nouvelles coor-
données et que les premiers #» — 2 vecteurs de la nouvelle base se trou-
vent dans I, — ¢. Les coordonnées anciennes sont exprimées en fonction
de nouvelles coordonnées par led formules :

n—1

;= ¢; + Y dpag, (1<j<n — 1).
k=1

Les éléments de B sonbt caractérisés par les relations :

n—2
Y a2 b, (I<i<n — 1) et @, = 0,
k=1
#n—1 n—1
ol @y = Y, a;-dy eb b = b, — Y aie; .
i=1 j=1

Les points 2/(1<s<n -— 1) deviennent (2')° = ((2);, ..., (2")5_1), et
parce qu’ils se trouvent dans H, ils vérifient le systéme suivant :

n—2
Z a{,l_.(z'); = b, (lgli’gﬁd 7"758)
k=1

A<<sg<n — 1),

1—2

Y (@) < b

k=1
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Alors par 'hypothése d’induction il résulte que B = @ ce qui est
une confradiction. Done le systéme (8) n’a pas de solutions.

LeMME 2. Sotent n > 2 et les matrices (Ugm)o<t, meny €0 (Wim)osh men
qui vérifient les conditions :

1% Uy = 0, (0<m << k<)

2° Wi = 0, (0<k < m<<n)

3% Wiy < Wy (0l < 1y 1<

4% w =1 et e wy > 0, (0<k<n)

13
Y U * Wrm — 07 (qu < ]ﬂg’)l).

e
=0

Si le wvecteur (2,)0<m<n remplit les conditions :

6° 2 =1
]1
70 }ﬂ uq-m,':/m 207 (O<Q<n i 1)’

m=0

alors les inégalités sont accomplies
(10) 2 K Wiy (OSSN,

Démonstration. Posons &, = 2, — W, (0< m < n). Dapres les
relations 4% (la premicre), 5° (pour k = n), 6° ¢t 7° il en résulte :
n

Z ”qu‘m =0, (0 L<g<<n — 1)

=]

Supposons par Pabsurde qu’il existe un indice p, (1<p<n) tel que
t,>0. Posons alors v, = §,/l,, (1<m<n). Par suite on a:

7

Y Wnlm + Uy 20, (0Kg<<n — 1),
m=1 m#p
Mais ce systéme n’a pas de solutions. Pour montrer cela nous choi-
sissons les points v* € R*™Y, v% = (VE)1cmeimep (0 < k< n — 1) de sorte
qu’on a les relations :
"
Y U g =0, (0<g<n — 1, ¢ £K)
m=1m#p
- . (0< k< n—1)
Y U®h, By, << O
m=1m=p

et puis nous appliquons le lemme 1 en choisissant :

Gy = 1oy (1<i<n, 1<) < p)

= Ui_gspp (Ii<n, p<j<n — 1)
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hi = — aii_y,, (1<i<n)
& 0 (I<s<m, 1< < j)
= Ui (I8, p<igtn JGH
Tenant compte de 3° nous pouvons définir :
Uy = (Wyp — W) (100, — 20y,), (L<m<n, m#p, Osch<n — 1).

En vertu des relations 1°—5° i résulle ponr O<g<gn — 1, 0ghgn — 1

n

n i
v 13 A u N :
2_; /”qm/um Jl" “’qzi . ( Z ”qmu’um - :E: /I’tqm“’,l.'nz, ,/(1’UI:I’7 — U Z.ZJ\’ B
=1+ p m=0 =0

k
= (Z Uy Wi /(/“)].']) L 2011@) . 811]."“'I;I:H’I.'I:/('w/’. p /wup)v
M=q
N 2 . - e 5 '
O Jy; est le symbole de I{ronecker. O o de plus que w0, /(w
~ Wyp) < O,
La contradiction obtenue montre que lasupposition qu’il existe un
f» > 0 est fausse. Le lemme est done démontré.
Démonstration du  théoréme, Pommiligmezi0, 1512, 554!
2y... mous introdnisons les notabions suivantes :

iy
et p =01,

1
Gl a= gm"""' (1 — o) dae

1 Gt = S heakiinl gl s Gl gy
|(‘1 G Co + N
H, . (r) =
G- 1 U | sz -1
(1 1 ) a? P+ wel mp+ mn

}]mp('ll")' a. (1 O (-U)b dx

I
S
!
(S SV N

D(—1) =1, D(m) = D,
Dy (m) = est _le mineur du déterminant D(im) = ey, lo<i<m 0 j<ms
obfenue en supprimant la m + l-ieme ligne et la % <4 1-idme colonne
(0<h<<m), el })ﬁ,(fm.)_ = 0(0<m < k).
On sait que D(m) > 0 et que les polyndémes de Jacobi Py, m =0
normalisés par la condition Pir(1) = 0 sont définis par :

(12) Py = (D(m)- Dim — D) ~YV2 H (), m>0.
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Solent fixés k,neN, 0<k < n et prenons pe N. Alors:

{E::(Yo,- vy *."nv)[()p])(k)(o)

"

n

~7
I

m=0

(

1
~

0

SPjﬁf(a;)-m”'“‘(l — m)bdm) (Py2)® (0)

- S‘ Y/n(])(/}”’)'l)(w?’ _ 1))_1/2.’])11117'(1)1(1!1,[))(]{)(0) =

m=0

I

=% vul—=1)" (k) Dy Di(m)/(D(m)- D(m 1)).

=0

Puisque (L(ygy- -5 1) 1€, N(0) =0 powr toutb P €N il en résulte que
Lim (1/e) (Ll - -y va) €, N#(0)20. On a :

proo
Dy i +a - 1)-T nr = g y

lim (e, /c,)=1im W\ZJ Tita |' e L (0 + 1i{a ir Disin it 2) =letdone

poes pooo i+ b4-p +j -+ 2)T(b + 1)-T(a + p + 1)

Hm D, e, = H,o(1). Par conséquence on a les inégalités :

p oo
]

13) Yol =18 1, o(1) D(m)(D(m)- Dim — 1 =20, (0<hk < n
(La) fwl — 1) 0

=0
Nous appliquerons le Lemme 2 en faisant les notations suivantoes.
ta = (1) 5 (B 1) Ho(1) Dy(m) [(D(m) - D — 1))y, (0<k<<m< n)
ke

= 0, (0<<m <n)

<
Wy == W0 <<l

")

=
=0, (0<<h < m<n)

Sm = ‘A'm({)ﬁg < ”)'

Vérifions les conditions 1°—7° de Vhypothése du lemme.

Les conditions 1° el 2° sont donndes par la définition des 4, cf
Wiy Lies conditions 4° (la premicre) et 6° découlent des  conditions :
Ly(voye - oy 1a)[€] = € 66 Mi*[ey] = ¢,. La condition 7° est justement la
relation (13). On a évidemment w,, > 0 ot Wy = (K1) H (1) Dy(F) [
| D) D(k — 1)) = (k). Hyo(1)]D(k) > 0 puisque D(k) > 0 et Pe(1) > 0.
Done Ia velation 4° (la seconde) a lieu aussi.

La condition 3° dans le eas 0 < & < n et simultanément £ < m<n
est immédiatement parce que w,, = 0 et Wy = A0 > 0. Il reste le cas
1< m<k<n. Alors :

o Priign! Pn 1) (a4 b + n 4 2)
b A Un —m - D)T(a 4 b+ n4-m4-2)
T+ e + b+ k4 2)
Pl —m-1)-D(a+b+E4+m4-2)
(72F (kA g)a +b 4k 45+ 1) 1)_

S B T~ Nttt PRI+ D,
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Mais i i-‘ alité (]': 4_ .7.)((‘5 + b + ke + ) + 1)
(b —m 4+ e +b+m+ Lk +741)
lente avec ¢ + b +1 4 m > 0 ce qui est vral pour m=1.
Nous prouvons maintenant la condition 5°. Considérons la fonetion

gp(®) = @’[cy peIN. On a tout d’abord pour 0<¢q << k<n, analogue
conmime ci-dessus :

> 1 ext équiva-

13
lim (III;:D ;{/Q,J)‘m((‘)) = Y )\;"5;1“(]!» = Z WremUgms

pooo

m=0 m=0
D’autre c6té on a:
’ 1
(P10, 10(0) = 3, B Mo 45 41,0 4 v—J+1)(S 7At)
=0 0

AL — DAY prL(g)(0)

) = et )
On a PE(0) = () Y (k .7) (LyEris _(7_._’)_’/.1717q;Y=0 L,
9 1 (k—1—q)!

kN (k—3) [
iy (—1)*eqL.
(.7) (\h—Q)

Donce piE(0) = ¢ pour j > q. 11 vient :

i=0

(4 i P(({ J"j“l_ P _}_ 11b+7x—7+1) )

ﬂ[ul) . 3l . )Sllj) 0 .

ML= Y e 1 b+ k=) £ B 4 pan 01D T

Mais

Blutitp 4L b ikl ) _ (atpt+l) .. (@ FpHATO+E—j+1)
Bla+9p-+1,0+1) (a+-0-4-p4+2). . (a+b+p+E4+DI(BH1)

(p — o) puisquej<q << k.
Done lim (M@ (g,)@(0) = 0 ce qui assure la relation 5°. En appli-
h—>o0

quant maintenant le Lemme 2 le Théoréme est démontré.
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