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for every ,tt, Ð, LD. Io : luo - ?,¡ no -l rl, where r : max 
{ø, } *},
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4" Ito: Boll(r¡o* d) < I,
then the sequence (ø,) given by the equality

$n+t:*, - 
P'(*o)

'- Pkò:ft,,l (nn - u"-') (n Þ o)
TR,EIIJIJIS DUALS. APPIJICATIONS AUX ENSEMtsIJÐ,S

FLOUS
CONST,{NTIN DUMITR]]SC.U

(Craiova)

convergesr rim un: û*'e rr, ü* is a solution of the equation p(n): g.

ancl we have

tn* - *,,t < *l_;(å)"'-' 
.(4hù',n0.

l. Introtluotion. Soit -{ un
riote par -f Ie segment f0,11-.
étaht une fonction A: X-I
ter$ection et cle réunion d.es
oolnme étanü celles i:min'etV:max.
symtroles que pour le

sur le treillis Lo on considère le complément défini à I,aicle de la
fonction C(u) :7 - n. Cette fonction a cómme poin1, fixe r - l7Z, q"ijoue donc un rôIe privilégié dans le treillis consictéré.

Ière la ïonotion 7¿

øe,[0, nl et k(a) - H-'(a) si ae ln,I
Ø'(ø) : s¡P (-nl").Tl err résulte-que
morganien, cle même que (1, A, VrC)
des ensemtrles flous à l'aide de deux
n, lu :) et Lr: (1, T-T, LI) où :
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ì'ar: JAo,si(3) ø,>n
iVr,.i (v) ø, < r¿i u(tr¡:

lAa,si(I) ø¿<z{::'lYa,si(V)ØÞn

!ø,si(1)a¿>n,
Âø¿si(V) ør(ø

T:l ao : V ø¿ si (1) u,, < tt,

[ ø¿ si .(V) a, >- n
Le ¡inemier de ces treillis a comme premier élément r¿ et conrr¡e dernier
élérnentl etlesecond treillis a 0 commepremier étémentet r¿ comme der-
nier 'élément.

Par la suite nous ;allons clonner une méthode génémlc cl'obtenir la
pa;iúe rde treillis (Lu Lr) et encore trois telles pa,ires, en partant cle n,im-
porte lequel cl'ent¡e ,eux.

Mais pour le clébut nous rappelonn quelques-uLs cles résultats clémon-
tlds'dans [1], résultats qui constituent un argunìent en faveur cle I'utilisa-
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' I :l
tion cle ces nou\relles structures. rl faut dile c¡ue Lret L, ne sont'þas !idé-
penclants - laliaison cntre eux estfaitepar les relations cle I)e Morgan :

lc(a î, b) :1,;a ¡1ltb,, /t(ø u b) :ho,TI hb,lc(a ]_I ö) : ha U kb, h;(utf b) :
(1.1) :lmnþb.

Les relations d'orclre déterminées par les cLeux treillis sont lespecti-
Vement ; : , i'

ft { tbea U ¿r: l¡+u, { ø ( ó, ou n,> ct,2 ä, ou r{, < ??, b> n

o, {.zb<>ctLIb:b<>ct,}-b}-,tù1 o1f r¿ < b<?¿, ou o,<n eLbÞ n.
À ces olclres s'attachent cleux relations al'inclusion (et d'appartenance)
pour les ensembles flous, notées respectivement par c, et cr(et e' er).
L'utilisation des deux treillis met en évidence Ia nécessité de la clistirrc-
'bion entre les < poinl,s droits > cle I (les points ø e 1 qui satisfont la concli-
Lion a > n) et Ìes < points gauches t> (u e L, a, < n). Cette c-listinction per-
met cle reformuler, pour les ensembles flous, celtains résultats bien connus
poul les ensembles non flous. Ainsi, par exemple, on s¿ìit que, .lrps. t"
cas non-flou un point ne peut appartenir en rnêrne ternps à un enspinble
et ¿\ sa complémentaire. Mais clans ce cas, puisque Ia fonction caractéristi-
que plencl seulemer-Lt les valeurs 0 et 1, on peut dire qu'on travaille seule-
rnent avee cles ensembles et des points clroits (A(r) :7 > ,n,, pour h'im-
polte cprel ø e -{). En faisant dõnc la clistinctiôn entre Ia cliqite' et la
gauche, le résultat pourra être reformulé ainsi I un point droit ne peut
appartenir en même temps à un ensemble et à sa complémentaile. ,Dans
le treiliis i,o : çI*, 

^ 
, V ) on dérnoni,re que si un point - droit ou gauche

appârtient à un ensemtrle A ll ne peut plus appartenir à la com-
plérnentaile cle zl (on dit defr,,e Ifqu'il est pointfloudloitsin*(y)<n
pour' ? I n et n"(n) : a t h¡et si ø" (y) > npour q A n et no(fr) -'Ct I nt
on clit qlre ce est point flou galche).

Par la suite nous présenterons une façon d.'otrtenir la paire cle treillis
(Lu Lr) en utilisant un procéclé où. ¡usternent la distinction entre la,clroite
et la gauche est essenl,ielle.

2. Trcillis duals. Dans ce paragraphe on va utiliser tes symltotes''^
et V pour les opérations cl'ul treillis morganien quelconclue T -: (M) À, V , fu). En partant cle l'observation que n'importe quel complé-
ment /¿ sur tìr tel treillis réalise une partition de ,rl4 en trois classes : Il[' ::{ae Mla <ka}; l[":{ue Mla:ka} e.t Ml":{ae Mla> ho} ( étant
l'ordre induite sur Jlf parles,rtreux opérations eL a {b+a { b eL a I b,
on peut facilement généraliser les résùltats cle 11l pour le cas d'ìrn treillis
cluelconque. On va noter par 0 et 1. le plernier et, respectir-ement Le clertier
élérrrenLilc M et soit I - {o- -Mfrt e .M',, ouø- ,W"}, R: {ø. ilI'|q,i..fu|",
otl ¿r,6 M"'I . Alors on peub tlérrronl,rer aisérnenL Ie rósultaL sui'l¡.ant:

' Lnlrlrn 2.1 (i) /Si ci e M' alors pou,r nl,imptorte r1u,el n e ll[" {)n ctr

cr {n. (ii) S¿ b e fV["' alor"s pour n'inzporte Çþr,al ne M" o1?,:ültb1,b.
(iii)Bi,aeL etb(L alors û^b:a,etc.t,Yb:b. i,

Dóttrcrustrrtl,ion,. Par I'hypoLìrèse tt, I lca cL sj I'on supposc pa,r''absurde
qu'il existe 'no: nf" cle f'açon ([uc rú ] rr,n (on ne peul, 

^ì'bir 
o": rJ6¡ it'en

clonc on olttient la contt,adiction ø <k,a < no;
analogue eL (iii) est une consécluence cles prÀiäl

Observons 
_c1ue dans le cas orì ,4{:1 on a" ct ( r¿<+ø e L et a,>t1,+ea e R. cette obselvation_nous permet cle cléfinir àlans le trejllis ? lesopérations fl, u , fT, L[. par exõmple:

TF,EILLIS DUALS

lun.; ï lÏi :;:, n *, - I
\,/ cø, si (V) r¿, e B
¡ øo si (J) aot'IÌ
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ît ct, :

_. . ._T,9.fait que Tr: (M, rì, U )distributifs entre leìquels ont iieu'
conséc¡rence clu lcmnrè antérieure. I)
A" ü n L u,Â 1 : ú: Q, l) l - rt,

- øV û a. Donc rlans le freil
élément 1 et clans le treillis ?, 0 est premier. éIément. soit maintenant,ÌL€ M" et (r,e L['; alors ot] ù a, n ñ, :y.y n _ n, uTl u :(rA,tL : ct,)(tUn: a 

^ 
rL: ct, et e,JJn-cc\ tL:ø. Si ct,e M,,,,rroaia rua,orr* ct Ã,n,:7 eA_n:,n1 u,nn: q,Y ?L: ct,t tr,l)

clonc les éléments d.e M,, son1,'des
et ils sont cles éléments maximaux
les ordres dans les cleux treillis son
d'un élément tout au plus, qui -élément pour ?, et cle dãrnier élé-e

Puisque dans la définition de {r. o, a emproyé r'ensernbÌe r,, o.peut 
-clire 

que dans le cadre de ce treill-is tes poìni*-írã.,t.'à* ltes orombntsde ,4{") sont points gauìh"s et l,utiiisation cle l,en_semble -R da cond "
cas c1e ce tr es so
droits. Donc Der.Ì\
gauches dernême que deg poinl;s clroi
ou de l'autre de ces deu_r variantes

Considérons maintenant un t

(^, V, f) :i rø¿ : Aa¿ si (V) a, É L
(A, V, .): l){t¡: /\a¿ si (V) a,e L
(V' V, e): 0 ra¿: Y &¡ si (V) ane L
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(4,3, e): npt- hu¿ si (l) ø,etr
(V, l, .) | lza¿: Y a¿ si (il) ø, e tr

(V' J' É): u zat : Y u'¿ si (1) a,f L
(Â, l, g): ìra¿: Aúi si (3) øut'tr

(V,V, f):lra¿:Ya, si(V) a¿ÉL

. On- observe que les pa,ires opposées ( U ,, U ,) et ( n,, n ,) déter-
minent les op,ération.s u et n, c'est-à-ctire ellès défôrmiàenï te tTeitts r,
et en dehors de ces deux opérations on a obtenu encore les cleux opér,ai
tions suivantes

TREILLIS DUALS t75

TrrÉonÈmn 3.2. Nou,s o,aon,s (t, { ltaea 4 7ka+cv 4 skuëa 4 skae
+a,e L¡ d,onc la propriété d"'être élém,ent d,roil, ou gauch,e est ,u,n inaariant
d,uns ce processxls d,e génáratiott su,ccessiae d,es treittis.

I-,a démonstlation de ce théor'ème se fait sans difficulté.
I-rn nlln 2.2. I)evns le trei.ll,is T5 l'ensemble M" est I'ensemble d,es

é\,éments minimau"r, e2t. ce sens qt.Le po'¿Lr n'intytorte tprnl u,$ M" et tte M"
on, * afin: tt¡ al 11,: ,,.

Démonstrat'íott,. Si e,eM' on a ofin:aY n:n et ct,Y n:
(thll: øetsi ct,e M"' nousâvons oÃn:a AnetaÍ ":aY n:a.

A partir du tleillis Tn otl obtient une chaîne analogue de treillis.
De To on obtient Tz:(II, TT, ll) et In:(XI, ñ, ñ) o,ì
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ã o,:i o,: ¡ ø, si (Y) u,ÉL
Vø, si (1) ø¿e L

!ø, si (Y) u,ÉL
¡ ø, si (1) aoe L

V ø, si (Y) a,e L, oa (V)ø,ÉL
¡ øu si (1) are L, ø1f L

¡ ø, si (1) a¿e R

V ø, si (Y) arÉ R
V ø, si (1) u¿e R

¡ ø, si (y) hê n
lJa¿:ñ*, :

=Ä 0,,:

et nous a,t'ons
rIHÉor¿ÈME 2.1. Les o7térations I etl conJèrent à, M une nou,ael,le

sltuchwe d'e treillis d"istributiJ d,øns lequel 0 est premiar étément, mais ùr
n'y eniste Ttas toujou,rs des éléments mani,muur. (Nous noterons ce treillis
par T").

Démonstr ation. r-.rcs propriétés cle cornul,ativité et d'idempotence sont
évidentes. Pour l'associativité soil, ø, b, ce l[. Nous déceloñs les situa-
tions suivantes

^.1. *t_o, b, cel) il enrésulte(øi Ð7 c: @ V ¿iõ c: @ V ó) Vc:
:o,l (! I c¡; 2- si ø, be L et c(L on a 1"1 Ð1":@, y blvc et
ol. 1tl "l:"1 çu V c) : aY (b V c); B. si b, ceL et af L on a

"l (uTt c):a,l(byc):q,y (by c)l@l \la.
rres autres situations aussi que les autres propriétés du treillis se

clémoltrent de façon analogue et parce que O ñ a:0 A a:O et 0Í a ::0V a,: a, iI en résulte que 0 est premier éIément. ú,ordre induit dans
Tr-elt_a 4r_bocr,lb:bel(øYb b, si øe-t ou beL) ou (ø¡ó:b si
ø, b f L) et donc u {s kaèaY li,ü køea e L.

Cette dernière constatation nous permet d.'appliquer le même pro-
cédé pour les treillis T1 et' Tr. La conséqueuce ef ðst q'on obtient de'?r,
de 

_ 
même que cle ?r, Ies mêrres deux treillis. I_.¡tun dtõntre eux est ?¿

et I'autre treillis (c1u'on notera pur T) est cléterminé par les opérations

Et de Tr, úe rnême que cle To, on ol¡tient les treillis et 'Iu: (M, ñ, Vl
où

=V

V ø¡ si (Y) a, e Æ, ou (V) a¿É R,

¡ø, si (l) r¿,eR, a,f R
¡\ ø¿ si (Y) ø, e -E on (V) arÉ R

V ¿¿¿ si (1) aoe R, a¡$ R

Ainsi ?, engendre T"et Tu, ?u engendre Tret 7r;finalement f. en-
gendre T" et Tu.

Consirlérons maintenant les pa,ires de treillis

(2.L) (T", To\; (Tr,, Tr); (T", Tùi (Ts, Tu)

TrrÉonÈun 3.3. Ðntre les comptosants de n'importe quelle pai,re
d,e (2.I) ont lieu les relntions cle De Morgan (relations d,tt, même type rlue
c'elles de (1.1), ot) d,onc l'inJimu,m il,'un treillis est couplé at:ec le supremum
d,e l'autre treillis).

Dëmonstratioø. Considérons par exemple les treillis I" et Tn. Pour-
démontrer l'égalité k(e,lb):kaÍkb nous envisagerons les cas suivants:

l) a, b e L+lr(a ñ a¡ : k(ø Ìt b) :1,;u V kb : hcr ñ, hb )

2\ ae L., bÉL+k(al lr):lt(a ¡b):lca,Y ka:nalnlt;
3) ø, ttf L=k(a ñ ¿l : k(aY b):ka, l\hb:kañtcU.
Les aul,res égalités se clérnontrent de Îaçon analogue.
Observons maintenant que - de même que les composants opposés

U , et U , forrnent une unité (l'opération n ) - Ies paires cle treillis duals
de (2.1) cléterminent une unité - les bitreillis - otì les notions droit et
gauche ne sont pas équivalentes.

En tenant compte de I'orclre cle génération des huit treillis nous
pouvons clire qu'entre les paires de treillis de (2,1) iI existe I'ordre suivant
de génération
(2.2) (T", Tò*(Tu Tr)*(Tu, Tù*(T, Tt)n(T", Tà.

0't

I
I

I
I

A ct¿: J

1

fì ø¿ si (1) a¡e L
U ø, si (Y) arÉL

Í o,:lu o, si (3) ø, e L _ JA,r, si (V) ¿, eL, otù. (y) ct,,ÉL

I n ø¡ si (V) u,É L [V ø, sl (I) a¿ e L, a,(L
__ 

Le procédé s'arrôte Ià, ca,r ùe Tu on obtient toujours les treillis ?,
et T, comme d.e T".
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À'TATH]]Ì\{AT ICÄ - RE\T UE D'ANAI,YSE N UN,IER I QUE
ET DE TIIÉOH.ID DI] I,'APPIìOXIÀ'IA'IION

L'ANALYSE NUMEIìIQUIT ET LA TIIEOIIIE DE L'APPIIOXIMAI'IOIN
Tome 15, i\' 2, 1,91Jß, pp. 117-125

À partir cl'une telle paire de treillis sur le segment [0,1], en espèce
la paire (T' Tr), dans f1l on a c1éjà définies et étudiées les espaces bito-
pologiques flous. l)ans un article futur nous nous proposons d.'approfon-
dir cette étude, en envisageant les autres trois espaces bitopologiques,
déterminés par les paires cle treillis d.e (2.2).
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'Ihe pulposc o[ this papcÌ is to pl'eserì[ a ¡rcLhocl foÌ apploxirlaLing lì]e soluLion of thc s-vsLern
oI rron-lineal olclinalv cliftclentiaì eqnaLions ¡'-- It@, !1, z), z' : f z @, y, z) rvil.h y(r.): y0
ancl z(r-o) : uo \\Ie use splinc Iunctions, lhich alc not ncccssalily polynornial splines, for'Íint{-
ing- tlre approxirnetc soltrtion. It is a onc-stcp rnethocl 01 O(1P+1+r) in a(a)(o) ancl z(,t)(x), rl :
:0(1)r'+1 rvholc 0 { ø ( 1, assumin¡¡ l"ìrat fr, Iz e Ct [a, bl, re I+.

trìcscliption of tlìe rììethod. Oonsiclel the s¡'stern of ordinar)r diffe-
rentjâl equâ1,ions

(1) u' - Jr(n, y, z), tJ@o\- uo¡

(2) p' : J'r(u, y, ø), ø(ns) : øs,

whele ../r,
I-¡et

lze C' (lo, 1l x At).
A bc l,he partil,ion

A:0: fro { fi. 1 <ã)k < ffit,+t .i. . .{n,, :1

\vhere fit;+!-fit,:h {1 and lr:0(I)tt -LLeT L, 
^rrd. 

Lz be the Lipschitz constants satisfied bJ' thc f unctions
Jf anù /[a) respecl,ively, i.e.,

(3) lll'ò (a, ut, ø) -Ílo'(n, az,t øz)l < ¿,{ly, - url * lø' - øzl},

(4) llÁo)(n, !lt, øt) -Í[o)(n, Uz, ?z)l < ¿r{lLrlh - arl I løt - ørl}

for all (m, y, ar) ancl (n, Ur, ø) in the dornain of definition of L
a'n(l all q : 0(l )r'.

It sliould be notecl that u,e usc thc Lipschitz conditions on
J, Lo gtarânt'rc i,he existence of a unique solution to problem (1

îlre f unctions J,'o) ^rrd. 
lt'1) 1 q : 0(7)r ale functions of #, U D":¡¡d.

ancl they âÌe givcn flom l,he follou'ing Algolibhm :

Iret /10) : lr@, A, ø),
and- /Áo) : lr@, y, p).

Thcn, for all q : 0(1)r,

t¡r,t+t¡ -'r':: .lÍ0, 'IÍoln" * tr::rra- ur!)" 
,,

à17d. J2

f, ancl
)-(2).
.ø onl¡r

I


