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1. Introduction. Soit X un ‘ensemble nonvide quelcorique et on
riote par I le segment [0,1]-. Un énsemble flou A peut étre considéré comme

£tant une fonction 4 : X1, done un élément de IX, Les opérations d’in-
‘tersection et de 'réunion des ensembles flous sont, en général, considérées
comine &tant celles induites sur I* par le ‘treillis L, — (I, A, V) ol A =
=min'et V = maix. Pour les opérations induites sur I* on utilise les mémes
symboles que pour les opérations de I sans que ceéla ‘méne i une confusion.
_ Bur le treillis 7, on considére 1e complément défini & Paide de la
fonction O(z) = 1 — x. Cette fonction a comme point 'fixe & = 1/2, qui
joue ‘donc un réle privilégié dans le ‘treillis considérs.

Dans [1] on propose une autre variante de complément, dans lequel
n'importe quel point xe(0,1) peut avoir un réle analogue d celui que
@ = 12 a pour la fonction ‘0. Plus préeisément soit » e (0,1) (uelcongue
‘et H:'0, n]—[n, 1] un homéoniorphisme décroissant. A la place de la
fonetion € on considére la fonetion %k : I définie par k(a) = H(a) si
a<ci[0, n]'et k(a) = H*(a) si a< [n,1]. Par exemple on Ppeut considérer
H(w) =exp (—wx/2). 11 en rvésulte que L = (I, A, V, k) est un treillis
morganien, de méme que (I, A, V, 0) Dans [1].on propose aussi I'étude
des ensembles flous & P'aide de deux autres treillis distributifs I, = (I,
N, ') et Ly, =«(L, TT, L1) -oh:
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Le ‘premier de ces treillis a comme premier élément »'et comme dernier
'él'ém‘e'n't 1 et'le second ‘treillis a 0 ‘commepremier élémient et % comme der-
nier ‘élément.

Par la suite mous allons donner une méthode générale d’obtenir la
paite 'de ‘treillis (L,, L,) et encore trois telles paires, en partant de n’im-
porte lequel d’entre ‘eux.

Mais pour le début nous rappelonn quelgues-uns des résultats démon-
trés dans [1], résultats qui constituent un argument en'taveur de I'utilisa-

-

Va si3) a <n
Al [V si'@)

2—~c¢. 2571



112 L AT ~ C.' DUMITRESCU | 2

tion de ces nouvelles structures. Il {aut dire que I; et Ly ne sont' pas ‘ide-
pendants — laliaison entre eux est faite par les relations de De Morgan :

o 0 D) =kall kb, k(e U b) = ka TT kb, k(a TT ) = ka U kb, k(e 11 b) =
(1.1) = ka n kb.

_ Les relations d’ordre déterminées par les deux treillis sont respecti-
vement ! - FATI( |36 IR

a4 < bsaub=ben <<a <b, ou n=a=b,oua<n b>n
6 < beoallb=bsa>bz=mn 010 <bhb<<n oua<netb>=n

A ces ordres s’attachent deux relations d’inclusion (et d’appartenance)
pour les ensembles flous, notées respectivement par <, et <,(et e, e,).
I’utilisation des deux treillis met en évidence la nécessité de la distine-
tion entre les « points droits » de I (les points @ ¢ I qui satisfont la condi-
tion a > n) et les « points gauches» (a e I, a < n). Cette distinetion per-
met de reformuler, pour les ensembles flous, certains résultats bien connus
pour les ensembles non- flous. -Ainsi, par exemple, on sait que  dans. le
cas non-flou un point ne peut appartenir en méme temps &4 un ensemble
ef & sa complémentaire. Mais dans ce cas, puisque la fonetion caractéristi-
que prend seulement les valeurs 0 et 1, on peut dire qu’on travaille seule-
ment avee des ensembles et des points droits (A(z) =1 > n, pour n’im-
. porte quel x e X). En faisant done la distinetion entre la droite et la
gauche, le résultat pourra étre reformulé ainsi: un point droit ne peut
appartenir en méme temps a un ensemble et & sa complémentaire. Dans
le treillis L, = (I*, A, V) on démontre que 8iun point — droit ou gauche
appartient 4 un ensemble A il ne peut plus appartenir & la com-
plémentaire de A (on dit de x, e I* qwil est point flou droit si @, (y)<<n
pour y # w et x,(x) = a < n, eb 81w, (y) > npour y # x et x,(x) = ¢ < u,
on dit que x, est point flou gauche). T
Par la suite nous présenterons une fagon d’obtenir la paire de treillig
(L4, 1I,) en utilisant un procédé ou justement la distinction entre la.droite
et la gauche est essentielle, R

f ol 4 iy

2. Treillis duals. Dans ce paragraphe on va utiliser les symboles: A
et V pour les opérations d’un treillis morganien quelconque 1T =
= (M, A, ¥V, k). En partant de 'observation que n’importe quel complé-
ment & sur un tel treillis'réalise une partition de' M en trois classes : M’ =
={oe Mo <ka}; M"={aec Mla=ka}et M ={aec Mla > ka} < étant
Pordre induite sur M par les deux opérations et o << b<a < b et o # b,
on peut facilement généraliser les résultats de [1] pour le cas d’un treillis
- quelconque. On va noter par 0 et 1, le premier et, respectivement le dernier
élément de M et soit L —= {ae Mlaec M, ou ac M}, R = {ac Mo M",
on ac M"'}. Alors on peut démontrer aisément le résultat suiyant :'

CLeMME 2.1 (1) Si'ae M alors pour wimporte quel me M on a

@ << n. (1) St be M alors pour =n’importe quel ne M' on.a n<<b.
(i) St acs Loet b¢ L alors a AN b =a et a V b =b.

: Démonstration. Par 'hypothése ¢ < ka et si 'on’suppose par'absurde

qu’il existe n, ¢ M de fagon que ¢ > %, (on'né peut avoir ¢ = %;) 1l en
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résulte ka < kn, = n, et donc on obtient la contradiction a < ka < ny;
(77) se démontre de fagon analogne et (19t) est une conséquence des premi%zz
res deux affirmations.

Observons que dansle cas ot M=7 on a ¢ < neaec I, et ax=n<=
=ae R Cette observation nous permet de définir dans le treillis 7 les
opérations n, u, TT, Ll. Par exemple:

nai:{Vai St (V) a;e L a.:{Vd@-Si(V) a; € R
Ao si(A)a ¢l X Adsi(3) a¢R

. Le fait que Ty =(M, n, u)et Ty = (M, TT, LL) sont des ' treillig
dlstr%butlfs entre lesquels ont licu les relations de De Morgan est, une
consequence du lemme antérieure. De plus, pour n'importe quel '« e M on
aanl=apl=0a:aul=0aV1l =1; aTTOaA0 =0 et a1 0 =
— a¥0 = a. Donc dans le treillis T, Télément 1 a le role de dernier
élément 1 et dans le treillis T, 0 est premier élément. Soit maintenant
ne M" et ae M'; alors on aanmn—=aV n=1mn, 4TTnh=aAn =a
aUn =a An=aet alln—ayvn—mn Sage M, nous avons ¢ n n L
= aAN =N, aTTn = aVn=ua, aun=aVn—=a ot alln=apAn=mn
donc les éléments de M’ sont des éléments minimaux pour le treillis TT
et ils sont des éléments maximaux pour le treillis T,. Hvidemment que \i
le’s orQr(?s dans les deux treillis sont totaux il en résulte que M" est formé
(}yn élément tout au plus, qui — lorgqu’il existe — a le réle de premier
élément pour 7, et de dernier élément pour 7', {g

Puisque dans la définition de T) on a employé lensemble L, on
peut dire que dans le cadre de ce treillis les points neutres (les éle’m’ents
de M") sont considérés comme des points gauches et I'utilisation de I'en-
semble R dans la définition de 7T, conduit & la conclusion que, dans le
cas de ce treillis, les points neutres sont considérés comme dos points
droits. Done les éléments de M" penvent, étre considérés des points
gauches deméme que des points droits, et & ce qu’on verra, le choix de I'une
ou de Pautre de ces deux variantes est essentiel dans la, construction que
nous allons présenter. Grice & cette importance on notera par 7, le
treillis' 7' si nous considérons les points neutres de ce treillis commie des-
points gauches, et respectivement par Ty le méme treillis, dans lequel on
a considéré les points neutres comme des points droits, Par conséquence
dans 7 :aec M est point gauche si ac l, ef ¢’est point droit si aély
dans T :@ € M est point droit i ae B et il est point gauche si a¢ R, ,

90n51dérons maintenant un triplet (O, &, B) ou O (lopération)
peut, étre }_’ une des deux opérations A et V qui définissent le treillis ; @
(le quantificateur) peut étre v ou 3, et B (Pespéce) désigne la qualité
d’un élément @« M d'étre droit ou gauche (par exemple pour T, le sym-
bole & }?eulj signifier @ € L ou a ¢ L). On obtient ainsi huit situations possi-
ble:s qui définissent les « composantes» suivantes de certaines opérations
qui déterminent sur M des structures de treillis, -

(Ay Vs &)Uy, = Aw i (V) a; ¢ L
(A ¥y &)Uy, = Aa, si (V) a,e L
(V, V, G): ﬂlai == Va/g si (V) a¢eL
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(A, 3, €): Ny = Aoy si (3) @, L
(V,3,€): Ut =V i) ael
(Vy 3, ¢): Usas = Vo si (3) a; ¢ L
(A 3, ¢): Notty = Ay si (3) a; ¢ L

(V, ¥V, )t Nty = Va, s (V) o ¢L

On observe que les paires opposées (Ui, Ug) et (ny, n,) déter-
minent les opérations U et n, c’est-a-dire elles déterminent le treillis T,
et en dehors de ces deux opérations on a obtenu encore les deux opéra-
tions suivantes

1 il Ao si(V) a ¢ L Pt} Voa si (V) a; ¢ L
L Vo si(3) acel " lA e si @) ae L

et nous avons

TurorREME 2.1. Les opérations N et U conférent & M wne nouvelle
structure de treillis distributif dans lequel 0 est premier élément, mais il
n'y existe pas toujours des éléments maximaux. (Nous noterons ce treillis
par T).

Démonstration. Les propriétés de comutativité et d’idempotence sont
évidentes, Pour 'associativité soit @, b, ¢ € M. Nous décelons les situa-
tions suivantes

1. sia, b, ced: il enrésulte (aU b)uc=(aV D)uc=(aV b)Ve=

=a U (bU 0); 2. sia, beL et c¢L on a (aU b)Uc=(aV b)ve et
ag(bgc):aj(ch)zaV(bVo); 3. 81 b, cel et a¢L ona
aU (buc)y=au(bVey=aV (bVec)=(au b ec. '

Les autres situations aussi que les autres propriétés du treillis se

démontrent de fagon analogue et parce que 0 n a=0 A a=0 et 0U @ =
=0Va = ¢ il en résulte que 0 est premier élément. L’ordre induit dans
Ts est o <3 besaUb=be[(aVb=b, si acL ou bel) ou (a Nb=b si
a,b ¢ L) et done a <; kaesaVke =ka<saec L.

Cette derniére constatation nous permet d’appliquer le méme pro-
cédé pour les treillis 7 et T, La conséqueuce en est q’on obtient de T,
de méme que de 7, les mémes deux treillis. L’un dlentre eux est 7,
et 'autre treillis (qu’on notera par 7T;) est déterminé par les opérations
Na; si (3) a;e L [V a; 81 (V) ;e L, ou (V)a; ¢ L
Ua si(V) a; ¢ L A 8i(3) ael, a;¢ L

Va — Ua, si(3)a el [Aa;si(V) ael, ou (V) a,¢ L
’ Na si (V) ¢ L Ve si(@ael, a¢l

f/\\J. ai — {

Le procédé s’arréte 14, car de T'; on obtient toujours les treillis 7,
et T,, comme de T,.
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THEOREME 3.2, Nous avons a < kaso < kasa < hasa < jhas
<a e L, donc la propriété d’étre élément droit ow gauche est un invariant
dans ce processus de génération' successive des tretllis.

La démonstration de ce théoréme se fait sans difficulté.

LEMME 2.2. Dans le treillis T, Uensemble M'' est U'ensemble des
éléments minimaux, en ce sens que pour w'importe quel a¢ M’ et ne M’
on a apfn =mn, aVn = a.

Démonstration. Si ae M on a aAn=aVn=n e aV n=
afAn =aetsiae M nousavonsa A n=a AnetaV n=aV n=a

A partir du treillis 7, on obtient une chaine analogue de treillis,

De Ty on obtient T, = (M, TT, L) et T, — (M, T7, L1) ol
o — Aa si(3)aeR ﬂai_{Vais%(El)ateR
Va si(V)a¢R A @ St(V) a;¢ B

Et de 7T, de méme que de T}, on obtient les treillis et Ty = (M, A, V)
ol
za _{V a; 8i (V) a; ¢ R, ou (V) ;¢ B

‘ )

A Aa si(3) aeR, a,¢ R

i (
va-— Aa si(V)aeRon (V) ;¢ R
z_{Vai si (3) e R, a,¢ R

Ainsi T, engendre T, et T, T, engendre T, et 7'y; finalement 7, en-
gendre T, et 1.
Considérons maintenant les paires de treillis

(2.1) (T, Tr); (Ty, Ta); (Tyy T4); (Ts, T)

THEOREME 3.3. Dnfre les composants de n’importe quelle paire
de (2.1) ont liew les relations de De Morgan (relations du méme type que
celles de (1.1), o donc Uinfimum d’un treillis est couplé avec le supremum
de Uautre treillis).

Démonstration. Considérons par exemple les treillis 7'; et 7,. Pour,
démontrer 1'égalité k{a nb) =kallkb nous envisagerons les cas suivants :

1) @, be L=k(a n b) = k(a A b) =ka V kb = ka (1 kb

2) ac L, b¢ L=k(a 0N b) —=k(a A b) =ka V ka = ka 11 kb;

3) a, b¢ L=k(a n b) =T(a V b) = ka A\ kb = kal1kb.

Les autres égalités se démontrent de facon analogue.

Observons maintenant que — de méme que les composants opposés
U, et U, forment une unité ('opération n) — les paires de treillis duals
de (2.1) déterminent une unité — les bitreillis — ot les notions droit et
gauche ne sont pas équivalentes.

En tenant compte de l'ordre de génération des huit treillis nous
pouvons dire qu’entre les paires de treillis de (2.1) il existe 'ordre suivant
de génération
(2.2) (T, Tr)o (Ty, Th)e (I, Ts)e> (T Ty) e (Tr, Th).
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A partir d’une telle paire de treillis sur le segment [0,1], en espéce
la paire (7', T,), dans [1] on a déja définies et étudiées les espaces bito-
pologiques flous. Dans un article futur nous nous proposons d’approfon-
dir cette étude, en envisageant, les auires trois espaces bitopologiques,
déterminés par les paires de treillis de (2.2).
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