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1RETUDE D'UN MODRBLE D’ATTENTE AVEC DRUX
STATIONS
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(Cluj-Napoca}

1. Dans sa thése [2], G. C. Ghirtis considere le systéme d'attente
avec deux stations, S; et S,, dont les arrivées sont poissonnicnes, les lois
de service sont exponentielles (ayant le méme paramatre pour les deux sta-
tions) et les files d'attente sont limités. Une unité arrivé dans ce . systéme
prend place dans le file de 8, si ce file n’est pas complet, ou dans le file
de 8, si le file de 8, est complet mais celui de S, ne Iest pas, ou quilte
définitivement le systéme si les files des deux stations sont complétes.

Dans le travail [3] le méme auteur étudie un systéme d’attente
plus général supposant que les services exponentielles des deux stations
ont des paramétres differents. _

ans ce travail on considere le systome d’atbente avee deux stations,
S, el S., ayant les files d'abtente limitées (au pius K unités pour le file
de 8, et au plus N unites pour celui de S,) avee les lois de gervice expo-
nentielles négatives de parametre r, pour 8, et ry pour S dans leguel
les arrivées sont poissonnienes de paraméfre ¢, mais ol SUppPoOse q'une
unité arrivée dans le systéme choisit la station 8, avee la probabilité b,
ou la station S, avec la probabilité hp=1 — b, (Le cas by = 1 revient au
systéme étudié dans [3] et le cas b, = 1 el r = r, revient au systéme
¢tudié dans [2]).

Soit X;(f) le nombre des unités qui se trouvent dans le file d’attente
de la station 8, & Vinstant ¢, i= 1, 2. 5i l'unité arrivée & linstant 7
o choisi 1a station S, et X;(t) < I elle prend place dans le file d’abtente de
cette station, si Aj(f)= K mais Ly(t) < N Iunité prend place dans le file
de S, et si Xy(1)= K el X,(t)= N alors 'unité quite définitivement le
systéme. De méme, si l'unité arrivé & Vinstant ¢ a choisi la station 8, elle
prend place dans le file de cotte station si Xy(f) < N, prende place dans
le file de 8, si Xy(t)= N maig X,({) < K, ou quitte définitivement le
systome si X,(t) = N et X;(1) = I

On suppose que le temps nécessaire pour gue 'unité passe d’un file
& Uautre est égal & zéro.

2, Soit Py (1) la probabilité qu'h Vinstant ¢ dans le file de 1a sta-
tion S, sont &k unités et dans le file de 1o station 8, sont # unités. Le modéele
mathématique du systéme d’atiente considéré est le systéme des équa-
tions différentielles

(1) Poolty= — aPyo(l) -+ r1.P,0(8) -+ 7o P (1),
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(2) 'P(')s”(t) il (a; + TGZ)PO."( ) + (‘b P 0,7— ]( ) + & Pl II( ) + » -P() n+]_( )
pour'n'= "1} 250 AN

(3)  Ponlt)y= — (e Pg)Pon(t) + aby Py, noa(t)y A 1 Pyalt),

(4) o) = — (& )P 0( ) + aby Pr_10(t) + 11 Prrrelt) 73 P 1(1)
pour k=1, 2, ool =+ 15

(5) L) = — (a4 ) Pralt) + @b Prlia(t) + absPra_(t) -

“|'7P141n()+721A7M1()
pour k=1, 2, ..., K —1 et n=1, 2, sl N1 1y

(6) Pix(ty= — (@4 r, + ra)Pinl) + alPr_ (1) +
|(1bPN()‘|"7]1+1V()
powr b= 1, 2,000 7 3y

(7) Pl

{ (a4 ) Prolt) + @by Pr_yo(t) + 7, o Pr (1),
(8) Pralt

— (o 1y A ) Prnll) d @ Pr_ya(t) aPra (1) -+
+ 7'21 K_n+1( )
9) iy (t)yes 2= P o) Px 5(t) -+ aPg wn(t) + Py 11}

On plouve que la relation naturelle

10) ¥ g P a(fi=d
k=0 n=
est une consequenfc de (1)—(9).
Pour le cas du régime permanent Py () = pin (done Pi.(t) = 0)

le modéle mathématique sera
11)  — aPeo + TiPro T T A
)

(
(12)  — (@ -+ 73)Pos + abePon_y + 71P1n + raPo i1 = 9
pour n'= 1,'2, ..., N'=—71,

f

) —
VI
)
pour n=1,"2"". N —1,

et

(13) — (@ )Py + abypon-1+ mpy = 0,

(14) — (@ 7)Pro + yPrr0 + NPrr1o + ePi =0
FRGRrNRL I NDr 1 5 K T,

(15) — (@4 ryt re)Prn @b Pr_in + @OgPracy + MPrrin + ToPray = 0
pour k= 1,2, ..., K — 1 et n=1, 2, ..., N —1,

(16) — (@ + ry+ ro)Pux - @Proyx + @byPry—1 T P1Prsry = 0
pour k=1, 2, ..., K — 1

(A7) — (@4 r)pro + @byPr_y + "ePri1= 0,

A8) — (a4 1+ T)0ga + @O Pg 10t PRy + Popraer = 0
pour # =1, 2, ..., N —1.

(19) — -+ re)Puy + Pr-1w + epry-1= 0,
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les probabilités des dlats véritiant aussi fa velation naturelle

Iy N
(20) Y% pee= 1.
k=0 n=0

3. On appelle équation de rang (F, n) Péquation du systeme (1)—(9)
ayant Py (1 ) comine membre Omu(he Ton multipliant par o y* Uéquation
de rang (k, 7) du systéme (1)—(9) et en faissant la somine pdl rapport
a ket n oon obtient

& n R
@V %Y P = — (0 7 k) 3R e Pt +
k=0 n==0 k-0 =0
K ] N
+ 1 Y, A Po(8) + 1Y, Y Py () + @y Pr () +
k=0 =0
K N . I .
4 aby 3% @y Py n{t) 1 aby 3, @yt P (8) +
I k=1 =1 A=0

N

I
+ ab Y Y Pr_q (b)) + aby ¥, aFy" Py +

k=1 n==1
KX—1 N N N—1
+rn Yy P e Y Y TN LR (R
r=0hn=0 k=0 n=0
Soit
N N—1
(22) Gle, ¥, =%, Y, @'y" Pi(l)
fz=0 n=0

la fonction génératrice de probabilité. Alors

A EppXapalyagt ity éG(a, y, B
(20) };J }_J ;');y/‘;UT.P"_'”([) - _”__ ? ]
k=0 1t—=0 ot
s 1 o8G(w, y, 1)
(24) RS TR M T LU
k=t Nt J 7/1\'
. Dl 1 o%G(wy y, )
(25) oyt Py a(t) == ’ Ay W BT
,?io p K DaX
ot
e . 1
{26) Lyll) =7

Ai \7

Alnsi, Liorelation (21) poura &lre écvite

@ny L

%

iy, t 1
4 1) = — ab (L — o)+ aby(L — y) + J'l(vi — )—l—

| L (l N VL') '("('z',\ Y5 f) i
Y

S
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ab ONG(w, ¥, 1) ab, MG (x; y, 1)
ey gy — D D T (y — gy —— =
o oy Y e
N LA 1Y &
(1= ) B Po o+ 7, (1= ) B o reoit
€T n=0 «l/ k=0
. afy™ NGy y, 1)
Gab (1 — )+ ab,(1 — - ;
1 y) o ;) = I('N' 0o oyN
Pour le cas du régime permanent, dénotant
K N
(28) Y Y @y pea = gz, ¥)
k 0 n=0
on trouve l’équation
‘ 1
29)  — ab(l — @)+ aby(l — y) + rl(l ~ ~f«) + 1 (L A »;/~)‘g<w, y) +
; v ;
by e Oz, y) | aby . 9%glw; y)
S22y — ¥ — L (Y — )t ——————
g ( /)y oy e (¥ ) s
1\ X 1) X .,
+ 7 (1 - ") Z Y"Pon -+ T2 (1 - ~) Yy 2" pro 4
T ] n=0 Y J k=0

A g ) g
KIN!  0aXoy™ )
Connaissant les probabilités Py o(t) et Py, (f), respectivement pie
et po uy les équations (27) et (29) pelmettent la détermination de G(z, ¥, 1),

rospe(’tlvcment de g(x, y)-
En dcrl\"mt (29) de J{ -+ 1 fois par rapport & z on trouve Pexpressiomn

4 aby(1 — ) + aby(1

de la somme }J/“ Po.n- Dun fagon similaire, en dérivant (29) de N + ¥
n=I0

fois par rapport & ¥ on trouve Iexpression de la somme ¥ Si Jes:
]! .0-

K=
expressions ainsi obtenues sont introduites dans (29) on obment

, 0", y) Mgl y) | 4y 95 V9@, ¥)
30 Ag(a, y)+ B—L0 200 ¢ ZAE D AL
( ) IJ( 7 -/)_'_ a{[)l\ ay}\, + awha:’/",\r

K41 ah+1 1(/( v ) N1 01\’+1 ]_(](/l/, Z/)
L ng B, _?() K41t 1_ + glz JA TP 0s
ol
(31) A= — aby[1 + Ko — (K + 1)%*] — aby[1 + Ny — (N +1)%y%] —

—Uﬁ+w%1~3y4N+mu@_1}
x Y

i MODELLE D’ATTENTE AVEC DEUX STATIONS 171

; t
(32) DB = ,;}()T l— (I( F}~ 1)) K+‘> + ]((I( 4 r)) I\+1_f
+ KK + Da"*y — (K2 + K 4+ N)a®y 4 (N - DaXy?],
b, :
(33) C = *(” [*‘ (N 4 12y + N(N + 2Vt N(N 4 1y¥tie —

— (N2 N+ Ky¥a + (K + Ly¥at),
. . b
(34) D= SR LRICF D2y ()~ (K NN Ly

+ (K 2N2 + I+ 3N)a"y¥+t — (N + 1)2"y¥+2]

gy VW R Dy et — (NS K N I Lyt
(V2 27 N 4 BIy R — (I Dyane,
{82) i Bsimdir i s S hmn -'1*”)(1(({(;;1)7!1)!’ P28, . K1
et
(36) €y = (1) (it _‘,/_j)uv(%;i_);) e 5ms, 1

. . Pour le cas particulier I = N = 1 la solution du systéme d’équa-
tions (Ll) (19) cst

(37) Poo = T (a1 1),
(38) Do = “1" Lo 4 by(r, + 7)),
(39) Pro= "2 Lot bl 1))
(40) Py == ~j}i (@ - byr) 4 byry)
ol

(41) L= (a4 v 4 r)(a* + abyy, 4+ abyry 4 179) 4+ aryr,.

Pour le méme cas particulier, en régime lransitoire, on utilise la
méthode d’approximation décrite dans le travail |[4]. On dénote

Py (1) = Py(t), Poi(t) = DPi(t), P o(t)= Pyft), P,(t) = Py(l) cl
le systeme (1)—(9) peut étre éerit

(42) Pty = MP()
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ou
—a i r 0 Py
Do ahy — e} 1y) 4 iy ot Py ,Pl(t)
b, 0 — (a0 - ) Ty Py(l)
0 o — () Py(t)
En supposant qu’i Pinstant £ = 0 le systeme d’attente est vide,
1
1(43) P(0) = 0
0
0

T.a solution de Péauation (42) peut élre derite

(44) Pi) = P0)e.

Ainsi, Je probleme est réduit an calcul des ¢lements de la matrice .

On swit gue

- v ! M A
(45) e = 1 4 = 4 =
iyt 21

Ia série ¢tant absolument convergente. (ITei % dénote la matrice unité
d’ordre 4).

Pour t = ik, h = constante, i= 1,2, ... on peut éerire

' o A2 ¥

A MU __ gL S S L B 8
On dénete

. : Mh M2h? Aimhe
4 Py = B4l L B ot —
(#7) 11 t ! { § in !
et on considdre les approximations
(48) P(ih) = P(0) D,

Bi dans (47) on prend me= 1, on trouve

(49) 13 == B+ Mh=
1 — ha hr, hry i
hab, 1 — k(e - 1y) G Iy
- hab, 0 T — kia -F #p) fir,
0 & ha t— k(e 4 7y)
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et (48) donne

I
= 0
(b0 P0) = )
0
\ O
1— la (1 — 20 + h2a(a -+ by - Dyr0)

Ll haho(2 — Zha — hry

Ph) ~ ! , PRl , '(_ » 2\

hab, hah (2 — 2hie — D)

0 \ I2a®

Le procddé d’approximation atilisé est équivalent, pouwr m = 1,
avee Ja méthode de Buler (11 ).
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