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POINTS FIXES COMMUNS

MIHAT CRACIUN
(Pascani)

Introduetion. Dang cet, atticle on présente quelques théorémes d’exig-
tence des points fixes co DuUNuns pour deux applications en espaces métri-
ques, complets ou la matrique de Pespace satisfait des inégalités non-
linéaires,

Définition 1. Soit X un ensemble et # = {f,|; el fit X - X1 Le
point z e X est un point fixe commun bour la famille % et Jil&) = 2
Viel !

L’ensemble des points fixes communs de Ig famille ¥ est noteé par :

Fo = {elfda) =2, . Viel, ge X1

3

Définition 2¢ Soit (X, d) un espace métrique. L’application Jir X
— A" est une application Picard 8'il y a #* e X a4
Iy = {a*}

et (f"(2y))nemn converge & x*(uniforme) pour tout Ly € N,

Théoréme 1. Soit (X, d) un espace métrique complet et g X - X,
deux applications ayant lg propriéié qu'ily a o R.'— R.) continu et ausst

2(0) =0, o(r) < ;, V7 eR¥, E () <co, ViR, de soite que :
k=1

AH o), 9(y) < dlw, y) + o(d(s, 99)), VYa, yeX (1)

Dans ces conditions d # F, < F,
Démonstration. On considére la suite :

1= o), @y = g(@y), @y = f(0), @, — 9(@s), . ..,
Pan = §(@ou_1), Tpusy = f(n,) .. .,
@, arbitraire de X.
Wy, Bpi1) = AG(Byoy), f(20)) — UG @on-1), (9 @00-1))) <
S sy Gons) - @Ay, G2101))) = 9 d(g0s, 0) <

- S M d(wy, ).
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Par conséquent, d(w,, @,,1) < ¢"(d(xy, ®1)) et on aura
d(.’lf,,ﬁp, 37,,) < CP“+]) ( (')’0) wl)) ;Hp 2( ( ‘09 T])) + +
+ o"(d(x,, 2)) = n — 0o

il en résulte la suite (x,) qui est une suite Cauchy et, puisque X' est un
espace metrique complet, on aura 2z, — a* e X. On montre que z* est
un point fixe pour g; on a:

05

d(a*, g(a*)) < d(@™, Tpun) + ULounery gla™)) =
= d(a*, Tyni1) + A(f(war), g(2*)) = A&, Bouir) + AAG(#20-2))y 9(27%)) <
< AUw*, Byuar) | A@gug, %) - o(d(@gn-1, §(27))),
on a obtenn (que :
A, (o)) < d(@¥, 2aam) | AT am, 2%) +

4+ o(d(@y -y g(a*))), on fait » — co il en résulte
d(a*, g(z*)) < old(a*, g(2¥))) < 366(97',0(03“‘»;

il en résulte d(a*, g(z*)) = 0 donc o* = g(a*).
Partant de Uhypotheése z* = ¢(#*), montrons que o* = f(a*).
Selon Vidée du professeur T.ARUS, on fait # = y en (1); il en résulte :

A(f(g(2), g(®)) < o(d(w, glz)), v* e Fy, done a* = g(a*),
et il en résulte nnmédiatement gue
d(f(z*), 2*) < e(d(@*, o) = 9(0) = 0 = f(z*) = a*,

Observations. 1. On pouvail poser la cond1t1on o(ry <7, V7 eRE

2°. Si ¢ = 0'en (1), on a d(f(g(x)), f(,J;onfa,lt x =1y et
on obtient d(f(g(z)), ¢g(x)) < 0; il en 1bsu1te f(g( = ¢(x), donc F, =

= {g(2) |z € X}
Tie probléme se pose quand ¥, = F; — {#*}. La théoréme suivant résond

& ce probléme.
Théoréme 2. Soit (X, d) un espace métrique complet et f, g: X - X
deux aplications ayant la p?opméte quwil y o ¢ : R.— Ry continuu et ausst

p(0) = 0, cp(’l‘)<7?, 9e|R+,‘§J<p ) << oo, VielRy, de sorte que:

k=1

a(f(g(»)), 9(y)) < Pdlw,y) + o(d(®, 9(y)))  (2)
s 1
Vo, yeX et Be]O,E[

Dans ces conditions on &: F, = F, = {w*}.
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Démonstration. On a i prouver 1’
. un x g e e
conformément au théorémepl Soit 1e1be do a7, le resto étant justifié

o* = g(@*), y* = g(y*); on a
U™ ) = A, 9(5™) < U™ Bgur) + Ugney, gly¥)) =
= A% Boura) - Af(9@20-))y 90%) < A%, Wa0a) + By, 1*) +
T @ Mean-g; 9(5*)) < AUw¥, Byusy) + BA(@a-sy, y*) 4

1 % U0y gly*)).
On a obtenu :
da*y y*) < A>*, Do) | Bd(y, J*)—["—*d(wzn b 9H*).
On fait n — co dans la derniére relation : il en résulte
A, 1) < () e, y)
on obtient d(z*, y*) = 0 c’est-a-dire z* - y*. Pour z* — g(x¥), o* =

= fla*), y* = f(y*) on a:

U™, y*) = difg(a), Jy*) < Bdla*, y%) + old(a*, flg*)) <

< (B —I—é) d(a*, y*)

qui implique d(z*, y*) = 0 done z* — y*, Clest-a-dire F, = F, = {s*},

Observations. Si f —
gen (2), on obtient dans les conditions de 1’é
glie f est une application Picard. Lorsque f est une apphc:a,mon( ePI gnoélll e
8U aussi une application Picard. o

Quant aux i )
S L ot o :lmbes des applications, on peut donner le théoréme sui-
Aulgn( @), 9u(@)) < WA(w, gu(2)), ¥ neN, avee
$: Ry +R,, ¢ continue ot $(0) = 0.

Théoréme 3. Soit (X, @) un cspaw métrique complet et f., ¢+ X — X
deum suites dapplications fn—>f, 9 37 9. 81 -
i) r, + 0O, VY 2 e [N,

(ii) f et g satisfont les condits
o o ' thions duw théoréme 2; alors on a 1Ky, o By

Démonstration ;: On a d(x
. 1 n ‘/'v T ? n
9l ) &=, ¢(0) =0 il en resulte’ o{,(ﬁf (@, )( (el ahih el o e
ar consequent 3 =1 F '
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Soit

*) = l((n .%‘”) f(m*)) <
@, € Iy, on & d(w,, %) dlg.(x,),

/AN

A(ga(,), 9(2a)) + Bdla, 2%) + o(dg(w,), ©*))
< A% /Yy

d

. A )) 7‘— o d’(gn(mn)7 '/B*) =
i i ¥l l(g(mll)7 .(/h.( n
< d(gal®m,), glawn)) -+ pd(a,, @*) 4 o

[ ]

1 &
- — d(wx,, x*).
b @) -+ B - dlg(@, o(0) + -l
A(Gny (®2), gl
Done :
2%) < —2 dgy (@), 9(@))-
d(.’I}”, = 1 —-2B |
)y —» 0 done 2, — a®.
fait n — oo, il en résulte d(x,), 2*) — 0
On fait # - oo, . | !
Commentaires. On pouvait demander P o
U ol gn(@a)), () < dlw, ) - bld(2, g,
A Tl §u n})y n

3 > * m R"’? Cll 2 2 @€ 1)7 pou'l & ot
h
=]

7 , 393 929, Zec et
l l|(50| PINC 4 i [ 7 17": e ( 6’)’16’!'CLZ'L86 CO?flp
4 801: (.(1, d) un 6Spa0 me .?g/l /LJ, . ?/ G n znl
- Y d . C(]Jpl‘icatio’nl a,y(,t (] ld P p g d <P . + -
f? g ’

i~ H(t), < oo,
L (0) 0, o(r)<<r, ¥7reRIN{0}, nelN, ;E'l @ lo’s)
) i 1 ¢
continu et qusst ¢

Bl i

"t que : "
teR% \ {0} de sor S
R d(f(g(x));, 9(y)) < Az, y) 4 old(@, 9(y))), ¥V @, ¥y
: (g(x)), <
: ‘ -
Dans ces conditions: @ # I, < F, )
! Démonstration. Voir le théoreme 1.

orenie «< 4] ) 5 ) 1186 0017Lpl€ A )
[ .t (.z‘ d) UN ,Sp(l/ce 77?/ /),"lq/u ge '/61 a} o
g H ,K_ +

Ly \ K1) < oo,
(r) < 1 (I —A) -r, VreR2\ {0}, k§:1<p()
) 0, o(r) <
et ausst  ¢(0) y .
V te IR de sorte que: A0 i
(@), 9(y)) < Ad(z, y) -+ o(d(z, ¢(y))), L
i gent ¢ zéro. Dans ces conditions, on a If; = Iy =
et A est conver zéro.

joute
PR < on y aJOu
B héoréme 2 o
. tration du ications, on pe
T 1 la demons ) ites d'applica ) |
DéhoRSavioD) Vg;sentielle. Pour des suites q(;tig%it les hypotheses
des modifications no;luivant qui se produit si on &
5 oreme ’
donner le thé
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Supplémentajreg Suivantes .

d(fﬂ(gn(w)); gu(x))

< ‘P(d(xy 9u(w))),
continue ef $(0) = ¢,

Théoréme ¢ Noit {
g X = X, deun Suites d'q

(i) r, 9, Yue IN,
(ii) f et g satistait leg conditiony gy thé
alors on g Ly = f

Fy et vy, er,  », 2% pouy

X, d) up espace métrique ¢y,

pplications Ju % 5 o

oréme 5,
n— co,
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