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(18)

C'el,S.'- U*ittg the ploperties of Ilclnstein pol¡'riornials.ancl the c'lefinition of
Hausclorff dista,ñce-rve can say (18) is true, if the ineqlalitv

19,(oo i r;,) ) - llt -l tuItr' \

holcls, rvhere n), - )\n-r ln ta, 0 < À < 1.
We calculate

, I 
nr * "'( ; )] 'tt.,.(,-'i)

: -M )- M(1 - ),tl,-r ln it,)"'

Consequently

Ru( oo a;¡) ) -- M + l'11 exP( - 7. In n')

or

Il,,(oo) r) ) -'V i }[rt ^,

fot' evcl'\' J'¡ - ).?ù-1 ln zl, 0 < 7. < 1-.

Norv rve take into' accottnl lhal,

tt,-)' > n,-r ltt' n,

when 0 < À <1 anrl Prove (18)'
Finallv, it is evident (15) ancl (18) I'ieltl (2).
lìhe proof is comPlete.

No¡, ¡-e sìra,ll prgve that 1ot' riuffjcient,l-y l:ìr'ge rz l,lte irrequality

t(f0, 1l I ,/ì,,(onl, oo¡ 2111'
1t,

-Iìn(onirr,) :-Ml, 
"Fl.^-;l>/,ò(ìo;¡l

-- -M )- 1VI1t",o@7,)

tt/\'fl I r.ììt,\.t. fo.\ tì tì\ I'lì t), \\r\t,\-rjþt Nt.tltìtr ì 1r¡,¡.;J.r.r. r)Ilr.ttrorrli i.r¡.: i.,,\t,t,rtrr.,ril,r;ii,ì..,,,,
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IJOINTS trIXES COI{I\{UNS

ì{II{¡\I CR.ICII lx
(paçcani)

I¡rfrotl'c(iq'r.,t]3,11^cet ar,ticle on ¡.esente querq'es théorèrnes d,exis_ûetrce des ¡roints 
'ires 

conlrnuns porr, .ieu,i a1,prìcati'ns 
"î "n1,u""* rnót.i_

,:ïiìirå3l"urets 
oir ra nratriquc'¿e |eìpace'satisfriL rres irrrrsaril t,,s ¡r.rr_

Ðófiuition l. SoiL. ) ¡ru cnsenrl.¡lc tb Ø: i/,|i. 1,,1,:-l __\.1. t,e
o:j""r,r: 

e -1- est un ,oi.t tiro 
"äir,n",,o 1,or,, la 

,íåi'iilå, 
Ø 

"L 1.,(t.) _ ,v,
L'ensembre cles points fixes co*rrnuns ae ta fami'e _ã, est noteé par :

]no: {ølJ,@): n, y i,er, ø e J}.
Dófinirion 2r soit (-\', úr) rrn esr)acc urét'it1ue. L,appìicati'rr;f : -, --+* -Y cst unc appticarion 'l,iãui.i';;ìíi . ø,s e .\. a.j.

X', - {n+}
et (J'''(n)),,6s{ converge à rr*lunifor.nre) pour tout øo e ,\_.

Tlróorèmo l. Soit ( e,métt,iqu cttttt,¡tlet rt .1., !l: -\ _> X.dcut: ttpplicatitttts ø1¡ant .Lt, ll q, q. ,], R,.,) continuet, aussi.
P(0): o, ç(r) 

" rl ,o {co, V e R* de soite que:

tt(f(g(n)), g(y)) < d(n, y) )_ e@,e;, n(ù)),
Døns ces cond,itiot¿s @ I Ilo c: Fr.

I)ém,onstratíon. On considdre Ia suite :

h: Í(no), rz : g(n)t nz: l(rz), n4: g(n),
(t2o : g(nro_ r), n2nn, :.f(nrr) ,. . . ,

de .1.

tl(nro, rrnrl) : d,(g(n2,.-r), l@r*)) : tt(g(ær,_r), .Í'(g(nr,_r))) <
-( d(ø"'-" ßz'-ì I 

.r.'.u'!'r::',rn;rî,', *',,r,r: 
eet(a2,-t, a,o)) 4
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Par conséquettí, il(a,,, ârnrr) { g"Ql(no, øt)) et on aln'ar

il(:r,u+1,t r,, ) { ft'+t'-1(il.(ü()t rr)) -l- g'1n-z(d,(no, trr)) *. . . +
I 9"(d(ro, ø)) --+ 0 ; 'tL + cx)

il en résull,c la suite (r,,) clui est une suite Cauclty et, puisc¡ue 'Y est' un
espâce utetlique complet, on ¿ìt1t'â frn + fr't'u ..-I. On montre que r* est
rrn point fixe pour' g; on a :

d(n'F, g(n*)) { cl(l;*, !r2,4r) -l cl('ï2n-rrt u@*)) :

: d'(n*, fr2,.,r) I cl(f(n",,), rl@4)) : cl(n't', nzu*t) I- d(fØ@t^''))' g(ø*)) <

ç rl(ø{', #2,+L) | c|(rr,,--r, r*) lgkl(rr"-r,9('t*)))t
on a obtenu ciue :

d(tt.*", o(n*)) ç r7(rt', rreu+r) -'l- r7(rrr, ,-r, r*) -l

! <p(rl(nr,-r, l(o'F))), on fait fl 1ç6 il en résulte

cl(n*, g(n*)) ( g(d(o'r', g(n*))) < a d(ø*, g(n*));
2

il en résnlLc d'(u*, g(n*)): 0 tlono a"" : g(r*).
Partant de I'h¡'potirèse ør' : 9(¿'l'), tnon'lt'otll'l clue ø* : I@r')-
Selon f iclóe diiprofesseur LA.ÍìUS, on lait n : lJ en (1); il en résu1te:

ct(f(g(r)), g(n)) < p(d(n, g(n)), n* e fi-o donc ¡u'F : g(n*),

et il en résull,e irnrnécliatemenl clue

cL(t@'F), ø'r') <, q(d(n+, rn*)) : 9(0) :0 +/(ø*) : o*'

Obseruutions. 1. On pouvail, poser la condition ç(r) (r', Vl e RT'
2'. Si I : 0en(1), ona d'(JØ@))' g(r)) < l@, 3/); on fait n :-! øt

on obbient d,(,f(g(n)), g(t)) < 0; il en résulte lQ@)) : 9@), donc F :
: {g(n)ln e Xl.
Le problème se pose _quancl I¡ : Io: {ø*}. L,a i,héorème suivant ré,sond
à ce proì:lème.

l'héorème 2. Soi't (X, d,) '¿Ln, espace métrigw co'm,plet et Í, I , X - X
d,eun aplications ayuntla proptriété t1u'il y ø g: [R.,- n R* cotttrittuu et aussf

ï6g(0):0, p(r) < -)V le[R]:,5 q*(¿)(æ, Vf e [R*¡ dc sorte rluez

d(lØ@)), s(v)) < þd(n, a) I ç@@, s@))) (2)

Y n, lJ e.I ct, p . I O,*[,,2L

Ðans ces cond'i,tions on ù" z F¡ : Fo: {,u'41,

Démon'stratioc¿.,()na, à prouver ltunicité de n*,le reste ét^nt justifiécorformémenl, au théorème 1. $it-
-)'' - g(tr:*)¡ y'; : g(U*); on a,

d(no', y"): d(r',, g(y,,,)) { d(n',, nz,n.t) _l d(nrn*r, g(y,,)):
d,(n*, n2,,,,r) i d,(f(g@r,-r)), g(y*)) ( d(ø{,, nzn*t) -l þil(nr,_r, !/r,) +

t g(rl(ur,,-r, g(y"))) ( d(øt,, nzn+1) { þd(rro_r, u,t,) +
'l

| ::_ rl(,rr,, _ u g(y*)).

0n a ol¡tenu:

tl(n*, y*) ( c7(r*, mz,+1) j pd(nrn_r, a\+; d(nrn_r, g@*))

On fait n, + cÐ clans la clernière relation : il en résulte

on obl,ient d(n*. r1r,):0 c'est_à_clire ø* : y+. pour ø* : g(r*), n* _: l(ær'), y* : l(y*)'on a :

cl(nx', y*): d,ffØ@a,)), j(y+)) ( pd(rx, y*) + ç(d(æ*, /(y"))) <

* lP + ]-)01,*, ,*¡\ 2)
ctrui impliqte d,(rx', !/+) :0 ilonc n* : !J,F, c'est-à-dire F¡: ro: {r*}.

btient clans les conditions cle l,énoncé
sque / est une application picard, g

ns, on peut clonner le ilréorème sui_

il(Î,(g,(ø)), g.(r))< ,þ(¿t(ø, g.(n))), V rz e flrf, ar.ec

ü' IR* -a [R*, Q continue et tþ(0) : 0.
'l'lréoròrne 3. Boit (X, d,) u,n asp rce ntétr.ique com7ùet at fu,¡ g,,: X _> Xrleun su,ites d,la,pplicutions f,þ¡, g, + g. S¡
(i) xr,, + Ø, v ra e [Jtf ,

u, ,,(1 l^,.ut 
O sat'isfontlas conrl,ítions clu,théorème2; alorson*:I¡,,- Fen

nétt¡onsl't'tttio" 
i, 9'.-t ! d(,?,, I,(*,,)) :- :t(g,(n,), Í,(g,(r,))) { Qet(r,,g"(n,))):. ü(0) : 0 iI en resuiüe' ä,',,"': .1,,(no).l'ar conséquenb : I.ro - 1,ro. 't'
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Soil,

fil¿ e llsti ol'ì. ù d(nr¿, n*) - cl(.g,(nr), /(r*)) <

4 d(g,(t:,,), g(n,,)) )- piL(t;,, et'r) + ç(d(g(r,), ø*)) {

< tl(gu@), g(.r,)) | pd(r,,, æ't) | 
1r,I(y(r,,¡, ,J,,(,,',,)) I 

l, 
,l1y¡,,ç*,,), ,úx) :

tl(1¡,,, (r,,), g(r,,)) | þl(r,,,r't') i j il(t¡,,(t',,), tl(r,)) 1 -l rl(t,,, r*).

Donc:

5

_})oiu¿s f¡x(!s coltìÎìUtìs

supplémentaires 
suiva.ntes :

155

.",r,"I1;'n;'î',';,t:':" < 'l'(¿i(ø, {/,(n)¡¡, v rz e r}rr, er .f, , rRi -, rRi

' 
u,:t:o ;:'r',,:;:;:" r "'1'' ;;, 

u, s é tt er rtt is é c om1ttet et

r"l concritio¡ 

rt' x J' !1"7o' uo

a, u e nr,,'," i,'":* *,!,u, :I,::lîi: u,,
d(r,,, t'ü') ( ,l,ro ,l(,J,,(fr,,), g(r,,)).

-L -- 2P

On fail, ,n, + 6)j il en r'ésul|e d(n,), ø*) - 0 donc c)n --+ N).

Com,n¿,ett,tait'¿s. On pouvait clernancler :

cl(f"(9,(r")), g"(lt)) < d(ø, y) -l þ(it(r, g,(y))) (3)

V rz e [\, ü¡ lJ e 'T et rt7: IR* -, ]R*, ,þ continue et tf(0) : O.

Lorserle ,l 0 en (3), onad(,:Í"(9,,(n)), g"(y)) ( d(ø, 3r), pour 6: lJ oÍl
obtient $, {g"(n)ln e X) et, rø e [rl.
De pareils résr-Lltats appareissent dans Ie casoù (X,d)estunespacernét,rique
généralisé. On les présente ci-dessous.

Thóorèrne /t. Soit (X, d) un espace rn,étri,que genércù'tsó cornplet' et

,f , g: X -' X, d,eua appticaiiotrs a,yant la, propriété qu,'il t1 ø g: [R1i -' [R?n

aontinntt,etanssi p(0) :0, q(i'){?', Vr e tR'}\{0}, ru e [¡1, Ë çt(r) 1@¡

v ú e IRii \ {0} d,e sorte que z [i]¿";?'r1j h='1

' a(flg(n)), s@)) < d(n, y) I pkt(n, s(y))), Y n, tt e X. (4)

Dans ces conclitions : Ø * n'o ,- Tr.

1.. Démonstration. Yoir le théorerne 1.

'fhóorèmc 5, Soit (X, d) rLn espûce m,el,rique gén,éralisé conr,plet ct f,
g : X -' X deu,r applications ayant la ltroptriété que 19 : lRl ---u R!, cott'tinu'u'

et aussi e(0) :0, q(r')"*t¡ -A) .r', Yt' e Ri \{0}, i e'(f) <.o,
2 k-I

V ¿ e IRi dc sorte que :

d(l@@)), s(y)) < Ad(u,file(l(r, g(y))), Vr, Ue Ã, AeM,,,,(R¡J

et A est conret'Tent ù, réro. Dans ces condil'iorts, on u n', :7'o : {n*}.
Déntonstt'atioqt,. Yoir la d.emonstlation du théor'ème 2 ; on 'r7 aioute

des modifications non essentielle. Pour cles suites cltapplications, on peuü
d.onner le théorème suivant clui se plocluit si on satisfait les hypothèses

RtijlltjtìlJN0Es
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