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1. En 1991, le 16 février, les disciples el les collaborateurs de
I'académicien Tiberiu Popoviciu ont rendu un hommage & la mémoire
de ce grand savant qui a enrichi les mathématiques modernes de
nouvelles directions de recherche et qui a été le fondateur de 1'école
roumaine de théorie de 'approximation et d’analyse numérique. La théo-
ric des fonctions convexes d’ordre supéricur qu’il a donnée dans sa
thése de doctorat, & Paris et qui a été développée dans beaucoup de ses
travaux a été et ne cesse pas d'étre le point de départ de nombreuses
recherches dont les auteurs se trouvent dans divers grands centres
universitaires du monde.

J'ai eu lagrande chance d’étre 1'éleve de Tiberiu Popoviciu. J’ai
suivi, comme étudiante, non seulement les cours qu'il donnait & la
Taculté de Mathématiques de Cluj, mais aussi le Séminaire scientifique
qu'il a fondé en 1947 & Cluj et dont le cercle d'idées était étroitement lié
& la théarie de ’approximation, la théorie de la convexité et 1’analyse
numérique. Le Séminaire dont je viens de parler était une école de
recherche. Les membres étaient de jeunes mathématiciens et aussi des
professeurs. ('est dans ce Séminaire que j'ai présenté les premiers résul-
tats que j'ai obtenus sur les fonctions doudes d’une propriété de conve-
xité. Tl est trés important de souligner que dansles recherches de Tiberiu
Popoviciu la convexité, I'approximation, Ia théorie du calcul (I’analyse
numérique) 6taient étroitement liées. La théorie de l'interpolation, aw
sens moderne, était le liant de ces trois directions dont j’'ai parlé.

Comme hommage & la mémoire de Tiberiu Popoviciu & 85 ans de
sa naissance, je vais m’arréter i certaines idées direclrices de la théorie
de la convexité.

2. Soit # = 0 un entier fixé et X < [R. Supposons que l'on a
card X = n -+ 2. Considérons une fonction f: X — [R. Désignons par
@, Vensemble des polynoémes de degré au plus égal & =. Les points
distinets

(1) Anhgs A Al e dy 2y S I as— 1pa2is el =T
érant donnds, on peut construire le polynéme de degré »

(2} P = L(2,; Lyy Xgy e o ydutr s J)



qui satisfait les conditions
T an My N o ¢ .
Plr) = f(ay), =1, 2, n 1

(!'GHI..][‘. polyndme d’interpolation de Lagrange de degré n attaché i la
ful‘_lt_tt-]'nn J et aux neuds (1), Pour construire le pniyuému (2), on 2a
u tilisG gseulement la restriction de la fonetion f aux neeuds (1). Désignons
c;‘ette restriction par 4. Le polynéme P ost un prolongement de h
Pensemble R, mais il est utile d’analyser ce prolongement seulenient
sur 'ensemble X oft 1a fouction / est détinie, i
. _Hi au_lieu de Pensemble 2, on considere un aulre ensemble de
t(lll()t;‘{.ﬂlﬁ F ayant la. propriété qu'il contient pour chaque enenble (1)
de points distincts un élément et un seul, £, satistaisant: les conditions
j_f_(u;f) =)y =l 2, byl 1, alors Ia fonction I est aussi une pro-
logement de la fonetion by Pensemihle X0 Dans nos traviaus e
nous ‘avony appelé un ‘ensemble Z dont les dlements sont des 1’01i(il’-i(;‘.’1".&:
continues sur X et qui satisfait les conditious d’existence et d'unicité
de 12} fonetion ' que nous ‘avons considérée plus haut, ensemble interpo-
latoire d’ordre m -1, sur X! En faisant une com paraison enlre { el le
prologement P(ou bien M), ot obtient des informations sur le f'r_'nfnmrf:-r.-—
ment, _de S par rapport anx éléments (e Pensemble 2, (ou bien #),
La veie la plus naturelle de faire cette comparaison est celle d'analyser
les ditférences f(a) — P(a) (ou bien f(x) — #(x)) pour xe \ ot @ = o,
Ui D AR R T _ I

Dans le cas & = 2, cette différence slex prime d’une manicre élé-
gante. Soit @ = x,,, et

(3) BT By S < By 5L Wiy

Dansg ce cas
(4) f("crH—?,) il L(gvn; Hay Loy o Py -Iy) (41'11,)—2) i
= (Tnag " 1) (W — L) oo A Busg — Toar) [0, o,y . . %t s [

Par [@y, @y .o ouie s f] on a désigné la ditférence divisée de la fonction
S sur les points @y, @, . . o¥g. S les inégalités (3) sont satisfaites alors,
d’apres la formule (4), le signe de la différence f(@4ip) — Plit,,) est le
signe de la différence divisée [w,, @, .. il £ A Compte tenu.sdu cefte
situnation, on peut considérer, comme dans les travaux [5] et [G], la
classe des fonetions f pour lesquelles I'une et toujours la méme des cing
conditions '
(5) J(@usg) — Plagy) >0, 2 0, = 0, <0, <0

7
est remplie, quels que soient les points (3) de Pensemble XX, Ou arrive
ainsi, & la définition qui a été donnée par Tiberiu Popoviciu [5]. Nous
allons donner ici les définitions de Tiberin Popoviciu.
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DriNtrion 1. La fonetion: f s’appelle convexe (non concave, poly-
ndmiale, non convexe, respectivement concave) d’ordre 2 sur ensem-
ble X' sil'on a dans (5) le signe > 0 (= 0, = 0, < 0 respectivement <0),
toujours, quels que soient les points (3) de Pensemble _V.

DuwiNIoN 2. La fonclion f s’appeile convexe (non concave, poly-
iomiale, non convexe respectivement concave) d’ordre »n sur X, si Pon
a toujours

(G Ly, @y s 1> 0 (2 0, = 0, £ 0, respectivement << 0)
L1 #1940 5 ’ 2 ) ’ ) 1

quels que soient les points ay, @y, . . a5, de Vensemble Y.
Les deux définitions sont équivalentes.

3. SiH €2, el If ¢ 2, alors, quels que soient les points ay, 2y, ...,

<+ pagy ON A 0U hien, toujours, [y, 2y, . . a3 1> 0 ¢u hien, toujours,

[@y, @y . ylygs I < 0. On remarque, done, gue la propriété mtroduite

par les définitions 1 et 2 est une géndéralisation du comportement des

¢léments de Pensemble 2,4, par rapport aux éléments de Pensemble 2,.
Cette généralisation est assez naturelle car

(7) [2y, dag o g llnig s /| T l:"lh Loy oo yillyy s I |
ol
(8) ! Hyes L(gjlrl'], Ry gy e Tug 5 f)

L& velation d’égalité (7) peut ¢tre le point de départ pour obtenir de
nouvelles propriétés en remplacant la différence divisée [aq, 2o, . 2uis; - |
par d'autres fonctionnelles qui gardent les propriétés essentielles des
différences divisées.

4. Lies fonctions f pour lesquelles dans (5) on a, toujours, l'indga-
lité > 0 ou bien, toujours, inégalité << 0, ne peuvent prendre les valeurs
dan polyndéme de degré # qu’au plus sur # -- 1 points distinets de
Pengemble A, Si la fonction [ a cette propriété, alors mnous disons
quelle est (n -+ l)-valente par rapport & Pensemble £,, sur X. Clest
une tres importante propriété qu’on trouve, pour la premicre fois dans
la theése de doctorat [5] de Tiberiu Popoviciu. Cette propriété a eu un
grand role dans la théorie des fonections convexes d’ordre supérieur.

Les fonctions f: X — [R pour lesquelles une des cing situations qui
se présentent dans la formule (6) et toujours la méme a lieu, quels que
soient les points ay, @, .. .0 de Pensemble .V s’appellent fonctions
d’ordre n sur ’ensemble Y. Comme on peut facilement remarquer, les
éléments de ensemble Z,., sout des fonctions d’ordre = sur n’importe
quel ensemble .V contenant au moins # -+ 2 points distinets de R. On
peut done faire la suivante

Remarque. La classe des Tonctions d'ordre % sur un ensemble pré-
cigé représente une généralisation de ’ensemble P iy Clest-a-dire la
propriété d’une fonetion d’étre d’ordre = généralise ’appartenence a
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Pengemble Z,,;. On peut distinguer parmi les fonctions d’ordre » sur X
deux yous-ensembles

(9) CPuy X, +)={f:X >R [2, @yy...,¥ns5; []>0
quels que soient les points x; € X, 4 = 1, 2,...,m 4 2, distincts} et
(10) CPn X, =) =1{f:X > R|[a, By oo oy lptar JI<E05

quels que soint les points ;e X, 7 =1, 2,...n | 2, distinets}.

I’ensemble (9) contient les éléments de Py avee le coefficient de
a1t positif et les fonetions f qui ne se réduisent pas & des polynomes de
degré » 4 1 mais qui satistont Pinégalité
{11} [F1y Tgy e yliprgs [] >0
quels que soient les points ay, wy, ... 2,4,, distinets de X,

I’ensemble (10) contient les éléments de 2,., avec le coefficient de
a"+ négalif et les fonetions f qui ne se réduisent pas & des polynéraes
de degré » - 1 mais gqui satisfont inégalité
(12) Ly, gy .. Pute j] < 0,
quels que xoient les points ay, @y, .. .,ap4,, distincts de X.

I’existence des fonetions qui satisfont l'inégalité (11) quels que
soient les points wy, ay,...,&,4,, distinets de X et qui ne sont pas des
polyndmes de degré n 4 1 est assurée (pour des exemples voir [3]).
I/existence des fonetions qui satisfont 1'inégalité (12) quels que soient les
POIMLS &y 29, .. i1, distiiets de X et qui ne sont pas des polvnomes
de degré n —+ 1 est aussi assurée (voir [3]). 11 en résulte, done, que les
fonctions d'ordre », comme nous P'avons déja remarqué, nous donuent
une¢ vraie généralisation des polynomes de degré n -+ 1. I’ensemble des
fonetions d'ordre » sur un X préeisé contient les polyndmes de degré
7 - 1 et encore d'autres fonctions ne se réduisant pas A des polynodimnes.
Les éléments de Uensemble (9) et de Densemble (10) sont des fonctions
(n + 1)-valenies par rapport & Uensemble 2,. Cette proposition est fonda-
mentale dans la théorie des fonctions d’ordre #. D’une maniére naturelle
se pose la question de la validité de la réciproque de cette proposition.
Lia réciprogue n'est pas vraie (voir des exemples dans mon {ravail [3]).
Mais, comme on peut le voir dans [2] [3], le théoréme que nous allons
donner est vrai.

Tukoriyer 1. 8i la fonction f est conlinue swr Uintervalle [a, b] et
“elle est (n + 1)-valente par rapport ¢ Uensemble P, sur [a, b], alors
elle appartient & Uun des ensembles (9) ou (10), c'est-a-dire elle est con-
vewe ou concave d’ordre mosur [a, b].

Lie théoreme 1, formulé avec d’autres notations par Tiberiu Popo-
viciu, a été généraligé aussi pour le cas ot ensemble &, est remplacé
par un ensemble interpolatoire % qui n’est pas nécessairement lindaire
(voir mes travaux [1], [2] [3] et d’autres).
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L’idée de Tiberiu Popoviein de mettre en évidence les foncetions qui
ont la propri¢té d’étre (n -+ 1)-valentes par rapport & 2, a une trés grande
importance pour la théorie de la convexité d’ordre supérieur et pour
les généralisations de cette théorie. Ainsi, dans [3], nous avons donné 3
cette propriété une interprétation qui a été le point de départ pour
la délinition de la convexité par rapport i un procédé d’interpolation
que j'ai considéré dans un espace abstrait [3]. Voyons quelle est cette
interprétation. On peut énoncer le '

THaiRoREME 2. 87 la fonclion [: X —> R est (n -+ 1)-valente par rap-
port & Densemble P, sur X alors la valeur L(P,,,; Uy, U, .. ouig s f)
de Popératewr I(Puiy; Uiy Usy ooy Uy *) Sur f, quels que soient les
povnts distinets ;, Uy, .. .Uy, de Uensemble X, ne peut pas se réduire d
un élément de D'ensemble P,.

On a aussi le

THBOREME 3. 89 la fonction f:X — R est (n -+ 1)-valente par rap-
port ¢ Vensemble 2, sur X et si les deux sysiémes de points distincls
T1y Vgy ooy Opy € Wy, Wy, .. Wy de Pensemble X sont distinels alovs les
potyndmes dinterpolation L(Py; vy, Vg, ..., Vyuys f) ot L(P,; wy, Wy - -
e Wiy f) sont distinels.

Pour souligner Pimportance de la propriété de (n -+ 1)-valence par
rapport & ’ensemble &, ¢t les deux interprétations contenues dans les
théoremes 2 et 3, considérons un espace linéaire # et un sous-espace I de k.

b

brmnmrion 3. Le sous-espace /' de E est dit interpolatoire par
rapport a opérateur linéaire U : I — 12, si les conditions suivantes sont
remplics : 1) quel que soit xe E 'on a U(x)€F; 2) si xe F alors on
a Ulzx) = .

DBRRINITION 4. Le sous-espace £ de B est  dit interpolatoire” par
rapport & 'ensemble non vide % d’opérateurs linéaires définis sur 7 et 2
valeurs dans  si /' est interpolatoire par rapport & chague 6léient
de U [3].

On remarquera immédiatement que 1'on a U2 = U.

Considérons maintenant pour 'espace B deux sous-espaces F, < I,
et deux engembles non vides %, et %, d'opérateurs linéaires définis sur
foet & valeurs dans E. On suppose que I, est interpolatoire par rap-
port & 'ensemble %, d’opérateurs et ¥, est interpolatoire par rapport a
'ensemble %, d’opérateurs,

Avec les hypothéses que nous venons de formuler, la propriété
qui intervient comme conclusion dans 1’énoncé du théoréme 2 peut,
maintenant, s’exprimer de la maniére suivante pour un z €

(13) quel que soit 'opérateur Ue,, o a Ula) ¢ F,.

La propriété qui intervient comme conclusion dans Pénoncé du
théoreme 3, peut s’exprimer de la maniére saivante, pour un x e #
(14) quels que soient les opérateurs distinets U7 et V de lensemble U,
on a U{x) £ Via).

dans 1’énoncé (14), on supposera, naturellement que Densemble %, con-
tient au moins deux dléments disticts.
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On remarquera, immediatement, en se basant sur les théorémes 3 et
4, que les deux propriétés (13) et (14) peuvent étre considérées comme des
analogues de la propriété de (n + 1)-valence par rapport & ’ensemble Z,.

Pour ’étude des propriétés (13) et (14) on peut consulter mes tra-
vaux [1], [2], [3]-

5. Considérons, maintenant, une auire direction vers laguelle on
peut développer les idées contenues dans les recherches de Tiberiu Popo-
vieiu.

Soit, comme nous 'avons déjd considéré, f: ¥ — [R. Considérons,
aussi, les points

(15% ry < Xy < L < My

de Pensemble X ol card X = m. Soit » =2 1, m = » 4 2. Dans (3]
j'ai démontré, sans en utiliser la propriété de linéarité des différences
divisées, les theorémes qui suivent.

TutoriMe 4. 87 fe €(P,, X, +) alors

{16) [y Bprgy e o os®prn s J1 < [@gr1y Tivgy -7"1’1'»>l-n+1§f.|7

quel que soit © — 2,...,m —a — 1.

THEORLME 5. S1 € (2, X, —) alors
(17’) ["I‘H Litry - = 9 irn 7}‘J > ['Tiﬂ, Lipray o o Tirnty ;ij

quel que sott &= 2,...m — n — 1. 3D _ )

On peut généraliser les deux propriétés de monotonie (16) eb (19
pour le cas ou au lieu de 2, on considére un ensemble interpolatoire %
quelconque.

G. On remarque que la convexité et la concavité d’ordre » sont
Slroitement lides & analyse de la suite des différences divisées

(18) ([ @iy o oens JDVZET

correspondantes & la suite de points (15) de I'ensemble A 0}1 obbie}l‘t
les propriétés de monotonie (16) et (17) en f:mszmt{ un comparaison enmef
les termes consgéeutifs de la suite (18), en considérant chaque fois deux
termes consécutits. D’une maniére naturelle, se pose la question de
trouver la nouvelle propriété qui s’en deégage si on compare entre eux
trois termes successifs de la suite (18), en considérant toutes les succes-
sions possibles, c’est-a-dire les

(19) [, By g seeos@iin 3 Sy [0y Fprzreon@oonin s [y [Bey Tpaayees¥iannn i S

guand on suppose m = n + 3 et i =2,...,m —n —2.

In memoriam 9

En comparant les dirférences divisées (19), je suis arrivée 3 la décou-
verte d’une nouvelle propriété.

DirmNirion 5. La fonction f:X — R s'appelle quasi-convexe (res-
pectivement strictement quasi-convexe) d’ordre » sur ensemble X si
Pon a

Tt \ m P o - S p o \ - o]

(20> I.'7"27 Xgyeeeyntg s [J = max L["’Ia Lpgeeeyillpiy f]a ,_")’3) HgyeeesTpyg ,f”’

respectivement

(21) [Tgy Xgyeyiinig 5 f1 <<max{[@y, og,.yitiy s F 1 [®ay Xayeey g s /)

quels gue soient les points ry <<y << ... << 2,4 de Pensemble Y.
Pourn = 0 et f:[a, 0] — R on obtient les fonctions pour lesquelles,
SLawy <y <<y et w; € [a, 0], v =1, 2, 3, Pon a

(22) ) Jlrg) < max {f(x,), f(a3)}
(respectivement
(23) J() < max {f(n), f(2)}),

quels que soient les points w; < ay << 5 de Vintervalle [a, b .

Les fonctions avee lex propriélés (22) respectivement (23) pouy
n’importe quelle maniére de choisir les points @, < a, < @, dans Vinter-
valle [a, b, ont été donndes pour la premidre fois par Tiberin Popoviciu
[6].

Il faut remarquer gu’an lieu de faire 'analyse de la suite (18) en
considérant les friplets de termes conséeutifs, on peul considérer des
successions de 4, 5, ..., termes de la suite (18).

Je dois ajouter, encore, que la méthodologie de recherche de Tibe-
riu Popoviciu était basde sur les théorenmes de la moyenne qu’il a donnés
dans ses euvres. Les théorémes de la moyenne qu’on y trouve se "appor-
tent & la théorie linéaire de Uinterpolation. Conme je Pai démontré [3]
les analogues des théorémes de Tiberiu Popovicin restent valables pour
la théorie non linéaire de interpolation aussi. '
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