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]]I,I'NA I'OI'OY](ìIU
(t:luj)

?. Iln 1991 , le 16 f tivrier', les clisciplcs el; les collaborateuls de
ll'acacldrmicien Tiberiu Popoviciu olÌt I'endu un holnÌnage à, la mémoile
<ìe ce gr,zrncl sal'ant qui a enrichi les rnat,hérnatiques moderlìes clc

urour.ellei directions de lecherche et clui a été Ie fondateul cle l'école
.r('trrnaine cle théorie tle I'apploxirnation et d'analyse numérique. Ila théo-
lic cles fonctions conveiei t'['otc]re supéricur qu'i1 a clonnée clans sa
thòse cle rloctorat,, à lÌaris et qui a é1.é tlór't¡loppée clans beaucoup_ de ses

ilavaux a été et ne cesse pas d'êtrc ìc point de tlépart cle nombreuses
rr¡cherches clont les âuteuls Se tl'ottvettt clans tlivels grand s centl'es
univelsitaires clu monde.

J'ai eu lagrandechance d'être l'élil'e tle liberiu PopoYiciu. J'ai
suivi, coÌnmc étudiante, non seulc.rÌìent les ('oulñ qu'il rlonnait à Ia
Faculté c'te lVlathématiques cle Cluì, rnais ¿¡ussi le Séminaire scientifique
qu'il a foncté en I947 à Cluj et ciont le cercle rf iclées était étroil,enlent lié
à la théorie tle J.'apploximation, la théorie tle Ia conr.exité et I'anal-vse
nrrrnériqr-Le, I-.,e Séminaire 'iens de parler était, une école c1e

l'ccherehe. Les melnbres
Ðlofr¡sseuls. C'cst dans ce
Lats que j'ai obtenus sur.'
rité. II est triìs important
.L'opor.iciu I¿r, conr'òxité, I'apploxirna,tion, ln théorie <lu . calcul (l'analyse
lruñrérique) étaient ótr:oitement liées. J,a théorie cle I'intelpolation, arL

iti(ìns rnoderne, était le liant dc oes tlois clirections dont j'ai parlé.
Clomme'hommage à la mémoìre tLe lfilleliu Popoviciu à 85 ans de

isa naissance, ìe r-ais in'arrêt,el ìt, certaines it'lóes directrices de la théorie
tler la convcxitti.

2. Soil r¿ > 0 un etltier fixé et ,\- c fR. Suppost-rns qre I'on tì
tnrrl ,Y 2 n, -l2. Consiclérons une fonction "l : X -' lR' Désignons l)ar
Ø,, I'ensernble cles polr,nôrneo rìe tleglir au plus égal z\ rl. I-res poìnl,s
ti ístiltcts

(Ì) tt¡ x:z¡. .râ'r+1 ã:¡€'Y¡ i - 1, 2r..., ttll-.

ór;ant clortn(rs, ott peut construilc le pol,y¡6t't " tltl tlegré rr

(2) P : f'(Ø,; ãtL) tt:27 . . .,t'u*t) Í)
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(l Lri sâbisf a,i1, lc's collclitiorrs

P('r,) -=.Í (,t,,), .i.: l, |1,...,n, '.1,- \.

c Iri:re'i,¿1¡¡¡,¡1 tle <legr'é r¿ ¿ri,t¿r,ché iì, llu

ol col¡¡iidt)r,e uÌì ¿ìu1 r,c Ùtsclrlllc rlrr
colLl ìt,,rrt ¡toul chatlr.tc elt)j{lltrlllo (1)

I s(,ui, 1,', siit,islirisatìt, los condil,iols
rr llt lorrt,liolt /:, r'sl irussi ultc l)t,r)-
l<t -,L. l)atrs lros l lavrtux [1 l, 

-fl 
l,

r1, lt¡s óle iut:l rts sont ctes tõnct,iirni
r:ottrlil ious cl'erislturtrc cl tl'nlirrittrr

.l(,:r:) - 1/(ø)) 1;our, ar e _\ t:t, t: f ,r,,,

l)¿rns lc cãs g : Ø,, ceLte rJi[iftircnct¡ r;'r,r¡tr,ine cl)LLrLo uraniòr,c ólé-galìtc. Soil er .- ¡r,,,, Ci,

(3) t', {l¡ < .. .

l)¿lns ce cas

(4.) -t(sr¡r) -- I'((/,i :!.171 ;t,21...r;r'¿,r i./') (.i;,,r) =--

--.. (a* z --- cr) (a,n,.¿ -- ,r;) . . .(,r:,, ,z -- ,Í.,,,tì l:rir, :t,r, . . .t:r:,.., 1 ,¡ y.

la cliffér.cnct¡ dit,isóe tlc la fonci,ion

(5) J(q.,r¡ - p(n,,) ) o, I o, : o, I o, (o

ln rnemorian.r

I)tílpLr¡rl'ron -1 . Iril lonct,ion ./ s'a,llpelle con\-oro (uorr corrcavc. 1.ror v-
ttôtttitrìc', llou colÌ\rLr\e, I'eslrcol,jverleul, cotrcrar-e) tltolr.lLc r¿ sr¡r'lteli,s¿tn-
ble -\ si I'oI-L a (iÍuuJ (5) le sig,;ne ) 0 (à 0, -: 0, S 0 respecl,iyernent <0),
lon jour:s, t1 nels rlue soieni, ics llot'nis (3) dc I'c'trsel¡ltle -\'.

lJút¡lrt'l'rox 2. l¡tì, llottctjott.f s'appc'iìe coìlvc-\e (norr concil,r,'e, prtl¡t-
riôtÌrizrìe, ìlorì coll\'o-\o Ì'o¡ipcctiVCrrìlcrì1, r:oìÌ(iaÀ'e) t]torclr.e î¿ sllr -\1, sf ìt()n.
¿ù 1;oujour's

(6) l,l'r,J,r,...riì.,,¡z;Jl':>' 0(> (), - 0r I 0,r'csper:1ir-cltren1, { 0)

tlut.ls cyrrc soicirl, les poitrls íì'1, iì'2, ...tit',,,, rlo I'cnrenrllle .l'.
lr(]s (lcÌ.tr rìtlfirril,jons sol1. ét1 trir liletries.

:i. Si /i c-?/t,.: cl. Ii$ Ø,,,altts, t¡uelsqLr(.soictìl. ìr's poit'rtsailr;).)rr...,
...t.i'r,2, ()n ¿toul)i('rì,totrjotrr,s, I,tr,,)'.",...r.t,,,,r ,) Ill> 0cinìticn, loujoul,s,
f',rr, rlo, ...,,1'n,") Il | ( (1. Ori t'orì¿rì'(iuL), dotrc) rine la proltliirl,é ini¡'rlrluii,c,
IJ¿u' lcs r.[<!fi ttitionr¡ l et 2 csl ttlle gónór'zrìisatiou du cotnl;ctr,1,cnroì]1, (les
<il(rtrrt't.rts t'lo Itcnsc:ntl¡lc, Ø,,*r. ilnÌ r'apll()I'1, ¿-.rrr rililrrrcnls <le I'ensclnlì<' lu.
(lettc rlirtrér'âìis¿ìtiorì ('s1, aiìiicz natru'elìe car,

(i) l.r'r, ,ì'g, .r,ì'urz ; I l:. l,l'r, ,1'¿, ...,;1,n,ri l'l
r rìr

(8) l: : L(!l ,Ìr ; iì!, r'21 ...,1:,j2 ,f).

L¿,, r'cìltion rl'cier"lité (7) Ìr¡ut, ôtlc le pciitrt de rl(r¡t:rrt, ltour, obt,cnil rlcr
Itottt,clìcs pr'ol,r'iét(ij:i eri lcrnplae,.ant, la rliflirr,cnce diviséc l,r:r, ,r,,, . . .rlur: i . j
ltal i['autles fouctjolulelles qrti gardc]tt les prcplidrt(rs essentiellts rles
rliff (r'encr-s tl i visrics.

{. J:cs folrctions./ pour ìesqueììes darrs (5) on zr, touiont,s, I'intig¿r.
litt! ) 0 orr ìrien, tou;iouls, I'inégalit , ( 0, rìc pott\¡elÌt pr,enttle le,s v¿rleur,s
11'nn pollnôrne do tlcgt'ir ,/¿ qu'âu pìus srÌr ,ft l- 7 poit'ri,s rJistiucl,s ile
I'ettst'tLrltlc .L Si Ì¿l fonctir¡u / a cettc plollliét¿), ¿ìlors l'tou.s (lisons
c1u't:lìe err1, (rr, f 1)-r,alente llal laÌlpol,t à l'ettsernble Ø,,, sut,-\'. (j'cst
une tr'ès irnpolttrnte ltroplitilé qu'olì 1t'our:e, Jtour l¿ì, pr.crtiòro fois rlans
It¡ lJrèsc dc¡ tloctnr¿-¡t l5 | dc illibeliu I'opoviciu. Cettc. plopriétó a etr un
glatrrl r'ôlo r[¿ns la 1,héolic r'les Tonctiorìs convcxes d'olth'e sLt]l¿ìt'ieùÌ'.

ìres fonctionri f : -\. -' [R potu' lesquelìes une de$ ciuc.J situal,ions t¡r.ri
sc 1tr'(rst'rrtcrrt, rlans ja for,rnulc'( 6) e1, tuliorus la lnôruci a li*n, c¡uels qiro
soicnt les points ,t:r, trz)...),f,,, r2 rle IterrscnlblLì -rlJ s'appellent, fonotioìtiJ
dtorclrc /¿ srtt'Itensermblt¡ -lfJ. Oornl.ltr 01ì l)enl, f¿rciletrent lernalqueì', ìcs
élórnents t.le lteuseurbla Ønr1 riorìt des fclnètions rltolch'e ,¿ sut' Ìttirìlpor"l,e
t¡ttcl ernsernblo -Y (,onteìÌant ¿ìu ln()iììs ,tt, I2 points rìistincl,s ç11¡ [Q. On
peut Llor.ìc fnirc' la sltj\ ¿utte

lìLllt,\nc¿t-rt,;. La cl¿sse cles foncl"ion; rltoldt'c ?¿, slu, rut cnselìble ltr'é-
cisé r'cplirsenl,G ulLc gónélalisation cle I'enxerulllc Ø,+rr c'cist-ìl-dirc l¿1,

plopliítté cì'tute fonctiou cl 'ôtr,c cl'or.tlre rr, génér,alisc I'apprrrteÌlence à

il
)

est ïelntr)lier .q}ols que soient res points (3) de |e'se'rl;re ,\. o* a',il,e
â,ìnßr' à ta r.térinition qu! a été clonnée pa. 'riber.iu popoviciu i5l. r\ousallons domler. ici les ìéfinitions cÌe Tibärin nopñi"i".-"
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l'eirserntrlc Ø n*r. on peut clistinguer' ])arrni ìes fonctions alloldlc 1? snr j:
tlcu,x sons-ensernllles

(9) '6(Ø,, -1, -f ) : {,f :,\ --+ R j [ør, iri2,...,itìn¡2; ll> 0

qucìs quc soient lcs points e¿e,\',,i: I,2,...,tt -f- 2, ctistincts] et,

(1{J) Ø(Ø,,,f,-, -) : {1, -\ -+ [p l[rrr, ;r:r, . ..¡l,nÍz;,i] < 0,

t¡ttcls clue ,soint les^¡toint.r.,r:, g:f, ,¡1. 

- 
I,2,...,1¿ I2, r,listirrcts].

- lr)t'Ilstrlnblc (9) contient les é[érne¡nts rlc. Ø,,r, zít,ec le coe'ffìr.,ient rte
a"+1 positìÎ et les fonctions,f qui ne se r.óduiserrt 1;ás à cles poìl,nônrcs tle
degt:é n, -l 1 rnais qui satistorrt I'inégrilitri

(l l) l.e;,, tt'r, . . .t,t'tt+z; ./l > 0

t¡ttcls cltrc soicnt les points i,t, lr:zr. . .ti:u.tz,t rlistirrcts clc ,T.
L'enscmb t 1es élénrents rle Ø,,*, ,ù\'ec, le coeffioierit, cìcr

,¡"+1 nógatif el; f qui ne se réduisent pas Èr, cles lrol,vnôrnt¡s
cìc tìcgré r¿ t 7 ont I'inírgalité

(l?) l,¿r, t¡'r, .,i.t)t¿+2; / ] < o,

qrtels r¡ucl soient lcs poinl,s r\¡ ,(z¡. . .tfin+2t djstincts tle -r[.
lr'cxisterrce cles fonci;ions tFri s¿l,tisfont I'inógalité (11) quels que

sc¡ient^ les points. ct¡. e'zt. . .t¡ì'ttíz, clistincts de -{ et clui ne sont Jras ites
polvnôurcs tlc clegró r¿, -l- I est assurée (poru, cìes èxemples r.oir ¡e]¡.
-lr'existcnce cles fonctions qui satisfont t'inég:aìitó (12) cluelJque soient Iäs

el, qui ne sclnb pas clcs pol,vnômes
'oir [3]). 1l en rirsulte, donc, que les
iì1-orìs <léjà remalqué, nous clonnent

Tu' 

- 

"li,ilä :.: ;|"i,',,t;ä: "',iJl'å"$:ä

r,08 ét.m,o,rts de t,,ensen¿bLe (e) et";"r;riril;;,ì:"lråi^ ri,$"ä*".t/';;Î,'å;;:
(tt, I l)-ua.lut,lcs ?ayr&,p.porl, à l'ense,ntl¡le Ø,..Cette proposition esî foncl¿r-
rtrctttalc dans la thóolit¡ cles foncl,ions d'olclre r¿. D'une nlanière naturclle
se liose la question cle la r'¿r,lidité cle la réciproque de cette proposition.
I*i' t'éciplocrne n'est pas vraie (r.oil des exeinplcs dans rnon 1raüail f3l).
Mais, cornrne on peul, le vojt tlans 121 [3-j, Ie théor'òrne quc notrs allor-ls
tk¡nner est vra,i.

illrtúor¡rìlnl 7. B.i I¿t .fortotiott, .l est aonliltlre surli¡tterau,lle fu, bl el'elle est (n f 1)-oalente ,p&1' rap,¡tort ¿i L'ensent,lie Øn, s,rlr' la, bl, a,l.ors
clle apytarl,ienl, à L'u,n tles ut"sentl¡les (9) ott, (10), ctest-ù-clire clle ei,st con,-
Dclitû ox( oonca,ne ù'ot'ilrc n, s"Lt1, la, ltl.

Le 1,héoròtne 1, Torn u.lé avec cl'¿r,r.rt;r'es nol,ations pzu' 'Iìiberiu I'opo-
r-iciri, a étó généralisó ¿;ussi poul le cas où I'ensernJ¡le Ø,, est lemplacé
par ur ensemble interpolatoÍe Ø qui n'est pas nécessailement linóaire
(r'oìr' mes travaux ll -1, 12 l l3l et d'autles).

L'icléc cle liberiu tions cßri
o.nt ìa plopriél,é cl'être ( ¿* g"*r,itu
irnportanc_c pour la th eI pour,
les généralis¿l,tions cle c donñé à
gette. ^pqopririté une interrpr'étation clui ¿l été le point, cle clépart pour
la défirril,ion cle la -convexité par. rapport à un piocérJé d'intãr,polaiion
que j'ai consicli'ré clans un crspace ab,strait f3l. \royons queìle ôst cctl,e
interprétation. On pcrit énoncel le

TnÉonrìun 2. Si kt .fon._c_tton I , 4 - R csf (ry I I)-oaLen,te 1tut. rcryt_
po't't à l'ensern;lilc Ø,, stu' X alot:s Ia, ,ualeur L(Ønt; '11r, ,u,zr. .'.),¿LrAz;-l)
cle . .['(Ø,¡1 ; ,tt7r,t(z) . . .) lrn+z t .) stu, ,f , r1úcts'' (tt;a so:ient' 'fes

po'n s _,t'tt 
,tt,zt_._..¡I[n+z tJe l,en,sentble X, ,ne pcut pas se rédu,i,ye ù,rln. l'ensemble Ø n.

On ¿1, aussi le

'llnúorùu¡r ii. Si Lq, Jonr:t'iott, ,i .,y -,lR cst (r¿ -l- I) .tl,p_

'prt'rt à 11 ensemble Øn stttt ,Y e[, sli les de'un syslèrnes nt¡ls
't't,t Dzt. .ror*1 et ur, ,1.u2, . , ,r,ton1, tl,e l,rcttsctnble .X so¡lt les
potyn,ôntes 

"d'in,terp_olatiou, 
L(Øn; ,0r,, ,t)zr..., Drn) J) r* ...7

. . . :Llttt1 ; .l) sorrt tlistttt,cts.
Ironr'-souligner I'imlrortance tle ì.a, pr.opriét,é de (r¿ -l-. l)-r alcrrcrcr pa,r

l-appoÌt ¿ì l'ensemble Øu et les cleux in|e,r'pi'étations contenucs r-lans'les
llrtiorèlnes 2 et 3, consitlérons ì.rn eslri¡ce linóaire ,l/ et un sous-csptì,oe lt, t1e. Jl.

l)rir,'rNrrroN :1. r19 sous-es-pace 1" de Id est dil, inter.¡rola,toil'e par.
t'a¡pgrt à l'opéral.eur. linéaire u :14 - -L', si lcs conclitions suivarrlcs sònt
t'ernplicri : ,t) quel qrre soit r; e Il I'on n ti(u) e lit ; 2) si ,r e l!' alols <t1
a, [I(r) : ¡t.

roN 4.. Le sous-esp,ùae ,[t, dc .i4 cst djl, interr.pola,loilo 1tar,
semble non vidc Qt d,op,SraLeurs linéaires définis sur &' e,t, ¿\

lù si l! est i'te'pola,toirc Ìla,r, rappor,l, à chatlue ól(,*ent

Orr t'cmalcluela immtitlial,ernent clue ìron a fI2 == U.
ace D dc¡ux sous-esp:¡os.i .11t., ,- Jt',
cì.'opórateurs Unóaires rlótirris srlri

,Í j":-','i"iåT,,,ï'¡^'il"ÌT:,,åiJiüiJ"ii'';

. .Al'ec. 1ug ¡1'pothèses clue Ììous venons rlc¡ fonnuìer', 1:r, ¡u,oplió(óqui iribervielrt comme conclusion clans l'énoncé clu 1.lréor'èuxr'2 peul ,ruainl,enlllrt,, stexlrrirnrtr, cle la nraniòrc stiir.antc pour un ø e 14

(1iì) qnel que soi1, I'opér.ateur LI e elzt otr a, f/( e:) { n\.
J:.'r, ProDritit,ó qui jntelvicnl, (iornrììe conclusion clans I,ólr<lncé ilu

tliór¡r'èrno 3, 1rcui, stexplirrrel clo la nrarriòr,e suilrante, ìJour, tn e; e ÌN

(l4) tlirclil r¡uc r:oien1, lns optlr'il,tcul's tlislincts t/ ei; I,'de I'cn¡rernlslt, ou,

rrnaLT(a) *)/(at).
t-l.uus ltúrton<'r! (t'l), on. $ttlll)oäct'a, tratrrlellcurcnl tlue I'enxernbltr ,Z/, q,olr-
Licnl, lii¡ rnttius deus ólérncnl,s clisLict¡r.

Ill nremoriam
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On rernalc¡uer'â,, ilnmecliatement, en se basant, sur les théoròmes ll et
4, que les deux plopriétés (13) et (14) peuvent, être consicléróes colìtlne (les

airalogues tle lapropliété de (¿ * 1)-vtlence pal rapport à I'enseml¡Ie Ø,,.
l'our l'étuc'[e des propliétés (13) et (14) on peut, consulter rnes tr'¿1,-

r.arrx [1,], 12l, L3l.

5. Collsiclér'clns, rnainbenaut, nnc auh'e clireciion vei's làqucìlle on
peut, ckiveloì)pel les iclécs contenuc¡s rlars les rechelches cle Tibi¡r'iu I'opti-
vicriu.

Soit, corurno nous l'àvons déjr\ consicì&e, .'f : -\l -- [R. Considérons,
aussi, 10s points

(1 5)

Ðn <loulpalarll, Ies cìirfér'enc.cs tlivisrlt¡s (Jf)), je suis ar,r'ir,tie à la clécou-
verte tllurrc nour-ellc¡ prclpriétó.

I)rrrmNrlroN 5. La fonction f :,r - IR s'appellc. c¡ua,xi-cclurexe (res-
Pectivemcnl, stlictelrent qur."si-convt'xe) tl'olr['i¡ r¿ suì, I'cnsemble Ì sj
Itorr a
(20) [.,t:r,, ,t'r,...rrt'u,zi.f ) I nla-x If,r,,, ,r'r,...,ri,,,t) ,11,, f_;):t3, ;x4,...,&rrs;..1 ll
lespecl,ivctnent

(21) l,_,t'r,,t'.r,..,,,,t:or z;fl--niax{f;1., ,f;z,...,,)',,,ti,1'lrl-.t.,r,t:n,...r:t:",ri,l]})

c¡uels que soient lcs points ;r,1 < )"2 < . . .

ì'ottt' r¿ : 0 r'.1, J :lyr,, ltl +. [R oìr obt,ic¡trl lt¡s forLctiorìs pour lesq.rrolle-r,
rii,tr, { ¡l'., (;ìrs c,1. ,tr¡ e lu,, ltl, i, =-. lt 2, iì, ItOtr ?ù

(22) .f(rr'r) I nrar {/(a,r) , J(,tr)}
(r'es1r errtil crnent,

(23) ./(,rr) .i rnnr Í/(,ri), i(,2'r)l ),
quels que soienl, lcs poiuts ,i,,. de l)irrt,cllalìe fr.r,, i.r f.lres foncrlrirills nverc les (22) r'espec,tivelieni (23) potrr,
ntimpolte- rluelle rn¿rnic\r'e dt¡ c oints .1, i ,.r,2 ( ;r., darìs Í'inl,"r-lalk: fø, å l, orrt óté tlonntics p ric\r'e Îois par: Illibó,iu l,opovicitr
l6 l.

rl faut r'oma,r'cìuet t¡u'zlr.r Ìicu :le lailc I'il,n¿rlse rlc l¿¡ sujtc¡ (tg) en
tl<lllsiclclratll ìes l,r'i1tlels tle tclrncs c,onsócutifs, dri 1rcu1, cotrsi¿éier'iles
sttcccs.sions 11e 4, ,õr. . ., ter,nrt,s tle ll suite (18).

Jc tlois:rjotttcr, etìcoÌ'e, que ltr, lróthclr.lttlogir¡ rle r,echelche <lc flibe-
i'iu ì)opovir:iu til,aii, b¿r,stie sul lc¡s 1héot.ì'rrres <le ìa rrro¡,enne c¡u'il a donnóstlarts tgti. r' l,r,ou r/e ¡ie r¿tppor,-l,errt, ro jei I'ai oéurontiã'f,l 

¡los a u llc¡stent r.zr,lablcs }Jurlla tir

tl:tlit't <...

rle I't¡nsemble -\l où cat'd -\ l ri¿. Soit l¿ > I
j'ai dérrrontr'é, sans en utiliscr la plopriété cle

divis;ées, ìcs thòor'òmes qui suivcnt.

'LlrrrionÈun 4. Bi.f e(€(Ø,,) ,Y, *) u,Iors

, ttt, 2
linóali

rr, --l 2. I)arts 13 .l

té cles tlifférences

(16) lttt¡, N¡t,17 . . .)([¡rtl;l] < lxt¡¡11 :1'¡+21 ' ' .rftt-ru.-tj Í -1,

quel que soil i - 2,. . .,trt 11, 1.

'llrrrlonr)irin 5. Sr; I e G(Ø,,, -Y, -) u,lor,s

(1?) lt',,,r.,t-11...1ir¡rr).'Í)) lx:¡¡1r e,¡.1.rr...rx'.*r+t)J ),

qlr,el, q,u,e soit i, - 2, . . .)'nt, --' 'tL 1.- -On pcut génér'aliser les tleux pÌo¡rrié{,és de rrro_rrotonie (tG) et, (l-71
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