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IDENTIFIZIERUNG DES ZUSTANDSPARAMETERS FUR
VISKOELASTISCHE MATERIALIEN (I)

I, BUGGISCH, . MAZILU und H, WEBER
(Karlsruhe)

Starting from (he general slress-strain relation for a linear viscoelastic material, which is in
agreement with the “principle of inertia’, a new identification procedure is proposed. Instead
of Tunning onc long-range relaxation experiment, following a single suitably speciiied defor-
mation histery, material characterization is done using the data of n shorl reluxaiion experi-
ments following i differeni defermation hisiories. To interpret these data a direct non-iteralive
algorithm has been developed. Compared with other methods, for example, eurve {itling by
using Gauss’method, this direcl method is numerically stable and aflows a simple direct ¢va-
Tnation of the crror due to ihe scaltering of experimental data. The wethod has been applied
to the determinalion of the relaxalion fimes of an unsaturated polyester material.

VORWORT. Die allgemeine Strategie fiir die Parameberidentilika~
tion griindet sieh auf die Vorschriften der positivistischon Binstellung
in der Wissenschafi. Trnst Mach, der Vorkdmpfer dieser instellung,
behauptet :

,, .. dic Wissenschaft habe von prinzipiell becbachtbaren Daten

auszugehen und diese nach Regeln und Gesetzen miteinander zu

verkniipfen.”

Wir die vitkoelastischen Materialien sind die becbachbbaren PPara-
meter die Verzeirungen und die Spannungen.

Tn der vorliegenden Arbeit wird von folgenden Regelin und Gesetzen
Gebrauch gemacht :

1. Die Kausalabhingigkeiten. Das ist ein Crundprinzip, welches
behauptet, dapf jeds Abhdngigkeiten sich mit Hiife der roomen-
tanen und der vergangenen “Werte der verkniipften Parameter
ausdricken 14pt. Fir viskoelastische Materialien lauten solche
Abhidngigkeiten

[ i L
oty =7|¢ oder (1) = %l o i

— oo \ ~—CO

2. Die Annahme der Linearitiit und Stetigkeit der Funkii
F oder 9.

3. Das Riesz-Fréchet-Theorem erlaubt die analytische Dar:lellung
der Funktionale & oder %.

4. Das verallgemeinerte Trigheitsprinzip. Bs ist immer moglich,
einen endlichen Satz von strukturellen Parametern zu identifi-
zieren, die den inneren Zustand des Matberials beschreiben. Aus-
gehend von einem Zustand, in dem alle Parameter Null sind,
verschwinden die Spannungen oder Verzerrungsgeschwindig-
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Leiten iramer und bleiben aueh dann Null, wenn die Verzerrung-
rgesehwindigkeiten oder die Spannungen Null sind.

Aufgrund dieser Regeln und Gesetze kann man cin Verfahren ent-
wickeln, welches die Identitizierung aller innerer Parameter ermoglicht.
Die Grundsteine eines solehen Identifikationsverfahrens in der Physik
wurden von Dihring, Mach und Hertz gelegt. Ausgehend von einer kritis-
chen Uberprifung der Fundamente der klassischen Mechanik und insbe-
gondere der Ionzepte der Kausalitit, Trigheit, Gleichzeitigkeit und
Wechselwirkungs-Ubertragung  haben Diihring,
Riehtlinien fiir eine post-newtonische Mechanik gesetzt.

Die Gedanlkenginge, die im folgenden dargestellt sind, wurden
von diesen Richtlinien gepragt.

rer erste Abschnitt der vorliegenden Arbeit widmet sich der Theorie
der inertialen Koustitutivsysteme. Die allgemeine Theorie wird auf Bolt-
zmann-Volterra — vnd anf Kelvin-Voigt-Materialien mit oder ohne innere
Parameter angewendel.

Thermomechanische Modellvorstellungen unter Ausnutzung der
Onsagerschen Symmetriebeziehungen wurden in diesem  Abschnitt Derii-
clesichtigt.

Der zweite Abschnitt beschiftigt sich mit der Untersuchung der
Objektivitat und den Isotropiecigenschaften der abgeleiteten Konsti-
tutivgeselze.

Fm dritten Abschnitt wird das FProblem der Photoviskeelastizitdat

woehtet.

g letzten Abschnitt wird ein konkuvetes Verfahren fir die Para-
meteridentifilkation prasentiert.

yter erste Abschnitt wurde unter der Leitung von Hrngt Becker
angefungen und spdter von P. Mazilu in selbstdndiger Arbeit weiterge-
fiihri.

Die Abschnitte 2, 3 und 4 entstanden in Zusammenarbeit aller drei
Avtoren.

Dar gesamte Iorschungsverhaben wurde von der Deutschen Tfor-
schungsgemeinschaft finanziell unterstiitzt, im Rahmen der Forschungs-
prejekte Be 317/22—1 und Bu 485/5—2, die von Herrn Ernst Becker
und Herrn. Fl. Buggisch beantragt wurden.

1. Materialthesrie aud Basis des Treiigheitsprinzips

s.00 Allgemeine Theorie

Heosei X, (1), 4=1,2, ..., m, te{—oco, o0) eine Menge der Funk-
tionen, die im folgenden Krifte genannt wnd Y1), ¢ =1, 2, ey My tE
€ (—oo, co eine weitere Menge von IFunktionen, die als Flisse bezei-
chuet werden, ‘ Junfairtld

Hine konstitutive Gleichung ist durch fie Reziehung

{ i t '
}‘r z((;) 3 [I.ﬂi ‘ ;/Yl’ e ‘erm ! )] bty 1’ 2, Ceey V% (1 -1).
L= 00 OO

definiert, wobei /' ein Wunktional der Kraftgeschichte ist.

Mach und FHertz die
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Holgende Arbeitshypothesen seien angenommen :
1. Die Funktionale Iy, ¢ =1, 2, ..., n sind in X, linear.

2. Den Dbeschrinlkten wnd stiickweise stetig ableitbaren Kraftges-
chichten X, (1), ¢+ =1, 2, ..., m entsprechen beschrinkte und stiickweise
stetige Flulligeschichten Y(2), ¢ = 1,2, ..., n, so daB Sprimge [X/](t) =
=X, (t+0) — X,(t—0) und [X,]() = X,(t 4+ 0) — X,(t—0), i=1, 2,

-y m die Flu@sprimge [Y,]({) = My[X,)(t) + Ny[X,;) (@), =1,2, .. B
n, ) =1, 2, ..., m verursachen, wobei M,;, N, bestimmte Konstanten
sind.

3. Die Funktionale £y, i ==1, 2, ..., n sind gegeniiher einer Zeit-
verschiebung invariant, d. h. es gilt

t _I__ At I'/ —I* A[
B0 Mg n(oseAL), chbin g ol o i (. 20A8) \ >
00 — 00 2 Ay
t t ) ]
== I Xl(')’ ey -‘Ym(') , ]
— 0 == 0O !

Mit dieser Annahme kann man beweisen, dal die konstitutive
Gleichung (1.1) in der Form

$ X)) = MX ) + NoX,) + g Lit—7) Xy(t) dv (1.2)

mit stetigen und beschrinkten Kernen I : [0, o0) = R,e =1, ...
A ISV RS (Rl idarstel Ibar=hst!

An dieser Stelle sefen zwei Definitionen eingefiihrt, die durch den
ersten Teil des Galilei’schen Tragheitsprinzips motiviert gind. (Dieser
Teil deg Triigheitsprinzips besagt : |,Ohne Rinwirkung von Kriften bleibt
per Korper in Ruhe.)

b

Belinition 1. Die Flup-Kraft-Beziebung (1.1) bildet genau dann
ein anertiales K onstitutivsystem, wenn aus

X, () =0,i=1,2, ..., mtirt >0, und
TA(HE10) =200,17d 2 i o8 fI

immer folgt, dap
Yi(t) = 0 fiir alle ¢t > 0 gilt, ¢ ==1, ..., n.

Befinition 2. Die FluB-Kraft-Bezichung (1.1) bildet genau dann
ein relaaierendes Konstitulivsysiem, wenn aus

AX,; (-{~ O) =] O, ’L;], 2, ceey ?’L,
Yit)y=20,4=1,2..., 2 alle t >0
immer folgt, dap

X)) = 0,4 =1, 2, ..., m fir alle t > 0 gilt.

2 — ¢, 3449



18 H, Buggisch, P, Mazilu und H, Weber 4

Folgende Aussage 1Bt sich direkt beweisen :

Bildet die Beziehung (1. 2) eine eindeutige Abbildung zwischen
den Kraftgeschichten X;, 4 =1, 2, ..., m und den TFluBgeschichten
Yy i=1,2,.. ., n dann ist ein konstitutives System genau dawn tner-
1ia, wenn es ein relaxierendes System ist.

Zum Beweis bemerken wir, daf (1. 2) nur dann eine umlkehrbar
eindeutige Abbildung ergibt, wenn A -= 0 ist. Ist M = 0, dann reduzicrt
sich (1. 2) auf

Ifl(t) == l\uz\:;(t) —l— S _L“'(t—"r) X,(T) dr.

s sel angenommen, diese Beziehung bilde ein inertiales, aber
kein relaxierendes Konstitutivsystem. Dann existiert eine Kraftgeschichte
Xt), 1 =1, 2, ..., m, s0 daBl XV (4 0) = 0, XJ(?) # 0 fir t > 0 und
Y9 (1) =0 fir ¢ > 0 gilt.

Belrachtet wird nun eine zweite Kraftgeschichte :

Xi(), wenm t < 0
0 ,wenn ?>0.

xiw = |

Da die Kraft-FluB-Bezichung ein inertiales Konstitutiveystem
bildet, mufl X3(t) wieder Y{(¢) entsprechen. Dadurch haben wir zwei Kraft-
geschichten X3(f) und Xj@#), i =1, 2,..., m gefunden, denen ein und
dieselbe FluBgeschichte Yi(t), 1 =1, 2, ..., n zugeordnet ist. Das steht
aber im Widerspruch zur Annahme der Hindeutigkeit. Damit ist bewiesen,
dafl ein inertiales System immer relaxierend ist. Der Beweis, daB ein
relaxierendes System imumer inertial ist, ist mit der gleichen Beweistechnik
maoglich,
. Im folgenden soll gomeigt werden, dal fir die inertialen Konstitutiv-
systeme die Kerne I in Gleichung (1. 2) notwendigerweise eine spezielle
I'orm haben miissen.

Zur Vorbereitung definiert man die Vektoren X, Y, L, M, N,
T="1," % g .

X; Yy \, Li= (L, Liy .-y Lin)
x| Ee |, v=| o |, M= (0, My ..., Mom)
X, Y, ), ¥ = W, Begy - oy Niw)
und die Matrizen L, M und IN
L, M, N,
B 7 VI g e
7, u, x,

Zur Vereinfachung der Schreibweise wird vereinbart, daB mit XY
das Skalarprodukt X Y gemeint isb. Dann 14pt sich X¥ (1. 2) in der

[ 4
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folgenden kompakten Form schreiben :

[

V) = M) + NX@) + S Li— ) X(v)dx (1.3)
oder )]
Y(t) = MX(@) - NX(1) - g L(t— =) X(5)dr (1.4)

‘ Zuerst beweisen wir ein Lemma beziiglich der Kerne L;; der Vekto-
rintegrale in (1.3). i

. Ohne Beschrankung der Allgemeinheit kaun man annehmen, daf
bei geeigneter Wahl der Fliisse die Vektorfunktionen Ly, Ly : [0,00) - R™
unabha'nglgq Funktionen sind. Es sei § der n-dimensionale Raum der
Vektorfunktionen

8 — {[J : [0,00) 5 RML = ¥ ayLy R)} b
f=al

2o YIS deryei N A, ; .
lis seien Li” : [0, 00) — R™ die Vektorfunktionen mit verschobenem
Argument.

- ; .
L (—7) = L(t—=), i =1, 2,..., n
By gilt nun das folgende Lemma :

: B T Teps L . &
) Lemma. J,)@g Funktionen L, 4 = 1,2 ... n gehoren Jiir alle t > 0
genaw dann 2w S, wenn

L) = e (1.5)

gill, wobet A und © nxn — bew. nxm-Matrizen sind.

Beweis, Die Eigenschaft, daB L® zu § gehoren, falls sie die Form
(1.5) haben, folgt unmittelbar aus der Identifit :

Lit—<) = e—Ai=—1) C — e~ b C. -

Nun soll folgendes nachgewiesen werden : Falls LY zu S gehoren, dann
baben sie die Form (1.5). Nehmen wir an, daf3 LY e § fir alle ¢t > 0 und
fur ©==1, 2, ..., n gilt., ~
Dann folgt :

L= 1) = Li—) = ¥} Mt} (— 7). (1.6)
j=1
Bezeichnet man durch A die Matrix
A= () %, j=1,2,..., n

pann hat Gleichung (1.6) die Form :

Lt—1) = A() B(—n). (1.7)
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Setzt man in (1.7) © == 0 ein, dann erhilt man

L) = A1) L(0). (1.8)
Gleichungen (1.7) und (1.8) ergeben zusammen
All—r) IL(0) = A@) L(—1), (1.9)
die fiir ¢t = 0 sich wie folgt reduziert
Alt—r7) IL(0) = A(0) IL(—7). (1.10)

Da I, eine Basis von & ist, folgt daraus
det | A(t)] = 0.
Unter Ausnutzung der, Gleichung (1.7) kann man die konstitutive
Gleichung (1.4) wie folgt aufschreiben :

Y@ = MX(@®) + NZ@) + A@) g L(—7) X(7) d. (1.11)

Ist die Kraftgeschichte hinreichend glatt, dann erhdit man durch
Differenzierung nach der Zeit

H
Y(t) = ME@) + NX(®) + A S (<) X(x) d= + A@) L(—0) Z(0).
A (1.12)

Beachtet man die Bedingung

A(?) (1) = 1.(0),

die aus Gleichung (1.7) folgt, dann wird man auf die Identitat gefiihrt,

gn.<-r> X(x) dr = A1) A S L(—) X(=)d=

= A1) [X(1) — ME(®) — NZ(®)].
Aus der letzten Gleichung folgt mit Gleichung (1.12):
Y() = 1(0) X®) + A@®) A [X@) —ME@® — NX@OL (113)

Die Invarianz des konstitutiven Gesetzes beziiglich einer beliebigen
Zeitverschiebung wird ‘genau dann erfiillt, wenn

At) A7Y(t) = — A
mit einer konstanten n X n-Matrix A\ gilt. Das bedeutet :

A(t) = e,
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Bezeichnet man
C = ﬂ.(0)7
danu folgt aus Gleichung (1.8) die Gleichung (1.5).
Mit Hilfe dieser Lemmas kann man dag folgende Theorem beweisen :

Theorem 1. Dije Beziehung (1.11) bildet genaw dann ein inertiales
Honstitutivsystem, wenn sic einen exponentiellen relaxierenden Kern wvon
der Form (1.5):

f

Y1) =M X0 + INX(@) - S == © X(x) dx (1.14)

besitzl.
Beweis Falls (1.14) gilt, so folgt aus den Bedingungen

X@#) =0 fir ¢ > 0 und Y(0)=0
Y(@) =0 tir ¢t > 0.
Damit bildet (1.14) ein inertiales Konstitutivsystem.

Iir den Beweis des zweiten Teiles ist es ausreichend, daf fiir ¢ > 0
und + < 0

LYe8, i=1,2, ..., n

gilt, was mit einem Widerspruchsbeweis gezeigt wird. Es sei fiir 7, > 0
und ¢,e(1, 2, ..., n) angenommen

;Z; io(tO) ¢ *SY'
Weiterhin sei der Funktionsraunm

H:{E: [O,oo)—»Rm/Ste“t[EIZd'r<-[—oo}

betrachtet, wobei das Integral im Lebesque’schen Sinn definiert ist.
Fiihrt man im H-Raum das Skalarprodukt

(F, @& : =St o1 I(1) 6(1) dt; T, G
0

und die entsprechende Norm
[
e = oot i2pe at
0

ein, dann ist H ein Hilbert-Raum (vgl. [1]). Da die Komponenten des
relaxierenden Kernes stetige und beschrinkte Funktionen sein sollen
(vgl. Arbeitshypothese des Abschn. 1. 1), gilt 7

LY e H.
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Aufgrond des Projektions-Theorems in Hilbert-Réiumen, it Liler
gich wie folgt abspalten,

Lo (x) = Dftg—) = L—=) + LH(=n), = <0,
wobei Le S und L 1 8 sind. X(t) sei die Kraftge-schichte

Y1) — ] em LA (1) fir 1 <0
=N LG fir ¢ =0

mit der Antangshedingung X(—o0) = 0. Dieser Kraftgeschichite entspricht:

die FluBgeschichte Y (t), + =1, 2, ..., 7, §0 dal.

0 4]

;
Y, (0) == g b= A(0) dr = % |71 e 0 Ly(+x) LA (ms) dimy==

= % e Ly(1) L}(-r) dr =0
¢
und

Vi(ty) = S Lot =) X(ds = \ Lol + Zi(— =) X()ds

geltenl.-[iemus tolgt, dall (1.11) nur dann ein imertiales Konstitutiv-system
bildet, wenn L} = 0 gilt. Das bedeutet
IV ek, i=1,2, ..., nilr allet > 0.
Aufgrund des Lemmas folgt dann (1.5). Dadurch wir (1.14) voll bewiesen.
Theorem 2. Kin konstitutives Inertialsystem bildet nur danmn auch ein

relazierendes System, wenn M =0 gilt. ) _ _ .
Beweds. s soll bewiesen werden, dap die Beziehun (1.14) mit

Y(t) = 0 tiir ¢ > 0 und X(0) = 0 zu X(t) =0 fiir ¢ > O fithrt, genau dann,

wenn [M == 0 gilt. . _ )
Setzt man Y(i) = 0 in die Beziehung (1.14) ein, dann erhilt man
die Integro-Differential-Gleichung

1

M X)) 4 BN X g o= CX(v)dr = 0 - (1.15)

—

mit der Anfangsbedingunyg

X(0) = o. (1.16)
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Durch Differenzierung aus (1.15) erhalt man
[
ME(@) + NI — A ge—“('—ﬂ CX()dr = 0. (1.17)
Multipliziert man (1.15) mit A und addiert es zu (1.17), dann erhdlt
man die Differentialgleichung
MA + (AM+ NX + ANX =0 (1.18)
Unter der Anfangsbedingung (1.16) nimmt (1.18) nur dann die
griviale Losung an, wenn [M = 0 gilt. Das beweist das Theorem.

1.9. Boltzmann-Volierra-und I elvin-Voigt- Materialien olme innere
Parameter

Tin Boltzmann-Volterra Material ist durch eine Spannungs- Verzer-
rungs-Beziehun in der IForm

11

(t) = %[K(t—- ‘t)f-('r) dr (1.19)

iq

definiert. Hier bedeuten & und & die Spannungen bzw. die Verzerrungen
in der vektoriellen Form.

O11 11
epY) €99
o) %8 |, ¢=|" (1.20)
O12 2eqp
O13 2eyq
G23 2eq93 ) -

K (t) ist der relaxierende Kern mit den Komponenten K1), 7,j=1,2,3,. -,
6, te[0, co).

Es seien £ als Kraft &£ und o als Flup ¥ zu betrachten. Dann stellt
(1.19) eine konstitutive Beziehung vom Typus (1.4) dar, die dem Fall
M=IN=0 und [L =K entspricht. Gemif} dem Grundtheorem folgt,
daB das Boltzmann-Volterra-Gesetz (1.19) genau dann en inertiales
Konstitutivsystem bildet, wenn

K(t) = e M, (1.21)

mit A und € 6x6-Matrizen, gilt.

Natiirlich stellt der relaxierende Kern (1.21) nicht den allgemein
relaxierenden Kern dar. Bei den meisten viskoelastischen Materialien
liegen neben Spannungen und Verzerrungen innerer Parameter vor, die
in der Anwendung des Trigheitsprinzips eine Rolle spielen. Die Anwesenheit
dieser Parameter wird in dem nichsten Abschnitt betrachtet.
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Jetzt soll die allgemeine Form der Spannungs-Verzerrungs-Beziehung,
die ein Kelvin-Voigt Material beschreibt, betrachiet werden. s sel
?
g(t) = S@(t*T) a(t) dr, (1.22)
—00
wobel @({) eine Matrixfunktion mit den Komponenten Gut), t e [0, 00)
bezeichnet. Nehmen wir an, dap der Kern @ hinreichend glatt ist.
Durch Differenziecren und eine partielle Integration wird (1.18)

¢

£(1) = ©B(0) 5(1) + B(0) olt) — g G(t— ) of %) dr. (1.23)

Mit ¢ als Kraft A, € als Flup Y und mit ™M = @(0), IN = @(0) und L(t) =
= — @(t) stellt (1.19) ein konstitutives Gesetz des Typus (1.12) dar.
Als Konsequenz der Annahme, dap das I elvin-Voigt Materialgeselz mit
g als Kraft uud £ als Flup ein konstitutives Inertialsystem bildet, gilt
eine Spanuungs-Verzerrungs-Bezichung der Form

B(t) = M(t) + MNo(t) -+ S e=Bu=3) € of <) d, (1.24)

—0o0

wobei 4, [N, A und € 6 x6-Matrizen bezeichnen. i

Bemerkung. Die Boltzmann-Volteira Spannungs-Verzerrings-Besle-
hungen, dic dem Kern (1.21) entsprechen, bilden gleichzeitig konstituti-
ve Inertial — sowie relaxiercnde Systeme. e Kelvin-Voigh Spannungs-
Verzerrungs-Beziehungen (1.24) bilden nur dann auch relaxierende
Systeme, wenn M = 0 gilt.

1.3 Boltzmann-Volterra- M aterialien mit inneren IParametern

Das Bxperiment zeigt, dap nicht alle viskoelastischen Baltz mann-
Vollerra. Materialien, mit Hilfe relaxierender Xerne vom Typus (1.21)
beschreibbar, sind. Dag bedeutet, daB es Boltzmann-Volterra Matpria_lien
gibt, die in Spannung und Verzerrungsgeschwindigkeit kein konstitutives
Inertialsystem bilden. Gemdp des Trigheitsprinzips sollen Koérper ohne
Binwirkung von Kriften in Ruhe bleiben. Demzufolge soll fir Boltzmann-
Volterra Materialien, fir die (1.21) nicht gilt, die Kxistenz bestimmter
innerer Krifte angenommen werden.

Diese inneren Krifte, die wir ,,innere Spannungen’’ nennen werden,

sind durch die folgende Definition eingefiithrt : ‘
Befinitien. Mine Menge von linear unabhingigen Parametern

Sisli8mnan ' 8k

bildet ein vollstdndiges System ven inneren Spannungen, falls
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1. ibre Elemente mit den Verzerrungsgeschwindigkeiten durch
ein 111@1‘1‘}1@1% Konstitutivsystem verbunden sind und -
2. die Spannungen o, ..., og linear abhingige Funktionen von

31, 8ay --., 8 sind.

~ Anmerkung. Durch diese Definition sind die inneren’ Spannungen
nicht eindeutig bestimmt.
) Es sei nun ein System mit der minimal erforderlichen Zahl » von
inneren Spannungen betrachtet. Gegeben sei mit s, s,, ..., s, ein solches
System. Hs ist verstdndlich, dap jedes belicbige andere Umkehrbar ein-
deutig mit s, 8,, ..., 8, verbundene System §1y 8, - -, &, auch ein voll-
stindiges System «von inneren Spannungen hildet.
..T.m folgenden wird die Frage der Bestimmung eines vollstindigen Systems
mnerer Spannungen untersucht. )

! Bx sei angenommen, dall zwischen den Verzerrungen und den inneren
Spannungen s, ¢ =1, 2, ..., » konstitutive Beziehungen gelten, fiir die
alle Arbeitshypothesen des Absehnitts 1. 1 erfiillt sind. Dann haben diese
konstitutiven Beziehungen die Form

t

8i(t) = ME(t)  Nye(1) 4 g Lt—7)e(r)dr, i =1,2, .., n

(1.25)
wobei L, : [0, co) — I’ relaxierende Kerne der inneren Spannungen sind.
Bildet man den Vektor s mit s, i = 1, 2, ..., % als Komponenten, dann
148t sich (1. 25) in die kompakte Form

]
(1) — ME() + NE(D) + g L(t—7) &(5) d= (1.26)
umschreiben,
GemiB Theorem 1 bildet (1.26) ein inertiales Konstitutivsystem
genau dann, wenn -
L —=e?c, (1.27)

gilt, wobei A nXn — und € » X 6-Matrizen sind.

GemdB der Definition des vollstindigen Systems von inneren Span -
nungen, soll die Spannung ¢ eine lineare funktion
yon s sein.

g=0s, (1.28)

wobei @ eine 6 X n-Matrix ist. Mit (1. 27) und (1. 28) wird die konstitutive
Gleichung (1.26)
¢

o(t) = GME() + GNe() + @ S e~ € é(1) d, (1.29)

— G0
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Vergleicht man aber (1.29) mit (1.19) folgt, daB

CM=GMN=0 (1.30)
L Das bedeutet, da die Matrizen M und IN keinen EinfluB auf die
Spannungs-Verzerrungs — Beziehung haben. ‘ Man kanél dann gurdcil;
eine geeignete Anderung der Definition Vde,l mnelljept p?pnxng?r“c]m
Matrizen M und [N inmwer zu N 1}]1 machen. Dann 3 au ,el} die Bu'%( ]111 i
fiir die inneren Spannungen und fiir die Spannungs-VYerzerrungs-Beziehung

3 \

§(t) = % e~ M= @ &(x) d= (1.31)
bzw.
1
a(t) = @ g e~B—) @yé(7) dr. (1.32)
Aus (1.27) folgt durch Differentiation
mit der Anfangsbedingung
§(— co) = 0.

GemdB der Delinition des vollstédndigen Systems von inneren ‘S'pz:-
nnungen soll die Spanuung o cine Funktion von g sein. Wegen der voraus-
gesetzten Linearitdt ist diese Bezichung in der Form

5 @3 (1.34)

darstellbar, wobei @ eine 6 X n-Matrix ist. Multiplikation der Gleichung
(1.33) von links mit @ liefert :

(.)“ = @ G_: E:', — @ A :S:. (1.35)
Filuwt man die Abkiirzungen
M = (GC)”’

und

B-=(@C)'CA

ein, dann geht Gleichung (1. 35) in die Form

e=MH¢+Bg (1.36)

uber. . = v i

! Diese konstitutive Beziehung Verallgmn_emery “usammen ym, (1. 33)
das konstitutive Geselz von Maxwell. In speziellen F a-llgjn n =6 unlc‘l G_‘:'
== I reduziert sich Gleichung (1. 36) auf die Maxwell’sche Konstitutiv-
(leichung.
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Das Resultat der vorliegenden Untersuchun g kann wie folgt zusammen
gelalt werden ;

EBin viskoelastisches Material vom Boltzmann-Volterra-Typ besitzt
genau dann ein vollstindiges System innerer Spannungen, wenn der rela-
xierende Kern exponenticlle Form

K () =@cMg (1.37)

hat, wobei @, A und € 6Xn-, nxn- und % X 6-Matrizen bezeichnen.
Ist 5 ein vollstindiges System innerer Spannungen, dann ist das
konstitutive Gesetz in folgender Form darstellbar :

5=GC:—BASE, o(—o0)=0, (1.38)

b=C Ay, g(— ) =0 (1.39)

1.4 ]((flv'in—'VO/tfgt—ﬂ’[a,l’m"icd'[en o Aanneren Paramelern

I8y seien jetzt Kelvin-Voigt-Materialien vom Typus (1.23) betrach-
tet. Wie in Abschnilt 1.2 gezeigt, bildel die Spannungs-Verzerrungs-
Beziehung im allgemeinen in Spannungen und Verzerrungsgeschwindig-
keit, allein kein inertiales Kongtitutiv-system.

Genau wie im Ifall’ der Boltzmann-Volter a-Matevialien miissen
dann innere Parameter cingefiihrt werden. Im folge 2den werden wir diese
ineren Parameter als ,innere V erzerrungen’” bezeichnen. Wir fithren
diese inneren Verzerrungen durch folgende Definition ein :

Befinition, Kine Menge von  linear unabhingigen  Parametern
Gy oy - o5 G

bildet ein vollstindiges System von inneren Verzerrungen, fallg

L. ihre Elemente mit den Spannungen durch ein inertiales Konstitu-
tivgystem verbunden sind, und

2. die Verzerrungsgeschwindigkeiten linear abhingige IMunktionen
der inneren Verzerrungsgesch win-digkeiten ¢,, ¢,, ..., ¢, sind.

Wie im Fall der Bultznm-n11~Vulterl'ay—Spa.v:umngs-v erzerrungs-Bezie-
hung sei angenomimen, daB zwischen den Spannungen g und den inneren
Verzerrungsgeschwindigkeiten Gy + =1, 2, ..., n, konstitutive Beziehun-
gen gelien, fir die alle Arbeitshypothesen des Abschnitts 1. 1 erfillt
seien. Dann sind (ie inneren Verzerrungsgesehwindiglkeiten ¢ mit den
Spannungen o durch eine Beziehung der I'orm

F

¢
4dt) = Ms5(t) + Nyolt) + S Li(t-=7) o<) d= (1.40)

—co

verbunden.
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Bildet man den Vektor ¢ mit ¢, =1, 2, conyonooals Kom
dann 148¢% gich (1. 40) in die kompakte Form

Q) = M () + N ot) + gu_u—r) o(7) d+ (La1)

umschreiben. . ) . }
Wendet man wieder das Theorem 1 an, dann erhilt man die Beziehung

e=9 @ o) dr, (1.42)

4(6) = Ms (1) + IN oft) +-

Sm»

wobel A eine nt-n-und @ eine » X 6-Matrix ist.
. Da die Verzerrlmgsgeschwind_'igkeiten von den inneren Verzer-
rungsgeschwindigkeiten linear abhingen

i =G 4,
folgt aus (1.42)

£(1) = OMa() + BN oft) + @ g B-ICo(<) dr. (143)

Ist die Matrix M nicht Null, wie es normalerweise liir die Kelvin-
-Voigt-Materialien der Fall ist, dann bildet (1.42) in Spaypnunge‘p 1.1nd
inneren Verzerrungsgeschwindigkeiten ein inertiales, aber kem rel@lk'ui 51)1—
des Konstitutiveystem. Dag bedeutet, dab e ‘Spammngsgegsc] 1;0} en
o(t), t < 0, mit o(0) = 0 gibt, so daB fiir ¢ > 0 die Spannungen nicht vers-

schwinden, obwohl fiir ¢t > 0 g(t) = 0 gilt.
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