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SUR UNE GENERALISATION DE LA METHODE
DE STEFFENSEN
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Boil. X' un espace de Banach e{

(1) - fla) = 0

une équation, ott f: X - X est une application of § est I'élément; nul
de Pespaco Y. _ B

Désignons par [, v; f] la différence divisée du premier ordre de
P'applieation f sur les points w, v & X et par [%; v, 00; f] la ditférence divisée
de deuxiéme ordre de cette application sur les points u; ¥, w & X. Qe diffé-
rences out été introduites dans les travaux [1], (2], [5], [6], [7]. Supposons
lenr symétrie comme fonctions des points sur lesquels elles sont dgf.inies.
A cbté de Péquation (1) nous considérons une application g: X — X 3
Paide de laquelle nous construisons la suite (2,)®., fournie par le procédé
itératif suivant:
(2) Tty == @y — ["'Zv"ua ‘(J(mn) s f]k—l' f(""".ﬁ) nelN
@ étant un'dlément arbitraive de X. o

11 est; bien connn que la différence divisée [5uy g(20) 5 f] est unie appli-
cation linédaire de X en lui méme, la gunite ()i sera bien définie dang
le cas ou cette application admettra une inverse pour chaque # e [N.

Nous admettrons le fait que D'application [#oy g(2); f] admet un
inverse [a,, 9(20) 5 f17' et nous donnerons des conditions suplémentaires
bour que tous les éléments de la suite (Ln, glaen) 3 f112, soient inversableg.
En méme temp nous donnerons des conditions pour la convergence de la
suite (@ )30, fournie par la relation (2).

On remarque que la, suite (¥ )iuo, fournie par Ia méthode (2), coincide
avec la suite (1,)°, donnde par les égalités suivantes -

(3) Yuer = (W) — [Yn, g(ya) 5 f17 Jltn.)),

O gy =y p = Iy 2 ol ! | ;
Considérons les nombres réely et positifs By, K, a, o, ) et dy = [ f(a,) -
Désignons par ¢ > 2 yn nombre réel quelcontue. Considérons lensemble

(4) Ne={reX| o — Zoll § N, @y X
eb désignons par « Ia plus petite racine de I'éguation :

(5) (U 0 — [20 + 6) + ad)t 4 1 4 5 = 0,
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En ce qui concerne la convergence de la suite (aa)io fournie par (2)
o 1
le théoréme suivant :
catt ‘ ¢ nombres réels By, K, a
Théordme. St les applications [ et ¢ et les nombres ré o I, o
p, het q 067 o'fifmt les conditions sutvantes : .
1 haque. .z €
@IS @ f(a) |7} pour chag 8
LOMAN ton de u
ii l£ différence divisée [u;v; glest| s J?nét1:1q1Le comme foncli
: : pour chagque u, v €8 ;
vt || [u,0; 9]l S e pow chaque ] q‘, A
iii. ||[w, v, w; f1I| < I, pour chagque 2, ° : M_,m e o
V. 4l existe l’apph'can'o'n L2005 glae) 5 f171 et Nilag, glag)s |

V. BI(1 +p)|U s a; ol
Vi. 2 =2 max {p, .G:J- —i I glwg) — ol ] o
3 tirip_sypmis[op- 25 1
4 neaohh B )
P A L (¢8g) 1 (1—a)?

Vil ¢d, << 1; 0 la

: »_ ; ST et lon e
alors Déquation (1) a aw moins: wne: sohm(m FelS,id = IMn at |
délimitation suivante ; . o
Hedg)

|Z — 2l €. Bob . T Eil-.a}ﬂ;q;,_‘f

Démonstration. Disignons par : |
= [a:;. gla); f1 et 1y = .Z);l, o =T0ve [

jeiv}

sue déduisons ide (2) et (
Si nous envisageons les notations ci-dessus, nous déduisons ide: ( ')
les relations %lll\"l.]ﬂ(“s :

(6) ‘: i F oy = f’-"'b;i Uy flag)

”{ s ()5 G ot oolua it oy )

ot Lo dé(lluit ’ . . ) . . .

(8) BT 10 oy — woll € Bodo, |
) i (1) & ‘_'”aﬂl gl SaBpaddTt

Hn employant Didentité : 5
/' s | £ — '/1;‘
7“1 ““f‘%)“l‘[“'m‘/ ) ﬂ( —ag) +[a1, @y g (@) 5 ﬂ * To)(‘l Ji%))
de 111' (6), (7), (8), (D) ot de lh\pothe\e €S on déduit:

(10) | f(wy) || € K Biadi. E S i : '

I: ur rouve. ( 20 H 2 (LONSK ( 116 ld )lu S p lt() l ( lll(f
0 1 ue 1 e b‘ nonu re l]lﬂ,l 1 t .

de Déquation (5) veulw 1'1 olrmon 0 < a . done ¢ = *(714:(:7)7
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Alors de (8) il résulte (que :

1 L [ 1
ey —2g|l € Botly € By a1 . ghii oS By b7 08, ng 2
¢’est-a~dire a, ¢ 8.

Par la suit nous prouvons D’existence ' de Papplication I, == D1

En employant les propriétés des différences divisées et les hypot—.
héses du théoréme on g :

1}
(L) i Dy—D,|| = ”[‘1’0,{/("”0) 3 J1 = [y, 9(@) 5 f1]] §(\[ or 9(20) 5 f1 —
—Log(2 ””‘f‘[fa‘n(] )sifl\— L2y g, IEN AN
<KLD o -+ prbodo == K (1 4 p) Byd.

Pour établir 1a derniére inégalité on mnplmo le fait cue 9(%y), 9(m,) € 8.
Démontrons maintenant ces appartenances: Kn' etfect 'on &
(@) — ol <[l glarg) — woi 4-5u'< 2
ol ;

b — @0l € (@) — glag)) 4 Fglas) =+ ol € o < [[g(y) — a2,
De (11) on déduis |

i Do (Dy=D) ' BYK(1 4 8)d, < .

l)u fmt que 0 < ¢ << L et de Uhypothése (Vi) il résulte qu’on peut
inverser l'opérateur

Hy =il = By( Dy —.D,),
ol [ représente Papplication identicue.

On a:
A e et h
PHF S -
[ —a
Remarquons par la suite que :
My = 1D,

c'est-d-dire
) [[0_1 5= 1)11]‘0‘]
d’oli Von déduit;

(A ] LT -.'-I

Dt S g
el

Si nous désignons par B, Pexpression || Ly, Vinégalité ci-dessus devient :

(12) T 1B S
1—a
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Prouvons maintenant que ;
BIK(1 -+ p)d; < a.

En effet de (10) et (12) on déduit
JBiK dd BE K (Lidp)dg]?
T a)? (I—a)*(1 + p)

-2

Y/

9
0

St e)
La derniére égalité est justifiée du fait que @ représente la plus petite

racine de l’équatlon (5).
bupposons par la suite que les hypotheses suivantes, sont véritides :
«) 1l .existe les Op(,ratmus Downdiant say Liss

B Bo€ TN ot B TG =102, s
1), BIEQ - p)d, £ a, d, = |lf(=)];
3) #edS, gm)es,pouri=1,2,...,8-1
Dans ces hypothéses, en employant une identit¢ analogue & celle
de laquelle on a déduit 1a relation (10), on a 'inégalité suivante :

(13) Iflea) ) € KB | flad) |

¢’est~-a~dire : _ b
Aeyy & K B2ads

Mais de £) il résulte Pinégalité¢ suivante:

) K Bjad!
da € J Bjady
(1—a)®
ol
(14) d.y & be'dl.
Des hypotheéses de I’mduction il résulte les inégalités suivantes :

Aoy € betdg 1 =0, 1, ok

1
En multipliant par $— 1 Jes termes des (lemwles inégalités et en désig-

nant par & expression :

1
3; = bﬂ—l..l_(li, i == 0, 1, Sy 8

’

nous obtenons :
8{+1§Ci ] 32, 1 = 0, 1, ey 8.

Admettons maintenant I'existence des nombres :
a; et B, 1.=0,1,

5

- S

t-els que :
& £ o"3h y g

ou B =1 eb a;="0.'Alors on a:

2

-9 g ey

< 314y K cle™igl
e’est_a‘_dlre S IR cle™ ot .
Sirg € ™S o, S

0}(1 Fon =g bt a0 4 =0, 1"
;) E‘fu]’::(/ ﬁls o = t=0,1. o S
Des re atlons ci-dessus nous duhuson.\ facilement que : ]

WChe® el i o1 ; i
(q-])_“"-__’ ng‘; 1:0,1,...,-?.

Alors si hous . -
R envigageons le fait 4 ! = |
suivantes : que ¢ > 1, nous dédnisons leg inégalitég

R H

&; =

(11;) 8{ -+ \“§ ( 8 )q ; I? 1= 0} 17 * Rl s.
o ' pp Ca;t " l. a1 Cllst 2

”])s' sl = =
i M= Lo, gt 5 1 2 e, gt 1) 3 f1] € K1 5 p)B,d,.
" ( s 1)8 Fl)” h(l + ?) R "a \ a.

Par conséquent, Papplication
H,=I~T,(D, ~ D) =TI,D,,
admet nne mvme pour laquelle

haT i
. 1—a
Des relations ci-dessus nous déduisons que :
{ DAL e s
¢’est-d-dire e B o

I Ty ) € P
1

—a
te qui nous conduit 3 Pinégalité suivante :

(16) By P

c’est-a~dire 3 Pinégalité p)
our i = § 4 1.
Démont. 5
. ontrons maintenant - qu on & linégalité v) pour s -+ 1 ¢lost-a-
By KA e,y \\\.a
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Xn effet de (15) il résulte d, § d, et alors de (13) et (16) déduisons :
B to) ppeaqr —

B (1 + p)diey § (1—a)*

.

M\

= :B-gl{(i_l;fp_g‘ adi—2 £ __azadz“j - P
C (1—a)(l4t o) (L—a)%(1 + 3)
() N N v 1a
Démontrons par la suite 'appartenance de @,., et celle de 9 (®541) @

sphére §. | !
i _{”‘ 1 -1 . > our
: : LT e DOUY Z 4, P
On démontre facilement que ;g + 5 & ¢  } qz 4

chaque s <IN ; alors on déduit de (2) L
Al | < .BO I r \g
I #oe — Zoa[l & [[Toer|- |1f(.'.l:s+~1) 1SS ——(l—~_a)?‘*1 5415

b

41 o
s+1 4 R 1_ = 3 . -1
By ¢t Sorr b B B Beh ol g
=4y : ) ;

Des relations ci-dessus il résulte les inégalités suivantes

! : st : 1 541 8 (,‘"‘ 1
" n gl ""—_'_1 Al (} <

S Y fawa — ) € B 1Y, (e3y)

k=20 fe==0

g

| 500 — o]

1
<_!J_°_bH—08°r§ wo=< A
; 1= (e 3)rt ; .
t ) "(- 2 2y :,‘. '——_ " .
’ | 9(@02) — @oll < Hg(@arn) — glye) i 4+ - 4 19(2) g(%o) 14
+llg(@e) — wyll < pp 4 ll glxg) = @oll & A,

clest-d-dire 2., 8 et g4y €8,
) ' SO <<CH . YO
Nous dtudions par la sunite la convergence de la suite ()i

Des inégalités. ] =
JjO gl

| Xpaq —2 % ES IR o/ 1

h k-1 “ & 1 ((} 8 )

b=
que sont vraies pour chaque k&N, il vésulte
1 nd-p—1
ud-p--1 BN rot 1 e i ) ‘8 ol <
<Y s — o S BT (e80)" <
I2ues — ol € 'Y, 0w = ol S BT Y <
i k=n ) ,
(17) st e § il T |

0 bR Ti=1{e8g)1"
1 — (e8,)e— "

pour chaque », p e N
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En envisageant le fait que ¢ - §) <1 et le tait que Pespace X est
complet, il résulte que la suite (@n)i%0 est convergente,

Désignons par # la limite ; lim @,,. De I'inégalité (17) en y faisant p -
— oo on déduit :

1
Bob =1 (¢8,)0"

riidedies
& — @, < T or e

De 8, < (¢8,)" il résulte que :

lm f(a,) = f(&) = 0.

N— O

¢e gui signifie que 7 est Ia solution de I’équation (1).
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