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1. I1 ¡. a 35 ans, en 1957, a été fonrl(r I'Insl,itut cle Calcul cle Cluj clc
I'Acaclémie Roumaine. Le fonclatettr', l'zr.cadómicieri lilleliu Popor.iciu
était, à Ce rnoment, cotìttr"l cl¿r,us le lnondc cnr;iel pal' SeS reclìel'clìes con-
cernànll la théorie cle I'appro,rination, la 1,héorie cles fonctions cotìì¡exes
cl'orclre supérieu.r, I'anal¡'ss nurncilique et en môme teurps pal l)olienta-
tion r.ers uno ìtrterpl'étation cles 1-enclances des sciences nrathétnatiques
qui avai1, colnlìle Doint de clépalt I'inter:c1ó1rcntla,nce cle.scs clit'ers clolnai-
ries. ;\insi, pâr' exeìnllle, dans stì r'ision' l'approxitnation, la con\-exil,ét
le o¿llcul nrtrnéritìue alr scns mocleurc étaient en é1,roite connectiotl ¿ì.r'ec

l'aualyse fonctionnclle clonl, les rrrótliocles étaicnt toujouls pr'ésentes clans
ses le0lìerches.

D'arLtre pa,r'l, Les rósultats qu'il a olltenus en convexité, apploxima-
tion ct, ¿ìnâl)¡se numér'ic1uc ont eruichi l'â,nal¡'ss fonctionnelle ayec une
rÌou,\¡elle c'lirection conceïnalÌt Ie cornpolteìr'r.ent c1e celtaiues fonctionnelles
el, leurs teprésentations.

En i05?, i'Institut cle Cialcul de Clr-rj ótai1, I'un cles pt'emiels insti-
t¡l-s rl'Iìulope rlui a,\'âient colnrìre objectif l'étucle cle la théorie et cle Ia

;"Til"ï,å"''if åiiï"ìîlÌ.:r':¿il,"'."'å;'-:l'É'T.,:i';;li-
ncrls ¿rrrons llarlé phts hau1,. Ira platiclrte tiu calcul clont

notlii r¡enons cle irarler é¡ait une Dou\relle cliroction, tÌne noul.elle manièr'e
de conce\roir le calcul, y compris aussi I'ntilisation des orclinateurs.

L'école rnathématique fond.ée ei, dirigóe pâr'Iiberiu Popoviciu, jusqu'à
.sa mort (19?5) a eu- cf irnportantes contribul,ions dans ies directions envi-
sagées aupatavant.

2, Contne hormnage je clésire pr"ésenter cluelques iclóes qui se c1éga-
gent cle l'orientation dont j'ai par'lé. Je vais m'anêter à la théorie de la
õonvexité et celle de I'allure. Beaucoup cle résultats que je pr'ésenterai
ici sonl, contenrÌs clans rnes travaux.

Nos recherches sur la convexité cl'ortlre supérieur au sens de Tibe-
riu Popoviciu f7l et les généraiisations ob lL,2l ont
comme point c1-e ctépar1, un véritable pl s présenter
certaines idées; appartenant z\ ce principe. clre, remar-
quons qu'un important nombre de problèmes qu'on rencontre couram-
lirent rlans les investigations malhématiques reviennent à I'éi,ude d'un
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objet a (il peu1, ôtle une fonction, une {igurc gðotnéllirlrie, uu nombre,
ìrne équatiou, etc.). Ðes clilficultés tle calcul orL bicn le manc¡re fle cel'-
taines ¡ropljétés ou, srimplernent, lloÌÌr' llotli-oir zrpplirlucr,, à l'étucle cln
proì:lème qtti srs pose, tlne méthoclc spcli'ialc, otr rertrltlaçc I'o¡jet ø" llzì.r
un autre, disons ã. Ici irr1.ellien1, le plincipe clont nous iì,\'otls pat,lé. -On

chercÌrc ¿ì choisir' ã. clans une classe spócìale t¡ri contient dc¡i élériiellts alec
cles plopliétés préfe1lées ilui corlr-iennent poul le ¡'r'oblèrnc' tlaité. II s'zigit
d'une classe t7¡7te Lrne clarise tllólónrc'uts c¡rti sotrt boirs, conr-enal¡ftis ponr:le
pt'oblòtne. Le choir est, basó, cliclênlmcn'r, snl des clitèrcs bien pt,écisés.
Si ø. esl, une érluation c1u'{lrt cloit, résourh'e, I'óquatiol 7- attachcleã ø es1,,
en génér'al,'trlus sirnitlc que ø" ou, c'n tout ces, plus crornrnoiie à ré¡l,ouc[.e.

Nous sornrnes, sott'cn1,, cn riituatic¡n rlt¿¡r-oir' ìte"qoin de rne¡tr,e en
évidence unc crlasse ou l¡ien ru-L ertsenltlc rlont les ólómc'nts sotrt cor-Lsid(trós
col1ìnre modèIes, comÌne f,ypiclues potìu u-n ¡r'oblòrne qrL'on cÌoi1, c1tutlier,.
Construile ou'bielL trouvet'tlc t,c'1les cl¿ìii¡rì,ri ori rle tels enseinbles tl'élé-
ments tvpiclues delient une 1;lincipe, une opélation habitueile. C'esl,
pourcproi on est ccltluit ¿\ consitlérer le problèrle clc corlpaxe les oìtjets.
qui inte.r'r'ie'.nnent clans n'impolte ci-lel dorlraine cle lechelcþe avec'les
élélnents rl'une classe_t1ui contietrt, tì-es objets qui serr ent comme uroc'lèlcs,
cornme types. {Jne telle colllpar¿tirjolt noLls peltlet de clécout'rir cle no¡-
velles cla,sses r1'objets qui peulent être impoltants poul les investil_;aticns
clrri t tou s i t rtót'essc t it.

l)eux clollaines ìrnltortanl,s .sont le¡i béiréficiaires cìu plincipe cio¡t
ltous r/enons de Darlol : la thírorie cle I'approxination et la thðorie cle
I'allure. Dans le catlre ¿le l'Institul, rle Calcrrl de Clluj olr a, fe.it rles recher-
ches <l:r,ns ces deux d-jrection,q. JJn cicìrors, cvidem[ìent, de bearr-coup
d'autres.

3" Comme homrnage à la mémoire cle T'iberiu l?oporriciu, je prósen-
tclaiu ici, celtâins moments rernarquables clu dér'elappemen'r, dle la ihéorie
cle I'ailure, thóoli¿ que j'ai éiaborée pour eìonner un r¡ême cadre à clivers
con-ìpûr'ternent ¡r ccmpris la cou'erité cl'orclre s¿*r¿tino" elle même l7l,
l1l, []1.

ìln 198û, après avoir clófini la propriété de cluzr,si-convcrité ci,orc'lre
'opriété, capabìe d,e,loir comìne cas
e supórieur ain¡i clue la convexité

I e nouvello appelée
que cles c d'allure,
Cie,nli ine:i ¡ ¡tt'attt

i98û, c,cnrtÌie, 1làlr excniple [f ],, 12 l.
.l:ou.'nieäri coulttrendic co (lïtì ir, r-1nit-ie, je r'loil: ra,',;pelcr la aÌóíi-

nii,icir ric i'a,llule.
i-1oit cionnés le¡s erLsteitil¡le¡i no;r liclcs -zL eî, ü. fJnppoltons qu'on zl

conltrui'¡ pour -8 urte parbiticn
111

B:lJ iì¡,n1,)2, B,l' Bt,:Ø llorir l¡fu. Considi:rons aus¡i I'ensem-
j--1

ble non vide d'cpéiflterr-ril.

(1) Ø - {tilA : }" -, T-2).

Ðlînrxrriol{ 1. T,'élóment, n e,4 a I'allure (.8,, U) si U(ø) e 8,.

llÉnrnlrrox 2. L'éltlment.r:e I rl I'allule (8, Ø) si l'orr a"fl(a;)eB,
potrl clraque fI eúl/.

llotu' faire une liilisou a\-ec ce r1ìr'orr. a 1;r'ésc-ntó arL t1óbut, clc ee
travt..ìì, on rerllzì.lquc qne si ø: ,r cN õ. : U(n) itlols ls5 rlétirritions 1 e'¡ 2
nons rlorrncrrt lz" possibilìté cl'obtenìr' r.lc¡s jlfolnt¿rtious sul lc' courpolte-
irent c'[e a. Ì]àr' r'appor'l, à I'opérateur Li e Ú1/, cl'aplr\s I'allpaltencnce rlc
ã à unc' or-r ¿\ une autle classe J?,c ß. Je, r'lois pr'éciscr', ici, clue dars rut
autre trar-ail [õ] j'ai clonné la c1élinibion riu tc¡r'urc'. < cornpolternerrtr.

Des círË par'r,iculiers remalqrLa'b1es cl'aliurc:s s'oLrtiennent cltlancl
BcA.Ils intelr-iennent rlans la, 1,héorie tlrr I'interpolatiolL ct dans la tliéo-
l'ie rle I'i-lp1;r'oriuration. I)ans Ie ces -/JcJ, on perit fair:e la lcrinalque
suir¡antc'. Si ìes <ilémerrts U tle l'cn.seml¡le (.t) ont Ia proltriété

(2)

et la propliété plus forte

(3) pour'

lrour .q: e lJ on a a@) e 13

r e -[J on a U(r) : .t;,

¿lolr: les., ,r e á c¡ui ont, cles allules rloiuióes; pal lcs rléfinii,iorrrr 1 e,.t 1l lieu-
ven1, ôr,.1'e colsidérés corìrrÌìe des génér'alisat¡onrr cLes ólérncni:-; ir E / @t,
gérióralcineut, ont, penl: a'utendtc r1u'utt te1 r e j ¿'Lur':¡ cles plou'iétés
senrbl:¡'blcs lr, celies cles élémeilTt q e /3. Åinsi, ¡aì' exerrpie, iri -l : 1l
est rin csllaJce linéaile e1, lJ: Bc,Ð un sous-cf{l)2ìce alolri, daiiii leca.s (lì)
U esl, un opér'ateui: cl 'interpolation far r'2l"llpor'1, air- sous-espàce $ (r'oir'
[2]), il s'agit, eir effet d'un plojecteur. I)a,rr¡; c€ câtÍj v soni; conicnns bez.uri-
rlouÌ tÌe plocódés cì'interpolation er1, cl 'approrin¿tiolr. Iìn it:r.lticuliet',
eeux clui sto'l¡tic,.ruen1, palles seci,ions cl)uir celtain or.'dlc rl'nlle scili'o lrigri-
nométlic1ue, ot-' absttaite, dc Fouricr' (c1ans ie czs rluzrircl // est, tn orillâce
de l-Iitber'1,) ou ltien tous lell plocériús ii'interirolatiorr <lr: t¡'pe Ì,eLelnnuc
nous otfrent cì.es exenrl-rles tròs jntércs¡;a"nt,s.

une autre rcmalcìiie q.n'on peui, fa.ire, coucein¿r,nt la définition 2,
est lir, suir.ante. Otr peiit élaborer une titiolie coirrpara,ti-,'o tÌcs ¡.llrires si
on considère, pal crreml;le, au Ìieu cle lter;lienil;le (1 ) deLlr: srcrrs-el¡ctinl:ìct
Qt, eL ¿?{, de [ü:Li : -,i -']i.

ÐícnrxruroN 3. Si úllrc-4/, nlort. llallurc. (lii, ql) 
1;r.écòrÌe I'aliule (11,,

4/r). I'e termc <préoòcler> perit ôtle lenrplncé ilr-cc <erst, pluir fail¡Ier.
4. Four mel râpportel, rnaitr1.er..zi,nt, ilLtr r'é¡iult¿rt,s cle 'l'iberiu Popo-

¡'icirr.r en supposant clue les noi,ions de ìrol¡'nornc ci'inl,elpoiation oi, cie
différence clivisée sont bien connuesi, j'ótrclccrai les tìréoròmes clui strilent.

'ilruúonÈiin 1. Ln __lsropriét,é d,'tru,c j'ott.cltott ,l' : ,! R, r,îr, -ç. fR,
o7'êíre cott¡-coe s1u A'r-X, d,'u,'u, artlre x, r;ìi, 'tt ast jít(t n -)0, i:st rt"ne
o"llure.

On trouve la cléiïonstrz'l,iou eilusi ntol-r tr':¡r'¿lii. [,,,1. ]lais !orr-t'c-:lpJi-
citerun peu le contenu du- tiréorirrirt-, 1 , r'onsiciór'ons I'otll.ic:t' ti;)[; ei I'erisern-
bie .lic[t contenant, au rnoins ri ] lZ 1;ojnts r'iistinc1,s. [R, corr-irne c,..'[aJ:j-
tucle, signiÍie I'ensernl¿lc des nornlrres r'éehi, c'etst-à-r-!,irc i'¿.çe r,éel. Fo¡r,
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chtquc erìsenble de poilts rlistirrcts dc lft,

{4) trrJ:t2, ^ . .¡ (ürt_z¡

on peut cot'rsiclérer ì.'opór.ateur.

(õ) Lr+L: L(9,+L) c.]t ¡tzt . . ., tu+2, .)

cléfini sur I'ensenìbÌe cres fo'ciio's <1éTinios sur. res points (a) ct avec resr.a,leLu's eù Q,,*r. Ainsi, porlr unc teile fonctiorr/;; I;"ät^ää,di¿¿,-."i;ri;"g*
'(6) I'(7n*,t fit¡ &z¡...r 0r¡.2).f),

5.
'¡111 .sist 0' 1''' ''IL i 1' on peut consiclér'er

Ce cas l,-?, ' ' ' ,1, c,: -Ti R. (r'oir 
-¡Ij[

nir .ne \f9r',ot'1t¡u l7-l' on ¡' faìt inteirlJ-
La théorie 'o* linóai'e ctes roncttiiìtäq:rli].L s.pér,ie*r es1, conten'cclans mes trar-aux (r'oir [1], [2], [B]).
G. La clémonst ation- clir tnðoi.:

Ø,r*, ltettf, être paltitionné en taisant i

tous les choix rles points
,t, Lu*r) r,evient à la con_
(ØL*tr,U r,) ù la convcxit,é

Tl "å r}'TTÇe; 
corresPoncrentes des

a,la]1le pog¡ te câs non linéaire i5l.

i.i. ,:::.llîi'?.1Ì.:l.,lliiró rle ,rouoror,,J;',,:*';T"rlb'rl'c 
r¿ r'b liÚe *"-.i *räì:

i1n lrìrs¿ìr1, rntelr-enit cette plopriété de monot
si / e-st co,r.'rìã^¿i*clre ¿ s.,i, t' a,lo1s r1¡e¡e que :åi:
aes clir,isécs

18 7

, . ¡ üt+n+!; Íl)'i'-r"-t, ttt,):n | 2,

,ona

4 5

(10)

(7)
\ *,e,

oÌr les coefficienfs ø, sont bie' co'n's (r'oir, par exeÌnplc r2]) et ou

(8) (r,ru+r: lrt, fi2,,.,, Ìntz)J''l

est s poiirts (4).

rlto
un
l:oints (4) tlans I qui doit c
I)ans 1a rnonogr.al;hie f7l, la p
littératulc rn¿r,thématiclucj on^
supérieur'.

DúrrrN'r'rox J3 (cie iriì:er:i¿ llçps1-ici'). T,a fonction /: -î * gq estcli1,e convcxe (non con{là\c, po1¡'nomiäreJ.non con\¡exc respectir,;ement con_cave) d'orch'e ?¿ stlr y c X <I'apròs o,ue I,oil. a

(9) lan il2,...t n¡t+z;/l> t( à0t:, (0 rcspectivement {0),
¡i lrensemble I

(11) lfi¿, fr¿*tr...,t a¿+n+Ltfl <lc¿+t, e+2r..., t,+,*z)Í1.

]ln.fais.ant, maintelant, _int_ervenir au lieu des paires (11) cles cliffé-rences divisées co'sécutir-es de la suite (10), des tiÌplets

(12) Lfit, frrnt,...,,t¡¡n+t-)Í) l,üt¡, ut+2,.,., fii_r,+zrÍf,

lrr.,.r, c:r.rr, . . ,, LLrn+s , fl,
nous avons considéré.poly.m77n I s la propriété cle la fonction/:"x - p.
exprimée par les inégalités

(13) lfi¿*u fr¡*2, ...¡ fr¡+n+z; /] < max {[ør, fi¡+t t..., frr*r.rt)lf,

lü¡+2, frt+s, . . ., ßo*rns ) lll,
qu'on suppose satisfaitcs pour chaclue enseml¡le cle points

1t +1f'(?r1-t) Ðr, :L)2, . . .t fr,¿+2; I) :

(1.,J,, il,*rn,

pour les points 01 { 0¿*y

àn -l 2, de I'ensernble Y

(14)

de X. C'est-à-dire qu'on a fixé fi?, : ,tL { J, i :7.
fit{fi2{,..{rnn"
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I)É;¡lxl:r'ros 4. Si la foncrtion .f.: X _ [R, a ]ll, pÌ,o]riété

(1õ) lr'', ,-r''i' . . ., fl,oz)ll < rìiìx {frÐr, li:r, . . .r íDu+r;,f], [.¿,s, r1:,),.. ., ffir+¡iJ.])

s (I 4) cians I s nous tlisons clue fc ct'or,ilre ,r¿ or. ;'.irt i;;;'';;îÉoins rz f 3
Irs bhóoi,rì

TrrílonÈlrn 2. J'o. propriðté crc :trdctement q,uctsi-cottz.cn,itii d,ord,re n.,s?¿l' -{, de lu, Jotrctiort, J : L j tR cs¿ u,rtc ctl.lture.

1'ilionÈ;uo S. f,u, lllt.ot¡t.iétó
tla J su,r I'et¡se¡nble X csl ine ttl
3, que l'allutc de cont:eniló tl'orilt

{1. Il ¡lr,ósenlc ulr ilrtó1,ôL sl¡cc
lcs glaplres, t¡ri a óki déliLrit, l,ai, .1,
¿Lllons tlonucl ce r'ésrrltat rlarr,s urr
convexitó cl'orrlre supérieul pour, ìe
graphe.

9, lfous clésirons souligncr. cnc
tìorlu ¿ìyons cli1, jusclu'ici. erìand on

c lction par rah e cle diì.ersesd di.r.ctlses t,cst
q

thé
alcu
rsc
1()r

3. Llenn Popoviciu, Sur u¡tc propriéf ó rlt: ntonolonìe clæ ( trcs, t\laflrcr¡atical Strtrc_rthcnratic Sol.iß, S99 409 (i9?5).
nuctilé t!' r, I_,;\nai¡.sc Num. ct Ia
).

fortcliorts tlLtnsÌ_conuetes L'.Ittalysc Ntutt. cl lct_
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