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A LVOCCASION D'UN IMPORTANT ANNIVERSAIRE

ELENA POPOVICIU
(Cluj-Napoca)

1. Il y a 35 ans, en 1957, a été fondé U'Institut de Caleul de Cluj de
"Académie Roumaine. Le fondateur, ’académicien Tiberin Popoviciu
était, & ce moment, connu dans le monde entier par ses recherches con-
cernant la théorie de approximation, la théorie des fonctions convexes
d’ordre supérieur, I'analyse numérique et en méme temps par 'orienta-
tion vers une interprétation des tendances des sciences mathématiques
qui avait comme point de départ I'interdépendance de ses divers domai-
nes. Ainsi, par exemple, dans sa vision, 'approximation, la convexité,
le calcul namérique au sens moderne détaient en élroite connection avec
Panalyse fonctionnelle dont les méthodes étaient toujours présentes dans
ses recherches.

D’autre part les résultats qu’il a oblenus en convexiteé, approxima-
tion et analyse numérique ont enrichi l'analyse fonctionnelle avec une
nouvelle direction concernant le comporiement de certaines fonctionnelles
et leurs représentations.

En 1957, VInstitut de Caleul de Cluj était 'un des premiers insti-
tuts d&’Burope qui avaient comme objectif I’étude de la théorie et de la
pratique du caleul. IEn ce qui concerne la théorie, elle étail basée, en prin-
cipal, sur les recherches de Tiberiu Popoviciu et puis de ses éléves dans
les domaines dont nous avong parlé plus haut. La pratique du calcul dont
nous venons de parler était une nouvelle divection, une nouvelle maniere
de concevoir le calcul, v compris aussi l'utilisation des ordinateurs.

I’école mathématique fondée et dirigée par Tiberiu Popovieiu, jusqu’s
sa mort (1975) a en d'importantes contributions dans les directions envi-
sagdes auparavant.

2, Comme hommage je désire présenter quelques idées qui se déga-
gent de Vorientation dont j’ai parlé. Je vais m’arréter a la théorie de la
convexité et celle de I'allure. Beaucoup de résuliats que je présenterai
ici sont contenus dans mes travaux.

Nos recherches sur la convexité d’ordre supérieur au sens de Tibe-
riu Popoviciu [7] et les généralisations obtenmes par ses éleves [1,2] ont
comme point de départ un véritable principe. Nous essayons présenter
certaines idées appartenant & ce principe. Pour mieux comprendre, remar-
quons qu'un important nombre de problémes qu'on rencontre couram-
ment dans les investigations mathématiques reviennent & 1’étude d’un
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objet « (il peut étre une fonction, une figure géoméirique, un nombre,
une équation, ete.). Des difficultés de calcul ou bien le manque de cu-
taines propriétés ou, simplement, pour pouvolr appliquer, a Iétude du

probleme qui se pose, une méthode spéeiale, on vemplace l'objet o par:

un autre, disons o. Ici intervient le principe dont nous avons parlé. On
cherche & choisir @ dans une classe spéeiale qui contient des éléents zn ec
des propriétés préférdes qui conviennent pour le probléme traité. 11 s’agit

d’une classe type une classe ’éléments qui sont bons, convenables pour e

probléme. Le choix est baw, evidemment, sur des criteres bien précisés.

Si o« est une équation qu'on doit résoudre, 'équation 7 attachée i o eg 4,

en général, vlus simple que « ou, en t(‘dt cas, plu comimode i 1‘L.‘.oudle.

Nous sommes, souvent, en situation d’avoir besoin de metire en
évidence une classe ou bien un ensemble dont les dléments tont considérés
comme modeles, comme typiques pour un probléme quon doit étudier.
Construire ou bien trouver de telles claszes ouw de tels ensembles ('élé-
ments tvp'ques devient une principe, une opération habituelle. Clest

pourquoi on est conduit & considérer le probleme de comparer les objets.

qui intervienvent dans n’importe guel domaine de recherche avee les
éléments d'une classe qui contient des objets qui servent comme modales,
comme types. Une telle comparaison nous permet de découvrir de nou-
velles classes d’objets qui peuvent étre Iimportants pour les investigations
qui nous intéressent.

Deux domaines importants sont les bénéficiaires du prineipe dont
nous venons de parler: la théorie de l’applo\mntlon et la théorie de
DPallure. Dans le cadre de 'Institut de Calcul de CIUJ on & fait cdes recher-
ches dans ces deux directions. Hn dehors, evidemment, de beaucoup
d’autres.

3. Comme hommage & la mémoire de Tiberiu Popoviciu, je présen-
terai, icl, certains moments remarquables du dév eloppemenu de la théorie
de l’adm"e, théorie que J ‘ai élaborée pour donner un méme cadre d divers
comportement y compris la convexité d'ordre supérieur elle méme [7],
[1], [»

Hmn 1880, aples avoir défini la propriété de quasi-convexité ’ordre
supérieur j'ai essayé & trouver une propriété, capable d’avoir comme cas
particulier la quasi-convexit¢ d’or dle supérienr aingi que la convexité
d’ordre supérieur. Je suis arrivée i une nouvelle théorie que j'ai mppw]ee
Ia, théorie de 'allure. Je dois pr u:lser que des cas particuliers d’allure,
gous celte uummmailun sont donnés dans mes travaux publiés av ant
1684, comue, par ex xemple [1],

Pour mieux comprendre ec yui va suivre, je dois rappeler la défi-
nitien de [Mallure.

Hoit donnés les ensembles non vides A et B. Supposons qu’on a
construit pour B une partiticn

n
B =\ B,mz2, B0 By =@ pour I+ Considérons aussi ensem-
j=1
ble non vide d’opérateurs.

r—

(1) U< {U|U: 4 - B

DErmnvaTioN 1. L'élément z e A a Pallure (B, U) si U(x) e B,

3 Hommage 185

DEFmwrioN 2, Li'élément o e 4 o Ualluve (B, %) si Pon a Ulw) € B,
pour chaque U e #.

Pour faire une linison avec ce qu'on a présenté au début de ce
travail, on remarque que si o= x et & = U(z) alors les définitions 1 et 2
nous donnent Ia possibilité d’obtenir des informations sur le comporte-
ment de « par rapport a Lopérateur U e %, d'aprés Pappartenence de
¢ & une ou a une autre classe B,< B. Je dois préciger, ici, que dans un
autre travail [5] j’al donné la définition du terme « comportement ».

Des cas particuliers remarquables d’allures s’obtiennent quand
Be A. Ils interviennent dans la théorie de Pinterpolation et dans la théo-
rie de DPapproximation. Dans le cas Bo ., on peut faire la remarque
suivante. Si les éléments U de Uensemble (1) ont la propriété

(2) pour zeB ona Ulx)el

et la propriété plus forte

(3) pour xe 3 on a Uw) =,

alors les w e A qui ont des allures donndes par les détinitions 1 et 2 pen-
vent élre considérés comme des géndralisations des éléments ye B et,
généralement, ont peat atftendre quun tel we.d awrs des propridués
semblables o celles des éléments y € B. Ainsd, par exemple, i A — ¥
est un espace lincaite et 8 = S I un sous-espace alors, davs le cas (3)
U est un opérateur d’interpolation par rapport au scus-espace & (voir
[27), il 8’'agit, en effet d’un projecteur. Dans ce cas ¥ sont contenus beau-
coup de p*ocules @’interpelation et &’ ibpploxnnation. En particalier,
eceux qui s'obtiennent par les sections d’un certain ordre d’une série trigo-
nométrigue, ou abstraite, de Fourier (dans Ie cas quand £ est un espace
de Hilbert) ou bien tous les procédés ’interpolation de type Lagrange
nous offrent des exem]ﬂcs tlLS intéressants.

Une autre remarque quw’on peut faire, concernant la définition 2,
est 1o suivante. On peut élabover une thdécrie comparative des allures si
on considere, par exenmp le, au liew de Pensemble (1) deux seus-ensemnble
U, et U, de {UU: A — B}

DRFINITION 3. 8i %, %, alors U'allwre (B, %,) précede Dallure (B,

#,). Le terme «préceder peut étre remplacé avec «est pluy faibley.

4. Pour me rapporter, maintenant, aux résultats de Tiberiu Pcopo-
viciu, en supposant que les notions de polynome d’interpelation et de
différence divisée sont bien connues, j’énenceral les théorémes qui suivent.

o

TraEorbNME 1. La propriété dune fonction f: .V = R, ot N <IR,
délre convexe swr Y =X, dun  ordre w ot n est flxé e /:2(3, st une
allure.

On trouve la démonstration dans mon travail [5 |- Mais pour expli-
citer un peu le contenu du théoréine 1, considérons Uentier n 26 et I enseni-
ble X < contenant au moins n-| 9 points distinets. [®, comine ¢ habi-
tude, signifie 'ensemble des nombres réels, ¢'est-a-dire ].1.\(‘, réel. Pour
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chaque ensemble de points distinets de R,

(4) Lryliay ooy Tyyg
ou peut considérer 'opérateur
(5) gy = (P 5 0 3oy« vy Tuggs o)

défini sur P’ensemble des fonctions définies sur les points (4) et avec les
valeurs en 2,.,. Ainsi, pour une telle fonction J onpeut considérer I'image

{6) VAL 15 iy Doy v ooy Tngo s [

On a désigné par (6) le polynome de Lagrange de degré # construit
pour f sur les points (4) ef par (5) Vopérateur de Lagrange. Par £, on a
deésigné I'ensemble des polynomes de degré tout an plus égal & m. Le
polynome (6) est done une combinaison lindaire des fonetions ¢,: R — R
ol gx) = &' pour ¢ = 0,1,...,n - 1, e’esl-d-dire

1

(7) TPy 5w, Lgy vy Bpeny [) = Z @0y
=0

ou les cocfficients a, sont bien connus (voir, par exemple [2]) et oit

(3) Gyyy == [‘1’17 Tgy v v vy Xnyo 7.“
est la différence divisée de f sur les points (4).

Tiberiu Popovieciu a considéré les fonetions S X - R qu'il a nomées
d’ordre » sur Y <X, pour lesquelles les différences divisdes (8) gardent
un méme signe quand on considére de toutes les manieres possibles les
points (4) dans ¥ qui doit contenir au moins n + 2 points distinets.
Dans la monographie [7], Ia premiére sur les fonetiong convexes, dans la
littérature mathématique, on” trouve les bases de la convexité d’ordre
supérieur.,

DririNirioNn 3 (de Tiberiu Pepoviciu). La fonction F: A SR est
dite convexe (non conecave, polynomiale, non convexe respectivement con-
cave) d’ordre n sur ¥ <X d’aprés que i’on 2

(9) [@1y @y ooy Buyg 3 1> O 20, =, <0 respectivement <0),

pour chagque choix des points (4) dans I'ensemble Y.

On remarque que la définition 3 permet de considérer les Ppropri-
¢tés de convexité (non concavité, polynomialité, non convexité respecti-
vement concavité) d’ordre » méme sur un ensemble discret et, en particu-
lier, sur I'ensemble (4) de points, Ini méme. Les propriétés de continuité,
dérivabilité et encore d’autres pour les fonctions d’ordre » surun ensemble
précisé peuvent étre trouver en [7].
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5. Au lieu des fonctions e, ¢ — 0,1,...,m 4+ 1, on peut considérer
an sistéme de Tschebytschef o, i — L2 oL o XS R (voir [2]).
Ce cas a ¢t aussi considéré par Tiberiu Popoviciu [7]. On y fait interve-
nir une généralisation de la différence divisée (8).

La théorie non linéaire des fonctions d’ordre supérieur est contenue
dans mes travaux (voir [17, {21, 3h.

6. La démonstration du théoreme 1 s’obtient en remarquant que
P41 PeUb étre partitionné en faisant intervenir les trois cas particuliers dans
lesquels I'on a dans (7) a,,, = 0, a, 11 =0, @yyy < 0. Désgignons les classes
qui s’obtient par 2,, 23, ,, respectivement P41 Ona done 2, ., =24, |
UZ,U ;.. Silon désigne par A Pensemble des fonctions f définies sur X
et par %, l'ensemble des opérateurs (B), pour tous les choix des points
distinets (4), alors, pour B — Py Vallure (24, L, +1) revient & la con-
vexité d’ordre n sur Pensemble (4) et Dallure (2}, %;) & la convexité
@’ordre n sur X. De la méme maniére on obtient les correspondentes des
allures (gﬂn'; -L’w-r-l) {9;_,_” L!H-l): (g)ﬂ! %L) et (‘@774-17 q/L)'

Evidemment la théorie rveste valable pour le cas non linéaire [57].

7. La propriété d’une fonetion J d’étre Qordre n et lide aussi avee
une certaine propriété de monotonie (que nous avons envisagée en [3].
En faisant intervenir cette propriété de monotonie, on remarque que
si f est eonvexe d’ordre n sur ¥ alors quelle que soit la suite de ditféren-
ces divisées

(10)

m—n-—1
)

([@is @ign'y oiv vy Brynsr 3 J 1A mzn - 2,

pour les points z;, < ,,, < < Bipppy t=1,2, . ,m —n — 1, mx

Zn" -+ 2, de l'ensemble Y, on a

(11) [0 @is1s -+ 5 Bignna 3 11 <[®i41s Bryns - - 2 Biynyg s 1o

En faisant, maintenant, intervenir au lieu des paires (11) des diffé-
rences divisées consécutives de la suite (10), des triplets

(12) L) Tir1 s oy Biynre s f) (21 By o oy Ziynyo i ST,

[Zeros Tiggye -y Zeinrs s ST,

nous avons considéré pour mzn + 3 la propriété de la fonction f:d - R,
exprimée par les inégalités

(13) [Ciss Bisy - oy Bringo s f] < max {L@s Tivy s, Bipnrrs S,
[(@iv2s Biray - 5 Tivurg s [

qu’on suppose satisfaites pour chaque ensemble de points

(14) By <@y < .. < Znsg

de X. Clest-d-dire qu'on a fixé m =n 4 3, ¢ =1,
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DEwNeroN 4, Si la fonction J:X - R, a In propriéts

= o o . Ty c Sy . . o e , .
(13) [a, a3, ..., Pypg3f] << max gy @, .., Pugy 3 [l [y Tyyevny Bugg s JI
Pour chague choix des points (14) dans 'ensemble X, alors nous disons que f
o8t strictement quasi convexe d’ordre » sur % (voir [4]). On suppose que
Pensemble X contient an moins % -+ 3 points distinets.

Nous avons démontré les théoremes qui suivent.

THBOREME 2. Za propriété de ctriclement quasi-convexité d'ordre n,
sur X, de la fonetion f: X — R est une allwre.

Titorive 3. La propriélté de strictement quasi-convexité @'ordre n
de f sur Uensemble X est une allure plus faible, au sens de Iu définition
3, que Vallure de convexité dordre n de la Sfonetion f sur X, i

8. 11 présente un intérot special de remarquer que In convexité sur
les graphes, qui a 6té définie. par . Soltan [8], est aussi une allure. Nous
allons donuer ce résultat dans un autre travail qui aura comine sujet Ia,
convexité d'ordre supérieur pour les fonetions qui sont définies sur un
graphe.

9. Nous désirons sonligner encore une idée qui se dégage de ce (que
nous avons dit jusqu'ici. Quand on construit Pimage (6) de 1a fonetion 7
sous une forme eachée, on passe, premicrement par une lransformation
qui nous porte de la fonction f i sa restrietion & ensemble (e points (4).
L'image (8) est, done, une prolingement de celte restriction, Dans ce
contexte, le comportement de f, par rapport & l'opérateur Liyyy, €8t expri-
mé par la propriété du prolongement dont nous venons de parler, d'étre
inclu précisement dans la classe 25, v quand f est convexe d’ordre N,
par exemple. Nous sommes done dans la présence de 1idée d’étudier le
comportement d'une fonction par rapport & un opérateur d’interpolation
habituelle on généralisée de diverses maniéres, & 'aide du comportement
des prolongements des diverses restrictions considérées pour la fonetion
qui intervient.

10. Je dois finir sans oublier que pour Tiberiu Popoviecin la théorie
des fonctions d'ordre # au sens que nous avons présenté plus haut est un
domaine qui I'as passionné, Mais, en méme temps ce domaine élait
Ia base de nombreuses directions de recherche qu'il a cnltivées et qui ont
enrichi la science de résultats remarquables, I1 ne f aut pas oublier qu’en
dehors de1'école mathématique qu’il a fondée, il a posé les bases de 1'in-
formatique en Rowmanie en donnant non seulement beaucoup de tra-
vaux appartenant au fodements théoriques du caleul, mais en dirigeant,
dans le cadre de I'Imstitut de Calcul de Cluj, comme directeur, la cons-
truction des premiers ordinateurs complétement transistorisés de Rou-
manie. C'était dans les années 1957—1965,
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