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REMARQUE SUR UN THEOREME DE LA MOYENNE
DE TIBERIU POPOVICIU

ELLENA POPOVICIU
(Cluj-Napoca)

1. Dans notre t{ravail [4] nous avens évoqué quelques moments
significatifs concernant Porganisation de Pactivite dans PInstitut de Galeal
de Cluj de I'Académie Roumaine. Gomme nous lavons précisé, 'Tnstitut g
élé fondé, en 1957, par Pacadémicien Tiberiy Popoviciu. Qe tome de notre
revue est un hommage offert par les éléves et les collaborateurs de
Tiberin Popoviciu, aprés 35 ang d’activité de I'Institut dont il a été le
directeur jusqu’y sa mort (en 1975).

On peut trouver des détails concernant 'organisation de 1'Institut de
Oaleul dans beaucoup de travaux comme, par example, en [1], [4].
Nous n’insisterons plus ici. Le but de cette note est de souligner quelques
idées qui peuvent étre considérées comme fondamentales pour les recher-
ches mathématiques de Tiberiy Popoviciu et de ses collaborateurs,

2. Je me bropose de présenter une idée qui peut dtre considérée
comme fondamentale non seulement pour la théorie de Pinterpolation

mais aussi pour Panalyse mathématique tout entisre. TJ s’agit de la, ques-
tion suivante.

Etant donné un ensemple non vide G et un sousensemble aussi non
vide H qui est différent de G, on considére un ensemble non vide U,
d’opérateurs

(1) U= {U|U:G->m. I

Soit amssi 4 une fonctionnelle 4 : G - R. La question qui se pose est de
préciser les conditiones qui assurent la valabilité de Iy proposition quel que
soit I'élément ¢ e &, il existe un opérateur U e ¢ qui satisfait la relation

(2) ) A(g) = A(U(g)).

La relation (2) exprime une propriété de 1 moyenne dont les cas par-
ticuliers se trouvent en grand nombre dans Tanalyse mathématique.
Pour en trouver des exemples, on peut consulter mon livre [1]. En préeci-
sant d'une maniére convenable les conditions imposées i la, fonetionnelle
A et aux opérateurs de Pensemble 4, on obtient un trés important
théoréme de Tiberiu Popovicin. Pour pouvoir en donner Pénoneé i1 fant
rappeler quelques notations et notions.
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Soit # un ensemble interpolatoire d’ordrem z 1 sur un intervalle
compact [, b]. Clest-a-dire, pour chaque ensemble

(13) L1y Tgy - oy T
de points distincts de [a, b] et quels que soient les nombre
(14) Yy Yoy - o o9 Y

Pensemble & contient une fonetion et une seule, ¢ qui satisfait les con-
ditions

(15) olag) =9y t=1,2,...,mM.

Si les nombres (14) sont les valeurs sur les @; d'une fonction f que nous
pouvons rencontrer dans I'étude d’un probleme, alors il sera commode de
désigner la fonction ¢ par

(16) P — L(g:7 gy Tgy oo oy T ﬂ

Généralement, F n'est pas lindaire mais on en obtient comine cas parti-
culier Vensemble 2,_, de polynomes qui est un engemble lineaire.. Au
lien de ce cas particulier on peut considérer, encore, I'ensemible 77,
engendré par m Tonctions oy, @g -y Puy supposées continues sur [a, ]
et formant un systéme de Tschebytschef sur [a, b]. O'est aussi un cas
particulier trés important, en faisant, naturellement 1’hypothése que les
p; ne se réduisent pas & e, ¢ = 1,2,..., M.

Dans tous les cas considérés plus haut, soit 1 € p § m — 1 eb soib
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Iensemble # est interpolatoire d’ordre m — p sur n'importe quel
sons-ensemble de [, b] qui ne contient pas les points (17). Quand # =
—@,._, et les nombres (18) sont égals & zéro, on obtient un cas particulier
trods intéressant. Mais le cas Z = Pu_, et lo sous-ensemble 5 de*P,,_, est
inféressant aussi pour un choix quelconque de nombres {18). Dans ce
cas leg différences divisées qui interviennent

(19) [“’1) Ugy+ ooy WUpy Tyy Tgye - oy Tm-p 3 ”

pour une fonction f: [&, b]— R doivent avoir le sens suivant. Tes points
(17) sont fixés et au lieu de f(u,) on a toujours f(u,) = v, ¢ = 1,2, ..., p.

Trensemble # n'est plus linéaire et avec los différences divisées (19)
dans lesquels les u; restent fixés et seulement les @; seront choisis de touts
les maniéres possibles mais sans passant par uq ¢ =1,2,...,p,on obtient
une convexité (non concavité, #-polynomialité, non convexité, respective-
ment concavité) par rapport & 4, avec restriction. Clest ce qu'on a
gquand

(20) [ula Woy« « vy Upy ByTgy- - oy Dip=p 7f] >0 (Z 0’ - 0’ § O’ < O)
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