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IDENTIFIZIERUNG DES ZUSTANDSPARAMETERS
FUR VISKOELASTISCHE MATERIALIEN (1I)

. BUGGISCH, P. MAZILU and 1. WEBER

{Karlsruhe)

Starting from the general stress-strain relation for a linear viscoelas-
tie material, which is in agreement, with the “principle of inertia”, a new
identification procedure is proposed. Instead of running one long-range
relaxation experiment, following a single suitably specified deformation
history, material characterization is done using the data of n short rela-
xation experiments following # different deformation histories. To inter-
pret these data a direct non-iterative algorithm has bheen developed. Com-
pared with other methods, for example, curve fitting by using Gansg’
method, this direct method is numerically stable and allows a simple di-
rect evaluation of the error due to the scattering of experimental data.
The method has been applied to the determination of the relaxation times
of an unsaturated polyester ‘material.

1.5. THERMODYNAMISCHE MODELLE

Im folgenden wird ein thermodynamisches Modell entwickelt mit
dem Ziel einer eindeutigen Definition der GroBen :

— dissipierte Energie pro Zeiteinheit ¥';

— freie Energie ';

— reversible Forménderungen ¢, ;

— irreversible Forminderungen ¢, ;

— reversible Arbeit I, ;

— dissipierte Arbeit Z,.
welche mit den thermodynamischen Hauptgesotzen vertraglich sein mufl.

1.5.1. FThermodynamischies Modell fir Boltantann-Volterra-¥Materialien

Um das thermodynamische Modell zu entwickeln, beginnt man mit
der Definition der mechanischen Arbeit

(1.44) L= S g & dt.

—00
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Benutzt man das konstitutive Gesetz (1.36) und die Beziehung (1.34),
dann erhalt man

(1.45) L:Sgﬂigdt+g§(ﬁ7[3§dt,
oder die adquivalente Gleichung

0 t
(1.46) L:ngdg+8§®'”[}3§dt,

wobei das erste Integral ein Integral im Spannungsraum bezeichnet.
Tiihrt man die neuen Parameler (P, Pay - - - Pu)’ = » mit

(1.47) P=GCG'HG 3+ C'B s
ein, schreibt sich (1.45) mit Hilfe von
4 /4
L= S SGTH G2 dt S s@"Bs df,

als
]

1L = S sp di.

Das zeigt, dal die p, die zu den inneren Spannungen o; konjugierten De-
formationen sind.

Nun soll bewiesen werden, dall [H eine symmetrische Matrix ist.
Zuerst seien einige Ergebnisse bezliglich der Volterra'schen Integralglei-
chungssysteme w 1ede1holt Unter del Voraussetzung, dal dic Matrix GC
nicht singulér ist (d.h. det | (GE)| # 0) 1aBt sich das konstitutive Gesetz
(1.36) mlt (1.31) in der 4quivalenten Form schreiben.

2 (¢) = Hs(t) — B S e M=% Co(r) dr. .

—0

1.

Es ist bekannt (vel. [2]) daf} dieses System von Integralgleichungen
fiir hinreichend glatle ¢(t) eine cindéutige Lésung e(f) besitzt, und dab
diese Losung in der Iform =

(1.48) 1) — Ha(D) + 5 R — <) 5(%) dr

darstellbar ist. [R(#) bezeichnet einen in ¢ stetigen Xern.
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s sei o%: [0, 8) — RS (5(0) = o At) = 0, %) == 0 fiir ¢ [0, At])
€in Spannungszy vklug
Aus (1.48) folgl
(1.49) max | ¢(f)] < kmax|s°1)i,
wobei

k= max || 4+ R() At
1 €[0, A1
ist. [|1']| bezeichnet die Norm einer lincaren Transformation
T: R — RS,

Benutzt man (1.49) und (1.31), dann erhalt man mit @_(¢) als Abkiir-

zung fir den Integralkern auf der rechten Seite von (1.31) :

max |80 < md\ ”[]_ )|| & At ma‘x |(L-°(t)| =
1€[0,AN reo, c(0.an ~

(1.50) = A At max | s%1)],

1e10,A1
wobel

A =max || [L(¢
te[0,A1]

bezeichnet.
L Der Spannungspfad s%i); t € [0, At] werde nun in einem anderen
Kreisproze3 mit hoherer (zexch\»vindigkeit zuriickgelegt gemif

o(t) = o®(M), ¢ [0 %Jy A > 1.

I'iir diesen neuen KreisprozefR gilt mit (1.50)

; At
(1.51)  max [ sMt)] <A — max [6%1)] = A Al max | 50(¢) |-
pi [0’_,-35] N 1e[0,AL te(0.ag 7

Berechnet man (1.46) fiir deu Zyklus g(2) und beriicksichtigt (1.50),

dann erhalt man
I = gr[Hdc—L 0( M).
A

G

Gemaf dem zweiten Hauptsatz dor Thermodynamik gilt : L > 0.

At
Wiblt man —- beliebig klein, so erhilt man unmiticlbar die Symunetrie-

A
beziehungen
H=MH"
Offenbar mull H aullerdem positiv definit sein.

Als néchstes werde die pro Zeiteinheit dissipierte Energie W defi-
niert. ' )
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Die dissipierte Bnergie pro Zeiteinheit ist eine Funktion ¥(s). Sie wird
%0 bestimmt, daB fiir alle Spannungszyklen (1), ¢ e (—occ, c0), o(—o0) =

— o(4-oco)

7

(1.52) S‘F(g) et ie= g gedt =L

exfiilllt ist. o
BEs ist einfach zu beweisen, daf (1.52) genau dann erfiillt ist, wenn
(1.53) W(s)= s @"B g
gilt. , L \ -
Die freie Energie F' soll fiiv jeden Prozef komplementar zur dissi-
pierten Energie sein, d.h. sie wird durch die Gleichung

!

(1.54) F=FL_— S‘F(g) di
definiert. 3
Berticksichtigt man die Symmetrie von H, dann folgt aus (1.54)
1
(1.55) B = —aHg.

Folgende Definition sei eingefiihrt : .
Die reversiblen Verzerrumgen sind Anteile der gesamten Verzerrun-
gen, die nur freie Energie produzieren ; d.h. es gilt

_ 1
g£, At = — gfHa.

éa__.n"—n o

Die irreversiblen Verzerrumgen sind Anteile der gesamten Verzer-
rungen, die nur dissipierte Knergie produzieren ; d.h. es gilt:

i 4
Sgg‘,dt: g £ By dt-‘gg!B\g di.

Da die Bedingung ¢, 4 ¢, = e erfillt ist, werden die veversiblen
und irreversiblen Verzerrungen durch dic Gleichungen

o= g gl
ee=Byg - ¢t
besehrieben. . -
Hier Dezeichnet ¢ L einen beliebigen, zu ¢ orthogonalen Tensor ; d.h,
es gilt
S gel dt =

—0C0
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Um die Findeutigkeit der Zerlegung zu sichern, soi e1=0 angenom-
men. Dann sind die reversiblen bzw. irreversiblen Verzerrungen durch
die  Gleichungen

(1.56) &, =My
(1.57) ¢ —=Bs
bestimmyt.

Die reversible und irreversible Avbeit sei durch

t [
L — S G&, Al — ggn-lcjdt

definicert.
Daraus kann man sehlieBen :

Die inneren Spannungen 8,, 8, ..., s, bilden ein volistindiges Sys-
tem von Zustandsparametern .

Beziiglich der Symmetriebeziehn ngen, die in jedemn klassischen ther-
modynamischen Modell eine besondere Rolle spiclen, bemerken wir, daf3
nur die Symmetrie von H aus den thermodynamischen Hauptsitzen folgt.
Triir die Matrix B, die den irrevers;blen Anteil des Prozesses bestimmt,
folgt als Beschréinkung nur, daf G2IB positiv definit sein soll. Nur dann
is die dissipierte Iinergie pro Zeiteinheit ¥ immer posiliv (zweiter Haupt-
satz der Thermodynamik).

1.5.2. Das tiermod yaamische Modell fiir Kelvin-Voigi-Matervialien

Wir kehren zuriick zy der Tformel (1.41) und (1.43). s sei durch &,
der Teil der inneren \7’01‘ze1‘rungsgeschwil'ldigkcit gegehben, der durch
die Beziehung

¢
(1.58) e, () = S e~ - o o(z)dr
—o0
definiert wird.
Mit (1.582 reduziert sich die Spannung‘s—Verzerrungs—]ﬂeziohung 7
(1.59) ¢ =CMs+ GINg+ @ én

Die mechanische Arbeit wird dann durch die Tormel

£ 4 I3
(1.60) &=SQ®M§W+§QGWQW+S§G§dt

wiedergegeben.
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Ans (1.58) ergibt sich durch Differentiation

(1.61) L =Co— A
Multipliziert man (1.61) mit @, dann erhdlt man

(1.62) Gi:=GCc—CA:,

woraus folgt, daf

(1.63) g=(@CC) G+ (BGC)"CA -

Setzt man (1.63) in das letzte Integral (1.60) cin, dann erhédlt man
fiir die mechanische Arbeit die Formel

: 7
L:S(Z@M@ i + S g@ Ng dt -+

(1.64) +g £ G (@O B i+
13
+ S LAYG (G E) T GE: Al
s sei 69 [0, At] — RS (a(0) = ¢°(Af) = 0, o°%() =0 fir £ ¢ [0,At])
ein Spanmungszyklus. Aus (1.58) folgt

5
max || < A max | (0] A,
tE(0,A/) 1£{0,A4)

wohei #, = max ||e= €| bezeichnet.
Aus (1.61) folgt ebenfalls
max [€,(6)] < A, max [g°()| -+ 0( Al).
1€[0.A1] 1e10,A1]
Ts sei, wie im vorherigen Absehnitt, der Weg in den ‘Spannungsmu}u
S(t), t € [0, At] mit einer hoheren Gesch windigkeit zuriickgelegt gemaf
dem Kreisprozel

At
g (t) = g% M), t e [0, e ], A > 0.

Im Grenzfall & — co folgt aus (1.60)
1
yo S s GIMI At - o(_‘)\i).
J .
Da in jedem Spannungszyklus L >0 sein soll, ergibt sich die Sym-
metrie und positive Definitheit von @G M :

(1.65) GCiM=(@mM”" >0
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s sei o(1), T € (—oo, co) ein Spannungszyklus o —oco) = o(+o0) =
= 0. Gemaf} dem zweiten Satz der Thermodynamik soll

-+oo -+oo

| comsa (oo o at
(1.66) s -
+§0ng%1‘(@¢>-1‘ G- dt > 0
gelten. i

Betrachtet man wieder Spanungszyklen der Form

(M) te [0, At-]

A

0 te[O,ﬂ]
A

und beriicksichtigt, dafl die Integrale in (1.66) die GréBenordnung 0 (1/3),
0 (1/3%) bzw. 0 (1/2%) haben, dann folgt aus (1.66) die Ungleichung

+o0

(1.67) g ¢ GNs di > 0.

— o0

o*(t) =

Auns (1.67) folgt, dall @ [N eine positiv definite Matrix »
(1.68) GIN >0

sein soll.

Die Symmetriebeziehung (1.65) und die Tatsache, dalB es sich bei
(1.68) um eine positiv definite Matrix handelt, sind die einzigen Folgen,
die man aus dem zweiten Satz der Thermodynamik ableiten kann. Diese
Bezishungen reichen aber nicht aus, um ein thermodynamisches Modell zu
entwickeln. Ein solches thermodynamische Modell wird aber maoglich,
wenn man folgende Symmetrie und streng positive Deflinitheit annimmst :

(1.69) CC=(@CC?T* ud A > 0.

Dann kénnen wir die dissipierte Energie pro Zeiteinheit und die freie
Energie durch die folgenden Definitionen einfiihren :

D17 : Die dissipierte Energie pro Zeiteinheit ist eine Funlktion
W(g, £.), 50 dafl fir alle Spannungszyklen o(t), t € (—oo, co) mit g(t) = 0
anflerhalb eines Zeitintervalls [¢,, ¢, ]

-too +o0
(1.70) S‘F(g{t), 2.(t)) dt = S gidt=1L

gilt.
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D2 : Die freie Iinergie ist eine Funktion (g, ¢,), die fiir jedén Pro-
zeB die komplementire Energie zur dissipierten Iinergie sein soll; d.h. es
gilt immer

t ;
(1.71) Plg, &) — I — S W(g, &) dt.

Aus der Definition D1 folgt

+oco +oo +-co
S Wig, &) At = S cGING dt -+ S £ ATGT(GE) T ¢, A+
(172) 4 .
o0
i S £BY(E O G2, d.

Infolge der Symmetriebeziehung, die in (1.69) vorausgesetzt wurde,
ist das letzte Integral (1.72) gleich

1. ; g by
(1.73) ) £:(0) G (GC) " Ge,lco).

Unter Beriicksichtigung der vorausgesetzten streng positiven Defi-
nitheit von A folgt aus (1.61) mit g(#) = 0 ftir ¢ > t,, dadd £, (-} co) = 0 gilt.
Dann folgt aus (1.72), dal

(1.74) Ve, e.)=acCING+ . A"G"(GTC) "¢,
gilt.

Die Definition D2 fihrt dann zu folgendem Ausdruck tiir die freie
Eunergie -

| 4 1 . 1 , o

(1.75) Mg, e,) =—c@BGMs + - ¢cG"(GC) "G ¢

Die Ausdriicke (1.74) und (1.75) fiir die dissipierte und dic freie
Energie konnen durch stetige Fortsetzung auch auf den Ifall ausgedehnt
werden, dafl A nur positiv definit ist. Dieselben Ausdricke fiir ¥ und #
erhalt man, wenn in D1 statt der Spannungszyklen die Zyklen in é,(¢)
betrachtet werden. Solch eine Definition der dissipierten Energie verlangt
eine Erweiterung der Axiome der klassischen Thermodynamik in einen
Raum, in dem auch die inneren Parameter berticksichtigt werden.

1.6 DIE ONSAGERSCHIEN SYMMETRIEBEZIEHUNGIIN

In den vorherigen Abschnitten wurden bestimmie Symmetriebozie-
hungen erwihnt. So auch in Abschnitt 1.5.1, wo aufgrund des zwoiton
Hauptsatzes der Thermodynamik fiir die Bollzmamn-Volterra-Materialien
die Symmetrie H = H” bewiesen wurde. Iir den I'all der viskoelastischen
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Materialien vom Kelvin-Voigt Typus wurde im Abschnitt 1.5.2 aufgrand
des zwwoiten Hauptlsatzes der Thermodynamik die Symmetrie (]}b[M =
= G_‘.'IMT bewiesen. Ohne Beweis wurde in der Formel (1.69) die Sym-
mf}trlebezielnmg GC=(CC? angenommen. Im folgenden werden
wir wieder liber ahnliche Symmetvien der Xonstitutivinatrizen diskutie-
ren. Der Rahmen unserer Uberlegungen wird von der allgemeinen Onsager-

S(‘-]lelll Theorie der Symmetriebezichungen in der irreversiblen Thermody-
namik bestimmt. )
Die klaﬁ_s_iisclm Thermodynamik der irreverriblen Prozesse, die von
Onsager I}egrun‘det wurde, betrachtet ein allgemeines thermodynami-
sches System, in dom X,(i =1, 2,...,n) unabhingige Krifte und Y,
(7 :)1, 2, ...y m) die entsprechenden Fliisse sind. Die sogenannte ,,Iin-
tropieproduktion” wird als :

(1.76) § = ¥ Y.X,

t=1

geschrieben. Wir setzen voraus, daf ein Tuf ¥, von allen Kriften
Xy oo, Ay abhdngt. Damit wird
7 7 e : v ;
Y= Ty, .., Xp)unde 0 = Y0, ..., 0), i = L2, ..., n
Beiukleinen Abweichungen vom thermodynamischen Gleichgowicht
also geniigend kleinen Werten von Ay, ist es berechtigt, die Flisse ¥
nach den Kriften X, zu entwickeln und dioge Intwicklungen nach den

_linea,ren‘Gliedel'n @bzubrechen. Da das konstante Glied der Entwicklung
verschwindet, ergibt sich

(1.77) Y, = Bu X,

Die Onsagersche Konjektur ist nun die, daf3 fiiv alle irreversiblen Prozesse
die Syumumnetriebeziehungen

gel‘te_n. Im ZI{a-hlll_t_-.n der statistischen Mechanik wird bewiesen, daf3 diese
{{011J01{l.1'l_1' eine Folge der mikroskopischen Zeitreversibilitat ist. Diese
p)rllllne!.1'|talwmell__uu;:;en bilden die Grundlage aller thermodynamischén
M_odell in .Q{al' Y ’ELI']_]'.(%.]PI.t].l.llg, Di[’i’usinu, Chiemie, u.a. Mit ihrer Hilfe wird
die Definition der dissipierenden Potentiale und die Formulierung dex
\_21-1_'mt.mnspr1um pe (z.B. das Onsagersche Prinzip vom Minimum der dis-
ﬁt_pn_'l'tcn Jiuter;-:'m_) mogl;ch. Gleichtally tillt unter diese Reziprozitdtshe-
dingungen auch die Bildung von vollstandigen mathematischen Modellen.
) ]%ezugh_ch der ()171sa‘gersv(:hen Theo_rie und ihrer Anwendung schwan-
ken die Meinungen der Wissenschaftlor zwischen einer begeisterten
Bewunderung und ciner totalen MiBhilligung : ’
»Onsager reciprocial relations which are pillars of these theory . ..”

® J. Gyarmaty [3]
s -+ -1t I difficult to present Onsagerism exceplt as a comic relief.
C. Truesdell [4]

3 — c. 1080
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AuBler diesen kontradiktorischen Meinungen kénnen wir hier die-
jenigen experimentellen Untersuchungen erwahnen, die durchgefiihrt
wurden, um die Onsagerschen Reziprozitétsbeziehungen zu bestétigen
oder sie zu widerlegen. Fir Warmeleitung und Diffusion wurden solche
experimentellen Untersuchungen von Soret [5], Curie [6] und Voigt [7]
bzw. von Dunlop & Gostig [8] durchgefiihrt. Iine kompetente Analyse
dieser Untersuchungen wurde von Miller [9] unternommen.

BEs ist bekannt, dal}l das Konzept der Mikroreversibilitdt von Onsa-
ger im Rahmen der statistischen Physik ausgearbetet wurde. Eine phano-
mernologische Beschreibung der Mikroreversibilitit, die an der Kontinuums-
mechanik angepalit ist, wird in [10] Detrachtct. Diese phianomenologi-
sche Theorie bezieht sich auf eine FluB3-Kraft-Beziehung von der Form

- (1.79) Y = aX 4 B(X),
wobei « eine konstante n X n — Matrix und B einen Operator der Form

(1.80) BX) = INX + S © e~ *0-9 CX (v) d=

—0o0

mit N, @, A unde € ebenfalls konstanten » x w-Matrizen bezeichnen.
BEs wird angenommen, daf3 die Entropieproduktion

k]

(1.81) S=%X¥ =XY
=1
iiber einen geschlossenen Prozel3 integriert die Bedeutung der me-

chanischen Leistung hat.
Mit dieser Annahme aus dem zweiten Satz der Thermodynamik er-

folgt — wie {iiblich — die Symmetriec « = «”. Im folgenden werden wir
eine weitere Symmetrie, ndmlich § = £* begriinden. Hier bezeichnet p*
die Adjungierte des Operators 8.

Gemah der in [10] entwickelten Theoriec kann eine reale Prozefl-
filhrung eines Materials in der Form

(1.82) X(t) = X(t) -+ 8%
Y(t) = X -+ 8Y

dargestellet werden. Dabei beschreiben Y(1), ¥(t) den Grundprozel ge-
mafb (1.79) und (38X, 8Y) die Fluktuationen. )

Die Fluktuationen konnen von folgenden Energie-Ubertragungs-
arten begleitet sein :

1. einer Freisetzung der inneren Fnergie des Materials,

2. eine lLinergiegewinn aus der Umgebung.

Die Mikroreversibilitdt beriicksichtigt nur die Fluktuationen erster
Art.

Tm folgenden werden diese Fluktuationen spontane Flulituationen

genannt.
Weiterhin wird die folgende Detinition der Mikroreversibilitdt ein-
gefithrt.
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DErNimon. Ein Material {ubrt mil: ‘e18i
| . 7 g v oreversible Prozesse ocens
dann A, wennidie von spon tanen Flukiuationen verursachten f?lii:%g
un.d die entsprechende mech anische A1beit 1eversibel hezii g
Zeit-Umkehrung der Kyrifte S AX(t) = X (—1) sind. f
Um die Folgen soleh er Mickroreversibili{at f

m di gen i v 5 at festzustellen, mul [
zuerst die Form der spont anen Fluktuationen (83X, 8Y) bestin,nl']el}]3 e
Ks sei ein Gml}dprozeﬁ (X,Y) durch die konstitutive Gleichune
(1.79) beschrieben. Dieser ProzeB wird von Fluktuationen (38X, 5T 1 -
gleitet. Hs gelten = 02) he-

glich einer

35?:%7*2, BX:X~Y

=)

E’fgel fi{ ond ¥ reelle Werte haben. Da nach Annahme die spontanen
u (tua‘b_lonen_( 83X, 3Y) eine Freisetzung der inneren Energie \'eru;'
sachen, folgt fiir alle reellen Prozesse dic U ngleichung : & R

I
HED =N xxa<{ a0 ayyar=
= LX — 5%,7 - 87),

S(‘hl‘eibt man di@ sSe H ] n()‘l i o i ' i e S l €S Q
. o b 2 ! b elchull 1]11 Hllf . "l S y X i SSOR
a‘l i r]l’ 1 . a = : dOl Glund )1 OL w b( 5y

(ool

XD =\xia > S@H 3X) (T - 8¥) at =
= LT+ 3%, 7 + 5¥)
oder aquivalent
(1.83) S (BX ¥ + X 8F -1 8X 5% dt < o.

.5 J.Aufgru.nq d.ioger_pnglgiclmng kann man in einem Sonderfall die

ezleiung zwischen 38X und 8Y bestimmen. In diesem Fall betrachtes
I;l&lljf_‘]_Lll({.lllf.bt.lone.ll 84 und 8Y, die so klein gewdhlt werdan dal} éiz;
aurch eine lineare Beziehung verkniipft si b eings i
‘ ' ; o IPIt sind und aulerhs rines Zei
e o0 ulerhalb ecines Zeit-

[—¢ a] < (00, )
zu Null werden.
Benutzt man (1.80) in (1.83),sdann erhilt man

1

(1.54) § 5X(a X 4 B(T) 4 T 8¥ 4 5X s¥]dr < 0.

-—00
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Das « symmetrisch ist, reduziert sich diese Ungleichung auf

~

(1.85) S [X(8Y — o3X) + 3X B(X) + 8X 3¥]d¢ < 0.

T seien (3X*, 3Y*) schnelle spontanc Fluktu&tionon’, die mathe-
matigsch durch folgende Grenzwerte

lim 38X (), lim 3Y ()

A—o0 A—o00

beschrieben werden, wobei 3X(t), 8¥(¢) gogebene IMunktionen sind. Man
kann beweisen (aus (1.79) und (1.80)), daB fir dies¢ Arp von Fluktuationon
die Beziehung ; .

(1.86) 8Y* = o 3X*

oilg k Cl
5 e 5 ; i X )
1is seien (84, 3Y*) sehr schuelle spontane Fluktuationen, so daf

(1.87) SY* # o 8 X

gilt. Solche Fiuktuationen kénnen alle moglichen Grundprozesse b(_)glei—
ten. In einem Sonderfall kann es einen Grundproze geben, so dal gilt.

X = (81 — « 3XM

mit einer positiven Zahl + und

e — g 53X ST dt

—0
.,} > - o

g | 3Y* — o SX* |2t
—8

Hiorbei bozeichne ¢ eine kleine Zahl utLa.]Jliz?Lngiug von o Iis i_stroffer}-
bar, dafl fir diesen Grundprozel nnd far die IMuktuationen (82&{, 3Y)
folgende Ungleichung gilf :

S IJ? MY — o 85‘57‘) 4 SA* SXH di > e
—o0

Diese Unegloichuny stelt aber it Gleichung (1.?5) im Widerspruch,
die fiir sahir szhadile Pro zesse gemiad (1.80) wie folgt lauten soll :

¢ _ . e i
S | XX — o 3X%) 4 SA* 3Y | dt - 0 (7) < 0.

o]
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Jetzt suchen wir die Bezichung zwischen 34X und 3Y fiir allgemeine spon-
tane Fluktuationen. Ohne Besehrankung der Allgemeinheit kann diese
Bezichung in der Form

(1.88) S BY = w 8X 4 B (5X)

angesetzt werden, wobei 8 einen unbekannten linearen Operator bezeich-
net. Setzt man (1.88) in (1.85) ein, dann folgt unter Berticksichtigung der
Symmetrie von «:

(1.89) S (3 B(X) + X B(OX) + 3X B3X) at < 0
oder in dquivalenter Form
S [X(5% + B)(3) + 34 58X ]t < o,
wobei 8* die Adjungierte des Operators 3 bezeichnet.
Aufgrund dieser Ungleichung kann man die Bezichung
(1.90) | b= — p

be weisen. Die Beweisfihrung folgt demselben Schema wie die Beweisfii-
hrung von (1.86). " -

Nun kann man dag folgende Theorem beweisen :

THEOREM. Ein Konstitutivsystem vom Typus (1.7 9) fibrt mikro-
reversible Prozeésse in oben definiertem Sinn genau dann aus, wenn

(1.91) IN=IN", GC=(GC)" und A = A"
gilt. . ‘
Bewels. Bs seien { 3X, 8Y) spontane Fluktuationen
(1.92) Con L 8Y = a 3X — (). .
s sei (3.X*, 3X*) der ProzeB, welcher durch die Zeitunikehrung
(1.93) 3X1) = 3X(—1)
entsteht. Gemaf dem konstitutiven Gesetz (1.79) gilt
(1.94) SY* = o 38X+ 1 p(3X*).
Beriicksichtigt man (1.93), dann folgt aus (1.94)
(1.93) SY* = — o 58X 4 B (3X*).

Addiert man (1.92) und (1.95), dann folgt daraus der gesamte Hlul3

SY by = S [~ 8%(5X) -+ B(3X*)] du.
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Multipliziert man (1.92) und 3X und (1.95) mit $X* und addiort die
zwel resultiorenden GroBen, dann folgt die gesamte Arvbeit
g (3X5F + 5X%31 %) dt — S [—5X p*(3X) + 8L*p (3K%)] .

Sind die Prozesse mikroreversibel, dann soll fiir jede Kraftgeschi-
chte 3X gelten :

(1.96) S [—B*(3X) + B(3X*)] it = 0,
(1.97) S [~ 3X B*(3X) -+ 54 p (3X%)]at = o.

Die zweite Bedingung kann man auch mit Hilfe des urspriinglichen
Operators B wie folgt schreiben :

(1.98) S 3. B(84) di = S 3A* B(8X¥) at

Dies bedeutet, dal (1.97) dquivalent zu der Bedingung, dal in cinom ge-
schlossenen Kreisproze3 die mechanische Arbeit invariant ist bezuglich
der Zeitumkehr 3X*(1) = 3X(—t).

Jetzt versuchen wir die Form de< Operators (% zu ermitteln. Wit
beschrdnken uns auf den Unterraum der symmetrischen Kraftgeschichten
X(t) = X(—1).

Irir diesen speziellen Fall kann man direkl ersehen, daf
¢

(1.99) BHCY) = INTX S T &9 @ X() d+

—0o0

gilt.

Seien XM und X zwei Dbeliebige symmetrische Kraftgeschichten.

Man bemerkt, dal das Integral

o0 o]
~
I — ngu)[ S G o~ © X0 (o) dr] d
—o00 —o0 ]
in don folgendoen Aquivalenten Formon davstellbar ist
o0 [oe]

I— S [ Sggm (t) B o~ D= @AW () dt],dr,

—co T
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00
[ S XO(—1) @ o4 @ XW(— r) dt] d,

00 7

I S [ S X0 (2) @ e~-3 @ X0 (5) dr] dt,
00 3
e ngl(t)[ S C7 o~ M- GrX® (7) dr] .

Man kann den oben geschriehenen Ausdruck des Operators unmi-
ttelbar aus dem Vergleich der ersten mit dem letzten Integral I ermitteln,
weil man sofort bemerkt, da@

XON X0 — X0 NT X©
gilt.
] Schreibt man (1.96) fiir sehr schnelle geschlossene Zyklen in 8%,
die symmetrisch in der Zeit sind 3X(—1¢) = 84(t), dann erhalt man unter
Verwendung der iiblichen Verfahren die Symmetrie

(1.100) IN = INZ.
Mit (1.100) reduziert sich (1.98) zu
oo J
S 851’(15)[ S Qe g Bf'g(r)?dr =
oo ]

do S sg(—t)[ S @ e~ 3X(— ) dT] dt.

s ist bekannt (vgl. [11]), dal} solche Funktionalgleichungen fiir
alle geschlossenen Zyklen 0X(—o00, c0) = R" genau dann erfiillt gind,
wenn der relaxierendé Kern (in unserem Fall @ o) symmetrisch ist.
Die notwendige und hinreichende Bedingung fiir diese Symmetrie he-
steht in der Symmetrie der Matrizen ©, A und C.

Das Theorem beweist die Onsagersche Symmetrie fiir allgemeine
thermodynamische Systeme vom Typus (1.79). Der Beweis wird durch-
gefithrt unter der V, oraussetzung, dall die oben definierte Mikroreversibi-
litit gilt. Tm folgenden werden wir eiue mikroskopische Begriimdung der
Mikroreversibilitat geben. -

1.7 MIKROSKOPISCHE BEGRUND UNG DER MIKROREV ERSIBILITAT

Ziumdchst hat der Begriff von Mikroreversibilitit eine historische
Bedeutung. Dieser Begriff ist zuerst von Onsager [12] im Rahmen der
statistischen Physik eingefiihrt worden. Seine Ausdehung auf die Konti-
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111111111})11:37511{ erfordert die Formulierung gewisser Postulate. Die einziggn
Restrlktlor}en, denen solche Postulate unterworten sind, besagen daf} sie
Aussagen iber das Verhalten bei Zeitmmlkehr machen sollen, und daf sie
als Folge cine gewisse Synmmetrie des koustitutiven Gesetzes implizieven.
Das setzt eine gewisse Subjektivitit voraus, die jede Theorie der Mikro-
revergibilitdt als fragwiirdig erscheinen 1486, Alle Versuche, die Mikrore-
versibilitdt mit den fundamentalen Grundsitzen der Mechanik und Ther-
modynamik zu verbinden, sind bisher gescheitort. Iirfolglos waren auch
die Versuche, die existierenden fundamentalen Sitze mit einem nheuen
Postulat zu vervollsténdigen. Hier schlagen wir cine alternative Rich-
tung vor, die auf einer Lockerung des dritten Satzes der Newtonschen
Mechanik basiert. Diese Anderung stammit aus den kritischen Uberlegun-
gen der Prinzipien der Mechanik, die auf Diihring [13], Mach [14] und,
Hertz [15] zuriickgehen.

In seinem Buch ,Die Prinzipien der Mechanik' bemerkte Hertz
daf} das Newtonsche Actio-Reactio-Prinzip eine unendliche Ausbreitungs-
geschwindiglkeit impliziert. Obwohl er die Richtigkeit dieser Vorausset-
zung anzweifelte, wurde unserer Kenntuis nach kein Versuch unternom-
men, das dritte Gesetz der Mechanik in Einklang mit dem Prinzip einer
endlichen Ausbreitungsgeschwindigkeit zu bringen. I&s wird statt dessen
stillschweigend angenommen, daf3 dureh die seit Hertz neu entwickelten
Gebiete der Physik seine Kritik hinfillig wurde. Falls man unter diesen
neuen Gebieten der Physik die Tinsteinsche Gravitations-Theorie oder
die Quanten-Mechanik versteht, kann man sofort feststellen, dafB sowohl
das Actio-Reactio-Prinzip als auch die Hertzsche Kritik bei diesen Theo-
rien kaum beachtet werden. Tatsdchlich aber ist das Actio-Reactio-Prin-
zip, als drittes Gesetz der Mechanik, von dem Tragheitsprinzip nicht zun
trennen. Kine Wirkung-Gegenwirkung-Beziehung mit endlicher Aus-
breitungsgeschwindigkeit mufl sich mit dem Trigheitsprinzip in Bin-
klang Definden. Bis vor kurzem fehlte aber ein geeignetes mathematisehes
Instrument vollstindig, welches allgemeine Kausal-Bezichungen aus der
Sicht des Triagheitsprinzips charakterisieren konnts.

Das zweite Newtonsche Gesetz der Dynamik ist tatsdchlich mit dem
Trigheitsprinzip in Einklang. Man hatte aber nicht untersucht, wie die
Beschleiunigung-IKraft-Beziehung aus dem Trigheitsprinzip abzuleiten
ist und ob diere Beziehung die einzige ist, die mit dem Trigheitsprinzip
vereinbar ist.

Um ecine Antwort auf diese Frage geben zu kdénnen, braucht man
eine geeignete Theorie, mit deren Hilfe man die Tragheit beschreiben kann.
Diese Theorie wurde in [16—18] und [10] entwickelt. Das grundlegende
Ergebnis dieser Theotie wird in einem Theorem konkretisiert, welches die
allgemeine Form der linearen und stetigen Funktionale angibt, die mit
dem Tragheitsprinzip vereinbar sind. Mit Hilfe dieses Theorems kann man
auch das Problem von Hertz losen und die Wirkung-Gegenwirkung-
-Gleichungen fiir endliche Ausbreitungsgeschwindigkeit ableiten (vgl.

[19, 207).
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- Im folgenden benutzen wir nur eine indirekte Folge dieser Glei-
chiungen. Hs handelt sich nm die folgende, gelockerte Form Qus dritten
Newtonschen Satzes : ' '
) Bei der W n‘k@rmg zweier Korper aufeinander, sind die Mittelwerte
tiber ein bestimmtes Zeitintervall gleich und von entgegensetzter Richtung.
Bequchnre_fo man it A(¢) die Wirkung und mit () die Gegenwir-
kung zweier Korper, dann muB nach dem klassischen Satz von Newton
gelten : N
(1.101) A(t) + R(t) = 0.
Gemifl der gelockerten modes dritte s gi i
e g en Form des dritten Gesetzes gibt es ein At,

1+ A12 1—Al/2

1 1
A at - ——
i At

(1.102) = =
= R(t) dt = 0

i—t2 1—A12

gilt.’Bs ist offenbar, daB die Briiillung der Gleichung (1.101) die Rrfii
Ty dab 5 e Kyfil-

Jang von (1.102) impliziert. Wird umgekehrt (1.1012)3 erﬁlllt,) dann gily

(1.101) bis auf Glieder von der Ordnung N

oo (1541

‘Gem:éuB de‘r I_p’raktischen Erfahrung, fiir alle makroskopischen Pro-
zesse ist diere Groflenordnung vernachlissighar. Dadurch wird mit einer
guten ;z&mmhe[:}mg (1.1_0.1_} anwendbar. Auf mikroskopischem Nivéau ist
gmse V &x.ma.{:h]zgstémng nicht mehr zu halten. Die Anderungen der Wir-

ung oder der Gegenwirkung kénnen so schnell sesch i
g . e 80 | Ul geschehen, daf der e
Produkte ) , for eines

ﬂﬁ%ﬂ.
dt

14 3
S Al oder ﬁ Al
e bode

nicht mehr vernachlissighar ist. Im folgenden werden wir die Auswirkung
dey gelgc](el'te11' Form des dritten Gesetzes im Zusanunenhang mit sp(mv—
tanen Fluktuationen untersuchen.

N .
N By sei AV ein Volumenelement des untersuchten Materials. 185 sei
3 (_11‘9,_' spontanen Fluktuationen der Kraft. Jede Komponente der sX
ist (11}“_3 Komponente einer Kraft (pro Flécheneinheit), die von AV nach
awllen wirkt.: Kt sei 34 der n-dimensionale Vektor, der mit diesen
Kraften gebildet wird und 3R die Gegenwirkung, die von auflen auf AV
einwirkdt.

Aus (1.102) folgt

] 1- A2 14422
1
— A Qg — ——_
iF A T S 3R dt,'
t—A1/2 1—Atj2
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3Y, 3Y* seien die den inneren Spannungen 84, I entsprechenden inne-
ren Verzerrungen. GemiB den konstitutiven Gesobzen (1.88) und (1.90)
bzw. (1.80) gilt dann

(1.103) 3Y = « 34 — B*(54)
(1.104) 3Y* = o 3R + B (3R).

Nun existieren die folgenden zwei Moglichkeiten :

a) Durch die Reaktion haben sich die Fliisse 3Y und Y * gegensei-
tig auf;

b) es gibt spontane Fluktuationen derart, daB die Fliigse oY, 8Y*
sich nicht aufheben.

Im ersten Fall beschreiben die spontanen Fluktuationen Oszilla-
tionen neben dem GrundprozeB. Im zweiten Fall verursachen die spon-
tanen Iluktuationen innere irreversible Verzerrungen, die durch Akku-
mulierung zu groflen Abweichungen vom Grundprozef fithren konnen.
Das entspricht dann einer Destabilisierung des Grundprozesses. Ist das
Material wihrend spontaner Fluktuationen immer stabil, dann muf} die
Gleichung X

8Y + 3Y* =0 .

~

erfiillt sein.
Aus (1.103) und (1.104) folgt dann

3Y 4 3Y% — S (8Y -+ 8¥*)dt = — S BH(54) ¢ +

-00

(1.103)

+ S B(SR) di = 0.

—Q0

Aus (1.102) erhalt man :

Smj dt — S 51 at,

dic zusammen mit (1.105) auf die Symmetriobeziehungen (1.96) fihre.
Ahnlich kann man auch (1.97) begriinden. :

Bemerkenswert ist, dal die Moglichkeit der Zeitumkehrung $X(¢) =
= 3X(—1t) einen Sonderfall darstellt, bei dem das abgeschwichte Prinzip
der Wirkung und Gegenwirkung gilt. ‘

Damit kann man schlieflen :

Die Onsagersche Forderung nach Symmetrie bei Zeitumbehsy stellt
einen mathematischen Kunsthkwiff dar, die mit dem abgeschwichien Prinzip
der Wirkung — Gegenwirkung vertréglich 1st.

s seien die Boltzmann-Volterra Materialien mit inneren Spannun-
gon (1.31) als Krifte und mit den inneren Verzerrungen (1.47) als Flisse.
Schreibt man (1.47) in der Form (1.79) mit « = @* H @ und B(s) =
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= @G" B s, dann folgen aufgrund der Mikroreversibilitat die folgenden
Symmetl‘iebeziehungen :

H=H"und ¢g"B = (@" B)~.

. Um die Theorie der Onsagerschen Mikroveversibilitat bei den Ma-
Lermheq vom Kelvin-Voigt Ty pus anzuwenden, soll man zuerst entspre-
chende innero Spannungen s und Verzerrungen p definieren. Genau wie
fir die Boltzmann-Volterra Madterialien sollen s und p die folgenden Be-
dingungen erfiillen : i

1. ¢ hingt linear von 8 ab;
2. s und P_sind durch cine Beziehung vom Typus (1.79) verbunden,
die in 8 und p ein inertiales Konstitutivsystem bilden ;

3. 8§ und P sind konjugiert, d.h. fiiv die mechanische Arbeit gilt
¢ t
I = Sg;sdt:gg@dt.

Bs sel p = @7 und § 80 bestimmt, daB
¢

(1106) = @"CMECE ~ O CINGs + G @ S M5 @ @3 (<) dr
gilt. s ist unmittelbar einsichtig, daB (1.106) cin inertiales Konstitutiv-
system in s und p bildet. ¥ergleicht man (1.106) und (1.43), dann folgt
dal3

(1.107T) e=@ s

gelten mufi. Setzt man (1.107) in den Ausdruck der mechanischen Arbeit
ein, dann erhilt man

12 I3 ¢
L=Sgé dt:S §®T§dt=s§@dt,
demzufolge s und P konjugiert sind. +
Mit
«=0"CM®G

und
13
B(s) =C"GINGs + ¢’ ¢ S oM CE s dr

sind alle Bedingungen der Theorie der Mikroreversibilitiat erfillt. Die
]On:stagerschen Sylnmetriebeziehungen, die in diesem Fall impliziert sind,
auten :

G = (@ [M)T7(B IN = ((B [N)Ty

CC=(GC) und A = A”".
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Die Symmetrie der Matrix 4, die fiir Boltzmann-Volterra sowie

- § L vl ) 3} " ' Torm
fiir Kelvin-Voigt Materialien gilt, erlaubt uns, 4 in der Fomn

A=Qba”

b Fatriv 1 11 ig~
zu schreiben, wobei @ eine orthogonale » X #n — Matrix und D eine dia
gonale Matrix bezeichnen.

Die Identitat
o o
- — QDR __ Qo Dia

iel on i : folgenden
erlaubt. uns, die Spannungs-Verzerrungs-Beziehungen in der folgende
Form zu schreiben :

1. Boltzmann-Volterra-Materialien
3
s S o~®0=7 €g(x) dr;
— 00
2. Kelvin-Voigt-Materialien
1
e(t) =Mg + INg + gm e=00= € ¢(1) dr;

— 0

mit . alsy diagonalen Matrizen.

]
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