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2. UBER OBJEKTIVITAT UND ISOTROPIE
2.1. OBJEKTIVITAT

Die Spannungs-Verzerrungs-Beziehungen (1.32) und (1.43) bilden
objecktive Konstitutivgleichungen, d.h. eine infinitesimale starre Dreh-
ung eines Korpers verursacht keine zusdtzlichen Spannungen.

Eine infinitesimale starre Drehung wird durch einen antimetrischen
Tensor w,;
(2.1) wy = — i 4, =1,2,3

charakterisiert. Die Komponenten dieses Tensors sind so klein, daB
ibr Quadrat vernachlissighar ist

3

2.2) Y ey og = 0.
i j=1

Um die Objektivitat zu beweisen, reich es zu beweisent, daf die infinite-
simalen Verzerrungen oder Verzerrungsgeschwindigkeiten bei einer in-
finitesimalen starren Drehung des I{orpers unverindert bleiben. Gemél
den konstitutiven Gleichungen (1.32) und (1.43) bleiben auch die Spa-
nnungskomponenten unverdndert. Im Rahmen der infinitesimalen For-
minderungen bedeuted das, dal keine zusdtzlichen Spannungen ver-
ursacht werden.

2.2, ISOTROPE SPANNUNGS-VERZERRUNGS-BEZIEHUNGEN

Die konstitutiven Gesetze (1.32) und (1.43) sind isoirop, wenn sie
invariant gegentiber endlichen starren Drehungen des Koordinatensystems
bleiben.

Eine starre Drehung wird von einer orthogonalen Matrix Q(QQT = I)
dargestellt. Die Invarianz gegeniiber der starren Drehung des Koordina~
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tensystems eines konstitutiven Gesetzes der Form
(2.3) O, e) =0

edeutet (im Rahmen der infinitesimalen Theorie), daB mit (2.3) auch
(2.4) ®(Q, 07 Q Q") =0

gilt. Hier bezeichnet ®(., .) einen allgemeinen Operator, der vom Span-
nungstensor ¢ und dem infinitesimalen Verzerrungstensor e abhingt, fiir
die Boltzmann-Volterra-Materialien. Fiir viskoelastische Materialien lau-
tet die Bedingung (2.4) wie folgt :

1. Fir Boltzmann-Volterra Materialien

I3
(2.5) (j QT = S Go—3=7) GQ <07 dr;
2. fiir Kelvin-Voigt Materialien

¢
(26) 0Q:Qf —MQo0Q* +T\TQGQT+SE oA @ o(r) QF d
wobelos und e jetzt in Tensor-Form geschrie ben sind und &, @ von je drei

Indizes und M, N von vier Indizes abhingen.
Die Isotropiebedingung (2.5) ist erfiillt, wenn

(2.7) QTG e G Q=Ge Qg
fiir alle t € (— o, co) gilt. Fiir (2.6) soll neben (2.7) auch
(2.8) QMQY = M7
und
0’NQ =N
gelten.
Beispiele :

1. Boltzmann-Volterra-Materialien
Es sei I, die 6 X 7 — Matrix

(1. 00 0 0 0 1
147,013 0115050 el
(9) J 10001;
10 0 0
1.0 0
Lo 1h 50 |
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Je (X, p) die 7x 6 — Matrix

(20, \
2 0
2u
(2.10) Jeo (0 p) = o i
e
0 [
A A x 0 0 0/

die von den Parametern 2 und p abhingt, und Ja(«, o), der exponentiellen
Diagonalmatrix der Ordnung 7

o—ot
et 0
{2.11) Ja (o, g, 1) =
0 e~
ot
die von den Parametern « und «, abhéingt.

Wir definieren die Matrizen G, 4 und @. Dabeiist G die 6 X Tn-Ma-
trix .

(2.12) G=J, 4,d,d ...3)
A die Tn X Tn — Madrix :
Ia (6, af)
(2.13) A =
Ja (2™, of™) o™
und @ die Tn x 6 — Matrix ;
Jc ()\(1)7 P-(l))

Je (3, ™)
{2.14) G = ) ) v

Je (O, u™)

Im folgenden werden wir zeigen, daB das Boltzmann-Volterra-Gesetz
{1.32) mit G, A und @ von (2.12) bis (2.14) definiert, eine isotrope Kon-
stitutivbeziehung bildet.

Fir die Beweisfithrung reicht es, nur das Produkt

(2.15) G e 47 (@
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5 .. R —A(?— ] —
auszuschreiben. Dafiir gilt i G e @ =
. T et . 4) LR
0 pl e
2,0 ¢ \ r Z 2 e (511 + egp + e45) + 2.u(’)e o (t—7) £y
h 1 i=1
2y,(1) € g ="
1 h : (2.18) = ) '
MY (€41 4 €9y + €33) 2 2u.0 e~olht—z) €1p
29(2) €1 i=1
. 7 .
. 2 e—aPe—1) 2 -
i |28 \ P y
g — + . . 8 od .
(2.16) ~ N CI SO Bs ist offenbar, daf (2.15) invariant gegeniiber starren Drehungen ist.
en 22 33 2. Kelvin-Voigt-Materialien
; Es seien
p 1 v v
L e i —" o 0 0 0
20 &y Ey Exy Eyn
5 ’ = 4 0 0 0
2IU_(") € g3 E;, E, En
WD (&4, -+ €4p + €33) v v 1
—_— = ~——~ 0 0 0
| D En Eu
20 e« Mtmm g (2.19) M = SR
( '"' €
" L 0 0 (I =e, 0
: M
14 vy,
20 e—aMu—r . 0 0 0 0 =2 0
E]\'l
A e_"‘gl)(’“'*) (841 + €20+ €43) 0 0 0 0 0 14_;\»_“,
i En
2u e = ¢ und )
1 VN Vv =
AR TV TSt 310 0 0
H (,}_) EN EN hN
2[)\’(2) e—% ({—m) é]l Va 1 v
2 ( %) N
(2.17) e~ AT Qe = Loy ; o T 0 0 0
I - . R . . “N ) A
CR T)("311‘}‘ €95 + €33) N +
vy Vu 1 0 0 0
Ey Ex Ex
(2.20) N =— ) il r
0 0 Or ean Y 0 0
( Ex
) |
) g—u (t—7) ¢ 1 - vy
24 7e8 €11 0 0 Oudher0 iy
: Ex
_q . 1 =
2 e—aNe=1) s \ 0 0 0 0 0 L4 vy
: Ey
) o= 4= (€35 + €pp + €g3) wobei Ky, By und vy, vy Konstanten sind.
AW e ) y
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Mit deu Matrizen (2.9), (2.10) und (2.11) definieren wir die 6 x Tn — Matrix G
G = ST I P Jy).
die Tn X Tn — Matrix A

Ja (o, af») 0
Jalo®, of))

(2.21) A =
0 J (a(n), 0{};)
und die 7n X 6 — Madirix (
(1) fpll W)
Je (__ R IpaRE b )
B B
] e oy
JC ( T J—_ ] i ,_ X )
Fol) 158
(2.22) G = .

J v () 1 _f__ V(”) \
‘U Ew ] B

wobel o, 00, v, T Konstanten sind.

Der Beweis, dal das Kelvin-Voigt-Gesetz (1.43) mit (2.19) bis (2.22) als
Matrizen M, N, G, A und @ invariant gegeniiber starren Drehungen ist
(vel. (2.7) und (2.8)), folgt unmittelbar.

3. PHOTOVISKOELASTIZITNT

Viskoelastische Werkstoffe wie Kunststoffe sind unter Last ia.
doppelbrechend und konnen damit fiir spannungsoptische Untersuchun-
gen eingesetzt werden. So dienen schwach viskoelastische Kunststoffe
dazu, statische und dynamische Probleme der ebenen und riumlichen
Blastizitdstheorie im Modellversuch zu losen. Dabei wird bei dieser klassi-
sehen Methode der Spannungsoptik (Photuel;ustizibﬁt)"von einem photo-
mechanischen Stoffgesetz ausgegangen, bei dem die Anderung des Bre-
chungsindextensors, An = n'— nyI (n, = Brechungsindex im unbelas- |
teten Zustand des Materials), linear von den Spannungen ¢ oder Verzerru- ‘
ngen e abbhingt. Bei ausgepriagtem. viskoelastischen Verhalten ist dieser
Ansatz fir das Stoffgesetz nicht mehr giiltig. Tn diesem Fall hingt die
Anderung des Brechungsindextensors von der gesamten Geschichte des
Verzerrungstensors ab (Photoviskoelastizitat [21]) :

(3.1) Au=m— = f [e(s)]

J ist ein Funktional.
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Wenn die Spannungen ebenfalls von der Verzerrungsgeschichte abhén-

gen und das diesen Zusammenhang beschreibende Funktional umkehr-

bar eindeutig ist, dann folgt, daB die Anderung des Brechungsindexten-

sors auch als Funktional des Spannungstensors ausdriickbar ist :
3

(3.2) Aaf =N — Ny ~I: g [lo(s)].

In [22] wurde fir den einachsigen Spannungszustand gezeigt daB die
IFFunktionale f und ¢ im linearen Fall durch Faltungsintegrale dargestellt

werden kénnen. s folgt damit im mehrachsigen Fall fiir ein ein photo-
viskoelastisches Verhalten

(3.3) Aaj, = SK(t — 8) éz(s) ds

oder
it

(3.4) An = SG(t — 8) g(s)ds = G(0) oft) — SG(t — 8) g(7) d=.

— 0 =

K ist ein photoviskoelastischer Relaxationstensor und & ein entsprechender
Kriechtensor vierter Stufe.

I8s ist nun zu kliren, ob 2 mit ¢ oder # mit ¢ und jeweils noch mit geeig-
neten inneren Parametern ein relaxierendes Tnertialsystem in dem in Abb.
1 definierten Sinne darstellen und ob dic inneren Parameter identiseh sind
mit denen der entsprechenden mechanischen Stoffgesetze.

Wir nehmen an, dafBl auch im Fall der Doppelbrechung das verallgemei-
nerte Prinzip der Trighleit gilt. Das bedeutet, dall es Parameter gibt, die
den inneren physikalischen Zustand des Materials beschreiben. Ausge-
hend von einem Zustand, in dem alle diese Parameter Null sind und keine
Anderung An der Doppeltbrechung vorliegt, bleibt die Doppeltbrechung
immer unve}étndert, wenn die Verzeirungsgeschwindigkeiten bzw. -die
Spannungen Null sind. Entsprechend der Theorie des inertialen Konsti-
tutionssystems, die im ersten Abschnitt entwickelt wurde, sollen die Kerne
K(#) und G(¢) exponentielle Ausdriicke sein. Die allgemeinen 'Beziehung‘zaﬁ
zwischen der Doppelbrechungsinderzng und den Verzerrungsgeschwin-
dikeiten lauten dann :

t

(3.5) An = GSe—A(’—T) @Ge(r) dr
bzw.

2
(3.6) An = Mo (1) 4 G Sc“‘(”*ﬂ QGo(r) dr
2--¢. 1140
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Hier bezeichnen G, A, G und M wie iiblich 6 X X N — ;1 X 6 —
bzw. 6 X 6 — Matrizen, wobei n die Zahl der inneren Parameter ist.

Eine interessante Frage ist es, ob in den optischen sowie in den mecha-
nischen Prozessen dieselben inneren Parameter mafgebend sind.: Das
wirde bedeuten, dafl die Spannungs-Verzerrungs — Beziehungen sowie
die Beziehung zwischen Do ppelbrechungsianderung und mechanischen
Parametern sich mit denselbet Matrizen A und G ausdriicken lassen.

4. PARAMETERIDENTIFIKATION BEI VISKOELASTISCHUEN  MATERIALIEN

Autfgrund der inathematischen Theorie der inertialen Konstitutiv-
systeme kann man entsprechende Verfahren fiir die Identifizierung innerer
Parameter entwickeln.

Im folgenden beschrinken wir uns nur auf die Boltzmann-Volterra-Mate-
rialien. Das vorgeschlagene Verfahren ist leicht bei anderen Typen von
viskoelastischen Materialien zu ubertragen.

Fiir Boltzmann-Volterra — Materialien lautet die allgemeine Form der
relaxierenden Kerne

(4.1.) K(it) = Ge g
mit =6 X % —, A =n-4+ n— und G = n X 6 — Matrizen.
Die inneren Parameter s, ... s, sind durch die Formel
8 ’
(4.2.) = Se—"(’“’)a_}g'('r) dv
P R

detiniert. Wenn n =6 gilt, dann sind die inneren Parameter 8-+ S it
den Spannungskomponenten oy;, ¢y - .. oy3 dquivalent. Ist %> 6, dann
gibt es s — 6 innere Parameter, die beobachtbare Wirkungen zeigen :

1. Es gibt eine Verzerrungsgeschichte e(t), ¢ e (—o00, c0); &(t) = ¢, = const.
fur ¢> 0 und fir die o(0) = 0 entspricht, so daB fiir t> 0 o(2) % 0 gilt.

2. Hs gibt eine Spannungsgeschichte o(t), t € (~ co, oo) ;o) =0firt> 0
und tiir die ¢(0) = 0 entspricht, so dafB fiir > 0 a(?) # 0 gilt.

Im Rahmen der Theorie der konstitutiven Inertialsysteme bedeutet das :
Das Boltzmann-Volterra Material bildet kein interiales Konstitutivsystem
beziiglich der Verzerrungsgeschwindigkeiten und der Spannungen.
Betrachtet man die inncren Parameter, dann bildet das viskoelastische
Material ein inertiales Konstitutivsystem.

Gemd B3 (3.2) bedeutet die Identifizierung der inneren Parameter 8y

-« 8y der Material-Matrizen G, A und @ in (4.1). Wie am Ende des ersten
Abschnittes gezeigt wurde, kann man A als Diagonalmatrix annehmen, so
dal} die Spannungs-Verzerrungs-Beziehung in der Form

(4.3) o(l)—= 6 Se—lw—r) ©i(7) ds

— 0o
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dargestellt ist, wobei
A

(4.4) D —

0 e

oilt.
>
Schreibt man (4.3) komponentenweise, dann erhilt man

t
2" 6

Z G’I'f S 6—7\1(,_T) 81‘]' C].-lél(T) (1T,

4, k=11=1

(4.5) olt) =

mits =1,2,".../6.

Iis sei angenommen, daB nur eine Verzerrungskmponente, sagen wir
gy, ungleich Null ist und nur eine Spannungskomponente o; beobachtet
wird. Bezeichnet man ¢, = cundo; — o, dannreduziert sich (4.5) zu

2
(4.6) o(t) = i @y Se:li(’—f) e(r)dr
=i )
mit
a5 = ) = Gy Cj, (ohne Summierung).

Experimentell zu bestimmen sind @y 2y 3 =1,2, ... n.

Lis gibt folgende zwei Moglichkeiten :

A. Ein ,,unendlich” langes Relaxationsexperiment ;

B. » parallele endliche Relaxationsexperimente.

A I8t praktiseh nicht durchfilrbar.

1is seien in dem Ixperiment ‘<R3 a)(%), o@(2), y a(8), ¢ > 0 die gem-
essenen Relaxationsspannungen, die den Verzerrungsvorgeschichten e(t), -
e@(t), ... (1), t <0 entsprechen.

Aus (4.6) folgt

0
(4.7) c'(t) = )"‘_l' a; Se*lf(‘*l ¢(z) dr,
j=1

oder
(4.8) '(l) = Y} oy eyt

j=1
mit

0
(4.9) dij = dy S e’i* ¢0)(g) dr.

—co
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Um 2, 2g, -, 2 aus den gemessenen Relaxationsspannungen zu besti-
mmen, bemerkt man, daf} die Zeitableitungen

"
(4.10) ali(t) = Y e 0, 1=1,2, ..., n
j=1
linear von den Relaxationsspannungen (1), k = 1,2, ..., n abhingen.
1s gibt demzufolge eine Matrix
A = ()\f};),
so dal3
n
(41]) G(‘)(t> == E )\”- G(k)(é)
k=1
fiir alle £> 0 gilt. Die lixponenten 2, ... %, sind die Ligenwerte von 4.
Dadurch wird die Bestimmung der 2, ... . auf die Bestimmung der Ma-

trix A reduziert.
s seien die Zeitpunkte
0 <t <t, < ... <t gewihlt,
Man bildet die Matvizen
ofM(ty) . o™(t,)

G(”)(t]> ERRE G(”)(tn)

und
s0(L)  6M(ty)

Denn es gilt

{

s" = [\S,

woraus fiir dic Berechnung von A die Formel

(4.12) A=S§1

folgt.

Diese Methode benutzt die experimentellen Daten, die nur an » Zeitmo-
menten &, ¢y, ..., t, gemessen wurden. Deswegen ist diese Methode hinsi-
chtlicht Streuung der Messungen sehr empfindlich. !
Die folgende, alternative Methode hebt diese Schwierigkeiten auf.

Es seien

0<t <ty << oo <dwym>mn
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m Zeitmomente, an denen die Relaxationsspannungen und deren Zeita-
bleitungen bekannt sind. Man sucht die Matrix A als Losung des quadra-
tischen Optimierungsproblems

7" m " 2
(4.13) min ¥ 3 (60(6) = 3 e 0t(s,)
A i=1 j=1 k

Eine direkte Berechnung fiihrt zu der folgenden Losung von (4.13)

(4.14) A = (8 S)(S 87)-1,
Die Koeffizienten «;, ay, . . ., a, folgen aus einem zweiten Minimumproblem
0
noom : # . 2
(4.15) min 1 % | ot(t;) — Y ar o Se—lkf e9(t) dr
U d=1j=1 k=1

—o0

Falls man Experimente fiir alle moglichen Kombinationen der Verzerrungs-
und Spannungskomponenten durchfiihren 1aBt, kann man auf dhnliche
Weise mit dem Minimumproblem (4.15) direkt die Komponenten der Ma-
trizen G und @ bestimmen.

Das oben beschriebene experimentelle Verfahren wurde mit einer serro-
hydraulischen rechnergesteuerten Priifmaschine durchgefiihrt.

Drei Verzerrungsgeschichten, die den Dehnungen mit konstanten Gesch-
windigkeiten entsprechen, wurden erprobt. »

Material : ungesittigter Polyester
LEGUVAL E 81
maximale Dehnung: 3.339

260 - - . ‘f
Z L
240 } ]
Leguval EB81
220 ]
1, « 10 -
[S
£ 200 T,- 100 s
i T, - 1000 s
~
o 180 4 t - 3.33 % -
o, =
< &
g 60 | }'EE% i
§ L XL
1%
140 B ~—
120 -]
100 L L L
0 1 2 3 4

Zeh v 7 min

Abb. 1
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Anfahrzeiten : T = 1000 s
T, =100 s
T, =10 8
Relaxationszeit : 1 Stunde;
jeder Versuch wurde dreimal wiederholt ;
Streuung : 2—5Y%,.

Die experimentellen Daten sind in Abb. 1 dargestellt. Aufgrund des oben
erwihnten Algorithmns und mit Hilfe eines FORTRAN-Programmes wur-

den die folgenden Worte bestimmt :

a, = 41.7 A = 0.00
ay, = 19.7 K = 1.05
ay = 41.3 %y = 14.10

Der Vergleich zwischen den experimentellen und berechneten Werten
ist in Abb. 1 zu sehen.
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