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IDENTItrIZIERUNG DES ZUSTANDSIJARAIVIETERS FÜR
vr SKOTiLASTI scHE I\{ATERTAI-IEN (rrr)

IJ. IJI.IGCIISCIJ, P. ÀIAZILU und If. \TltUiilì

(I(allsr.uhc)

2. ünrm olrJlìtirllt'r'.ii't' u.\t) ISo'tlÌot'tD

2. 1. OIJJtrI('r'IVt'l'A'l'

l)ie Spanri.ungs-\rerzerlungs-lJeziehungeu (1.32) und (1.43) bilden
objechtive Konstitutivgleichungen, d.h. cine infinitesimale starre Dreh-
1tt'ìg einos l{örpers \rerut'sacht keine zusätzlichen Spannungen.
Tìine infinitesiLnale sl,aÌre l)rehung rvircl durch einen antimetrischen
TensoL <or¡

(2.1) G)¿; .: - cù¡¡,, i1j : 7,2,3

chalahtelisiclt. Die I(omponeut-en dicses lllensors sind so klein, claß
iht' Quaclrat r.crnachlässigbzrr ist

3

(2.2) I <,l¿; {r.r¡¡ .: S.
i, j:r

LInr clie Objehtir.itzi,t zu bel'eiseìÌ, r'eich es ztL beryeisent, claß clie infinite-
sinralen Yelzc'rrungen oder \rerzerrungsgcschwincligheiten bei einer jn-
f initesimalon starrcn l)rehung cles I(örpe s un\¡eränileri; l¡Ieiben. Gémäß
cler-L konstitutiven Gleichungen (1.32) uncl (1.43) bleiben a,uclì dio Spa-
nnuÌìgskornponentcn un\rer'ánclert. Im Rahrnen der infinitesirna,Ien For-
rnä,nclerungon becleutetl das, claß heine zus:i,tzl.Íchen Spannungen r¡er-
uls¿rcht welclen.

2.'2. ISOl'T-ÌOPE S])r\NNIJNC}S-\'IJIìztr I,ìf ìt INGS-]JEZIDIIIJNGIJN

I)ie honstitutilen Gesetze (1.32) und (1.,13) sind isotloll, r\renn sie
im'ariant gegenribel endlichon starren l)rehungen cles l(oorclina,tens¡rsfis1¡g
bleiben.
Iline starre I)rehung ryirtl r,on einel ortl'Logonaler Matrix Q(QQ" : l)
tlargestellt. I)ie rnr.arianz gegeniiber dcr starren f)rehung des Koorclina-
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tens¡rg¡sms eines honsi,itutiven Gesetzes cler Form

(2,3) <Þ(o,e) :o
edeutet (im Rahmen clcr infinitesirnalen Theolic), t1aß rnil, (2.3) aucrr

(2.+) Q({J, oQ'', Q 'Q') : 0

gilt. Hier bezeichnet O(. , : ) einen allgerneinen Operator, cler vom Span-
nung'st_ensor o und clcm infinitesirnalon \rerzerlurgstensor e abhângt; fär
dio Boltzrnann-Yoltelra-n[atcrialien. Fär vis]roolaltische l\faterialiõn'lau-tet die l3edingung (2.4) rvie folgt :

1. Ftir lJoltzrnann-\rolterla l\{aterirlicn

Jr (À, p) die 7x 6 - l\{atrix
2p.

2$ 0

2¡t
(2.10) Jc (l' p.) :

t-t

Ir

0F
À À À 0 00

l

die von clen Paramct_ern ),. und ¡-r abhängt, uncl Je( d, cro), der exponentioilen
I)iagonalmal,rix cler Orclnung Z

(2.5) 0- oQ" Ge--{(r-r) GQ e0" cl, ;
g-ol

e-d, 0-æ
2. ftr I(eh'in-Voigt l\{ateriaiien {2.77) Je.(a, ao,t):

0 e-ol
(2,6) Q è Q' : luQ o.Q" + NQ "Q'+ G e-.r(¿ .) G Q o(r) Q" c1c O-dol

-æ clie von clen Palametern ø und øo abhängt,
wir clefinieren clie Matrizen G, ;l und (D, Dabei ist G clie 6 x 1+t-Ma-tlix :

(2.12) G:(J1J1J1.II...Jr)
A dio 7tt x 7n, - Matrix:

\vobeio uncl e jetzL inTensol-Iìorm geschlie ben sincluncl G,6 r.on je ctrei
fnclizes uncl tr{, lJ von vicl fnclizes abhängen.
Dic fsotlopiebeclingung (2.5) ist elftilll,, 1\¡emì

(2.7) Q? G e-A/G Q: G e-Á,(D

fär alle't e(- æ, æ) gilt. Ìr'iìr (2.6) soll neben (2.7) zluch

(2.8) Q ir,r Q' : rl?
uncl

Q'' T'Q : N
gelten.
ISeispiele :

l.'BolLzmunn-Irolterra-MateriaU en

Itjs sei .I, clie 6 X 7 - nlatrix

,Io (ø(t), o6t))

(2.13) A : Jo (o(t), oÍt))

JA ( c¿(,), d8,))

uncl (þ die 7n X 6 - llatrix :

{2.r4)

Jc (Àr1), u.<tr¡

Jc ( ).{2), ulzl¡G:
10000 0

0

0

0

1

1

1

0

1 0 0 0 .Ic ( ).(t'), *o'l¡

(2.e) J1
100 rm Ïolgenden_ werclen rvir zeigen, daß clas Boltzmann-volterra-Gesetz

(1:32) ryit G, A uncl 1¡ von e.l?) tris (2.14) clefiniert, eine isotrope l(on-
stitutivbeziehung bilclet.

Fär clie tseweisführung reicht es, nur tlas prodnlrt

{2.16) G e-A('-") G

10

0

100
10
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auszuschreibelì. Daftir eill, @ e-e(r-t) GË :

2u(1) èu f, r,,o n-"á')"-" (èr, l- ezz* urr) i zptrt"-"(t){,-.) ¿r,
i:1

2yJ1) e *
7,(t) (é11 * ër" * Ë.r)

o,,(2) ;"11

(2.]8)

o,,12\;
"23

À(r)(á' I èr, *.ra)

N Z*ttl s-"(itz-') ¿r,

tl

l, Zfttl o-a$)U-.) ¿ r,
(2.16) (Eó:

I._Tt- gffe_r]b_arr-daß (2.15) invariant, gcge'äber star.ren Dr,ehungen ist,
2. Kelvin-Voigt-Materialien

Ðs ser'en

1

EM

\¡¡
2v-Ø ¿ r,

0 0 0

0

0

0

0

1* va¡

Eu Bnt

I
2Vþù ë r,

7,(,,) (èr1 I êr, * érs)

Eo, BM Bu
0 0

1
0 0Iìnn Iìru Erl,

)¡¡lt) s-*(t)P-'¡
(z.Le) X{ :

",1,|
0

0

0

0
1+ vv

Iìnn
0 0

1* v,rr
2¡t-0) g-n(t)lt_"¡ ¿ r,

7.{r) 
"-o!1){r-') 

(étr * ur, * óes)

9 , , (r) o- ,l') (,- r) ;.l^'"11

0 00
En,

0 00 0
trìnt

unrl
1 VN

DN
)q(z) g-e?)\r-r¡ ¿r,

B¡- EN
0

0

0

0

0

0

0

I' J- v"

0

0

0

0

0

1 -¡" "-ry
B¡.r

(2.r7) A(r- r) 1
e- G

[tz) ¿-a$z)u-r) (è r, * é r, I è rr)
EN Er lìN

1

(2.20) N: llN -E¡r Iì^

0

0

0

0 0
1*""

trlN

2¡1t,D g-ol") P-r) er1
0 00

ll*
2yr!ù a-.u("|(t_') ' ,,

¡(,,) 
"-a[n){r-'l 

(e1 * år, * örr)

0 00
\\,obei IlM, Jìjv urìd v¡¡, v¡ Konstanten sincl

0
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n{it cleuÌ\[atlizen(2.9), (2.10) uncl (2.11) clefiniereu 1viì] clic 6 x ?r¿-l\{atrix G

G:(JlJrJr...Jr).
die'l n, x 7 tt, - Matrix A

\I'enn dio Spannringen ebenfalls vo e al¡hän_gen und clas cliesen Zusamm urnkehr_bar eind_outig ist, dann folgtr nclexten_
;sors auch als tr'unktional cles

'lA 
(cr(l), d[t)) 0 (3.2)

t
L1t:u,-,ttoI: g l"(s)]

s: -æ
J.{(cr(?, c[ú) )(2.27) ,T. :

0 J (ø(") , af)

r¡ 1221 wnrcle frir den_einachsigen, spannungszustancl gezeigt claß die
lìrLnktionale / uncl g im linearen Fail clilch Fàitungsintcg:raleïarg'estellt
llerden könrien' Ils-folgt damit irn rnehlacitsigen llatl fär, ein ei¡ photo-
v isl<oelastischcs Verhaltenunrl ctio 7n, X 6 _- llatrix C

,nc

(

v(r) 1 1 ,rtt

)

)

f: lI((¿ - s) é(s)
)-

E(1)

r¡ (2)

E(1)

1 -¡ yttt

( 3,3) A,N, cls

T
¡l C o cler'

(2.22) Iì(2) n(2)G-

t
(3.4) A,n G(¿ - s) g(s)cts : ç1s¡ "(r) 

.- G(t - s) o(t) clc

Jc
u('r) 1 a v(,,1

)
I( i^st cin photovishoelastischel Iìelaxationstensor ¡nd G ci¡ entsprechencler
Iiriechtonso:: r.ierter Stufe.
ns ist nun zu hlären, ob l¿ mi1, e oder n t.'i,t o unrl jerveils noch mit geeig-
neten irineren Palarnetcrf ein roiaxierúrdes incrtialsystern in clem in Abb.
1 clefinierten Sinne clalstollen uncl ob clic inneren Paraneter. iclontisch sinclrnit clenen cler entsprechenclen mechanischen stoffgesetze.
\{'ir ¡s¡ms1 an, claß auch irn FalI clcr' Doppelbrccrrung das verallgernei-
nerte Prinzip der Trri,ghleit gilt. Das becteutdt, claß cs pärameter giñt, die
clen inneren phygllç¿lischen Zustancl clcs Maberials beschreiì:erL. Ausge-
he[cl von eincm Zustancl, in clem allc cliese Palameter NuIl sincl uncl heine
rinclelung u\r¿ clel Doppeltbrechung r.orriegtr liteibt die Doppelt'brechung
imrnel unr'úånclet't, \\,ctìn dic Vér.zelr.nÌìgsgeschl,incligheit,en bzrv. díe
Spannungen NulI sincl. Dntsplechencl clcr Theorio cles inertialcn l{onsti-
tutionss¡rslems, clie irn orsten Al¡schnitt entrvichelt 1r,urcle, solle¡ clie Kerne
I{(ú) und G(f) exponentielle Ausclräche sein. I)ie allEerneinen Beziehungöä
zlvischen der Doppelbrechungs:i,nclerr..ng uncl clen yerzerrungsEeschu,in-
cliheiten lauten clann :

Xrl(/¡) þl(r)

I'oberi cr(t), 0(4, v(4, D(t) I(onstanten sinil.
I)_et Bervej!,_4rQ clas r(eL-.'in-\roigt-Gesatz (r.48) nrit (2.19) bis (2.22) alsIfal;rizen ùf, N, G, a ç1c1,{D inr,-alialt gegenüber starìen bretnìngeí ist(r'gl. (2.7) untl (2.8)), folgl ururriLtclb¿r.

3. Ilt I o1'ollsri ori¡,.tsL.lzlt,\.¡'

vishoelastische Mrer'l<stoffe rvie Kunsl,stoffe sincl untcl r_.¡ast i.a.
cloppelbrechencl uncl können clamit ftir spannungsoptische untersuchun-
gen eingosetzt, u'elclen. So dienen sch'wach viskoelastische Kunsi*tolto
clazu, statische und clynamìsche Frobleme der obenen und râumlichen
Dlasl,izitästheorie irn Modcllvelsuch zu lösen. Dabci wird bei dieser klassi-

e cler. SpannLrngsoplih (ph einem phot,l_
Stoffgesctz àusgegan_getr, ung deÊ tsr.e_

nsors, A,n : n _- tLo I (no iri unbelas_
teLcnzushancl des Matdrials), linearivon tlen spannungen o ocler.verzerru-
ngen 

-e 
abhäng , vishociastischen ierñalten ist dioser

Ansatz ftir das güItig. rn diesern r¡ar hanãi ¿iãÄnderung cles õn ¿õr guìaintu;-Geschichte desYelzorrungsten izitàt lãf l) :

(3.5) At1: G s_.{(r_r) G:(r) clr

-æ
L

I l1(s)J,
l¡zx'

(3.1) A,n:n- o[
(3.6) o-A(r-r) go(c) clc

-æ
/ ist ein tr'unhl,ional.

2-- c. 1140

¡r¿: llo(ú) + C
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I J(ÌcrÌtifi?-icl'ùlìg des Zus[ân clspalauretct's 135I{ier bezeichnen G , 1\, (D nnd ilI I'ie äblich 6 X n - lLXlL-¡tLX6-bzn'.6X6-Ma Ltizet, \\,obci n, ùie,Zahl der innelen ?alametel ist. clargestellt ist, u'obeiÐine interessante lì'ragc ist es, ob in den optischen sorvie in den tneclìa_nischen Ploz essen dieselbeu innet'en Palatneter maßgebencl sincl. Das À1u'ürde becleuten, claß clie Spannungs-VerzerÌung-Fj Beziehungen sorvie

und. mechanischen
0clie lJeziehung zrvischen t) À2Pararneteln sich rnit dcl-LsoIbe1, atrizen A und (D ausclrtichen lassen. (4.4) D

4' l'Àll'\lIììlDllIl)lìN'r'IllII{.\'IION I¡IiI \rISI(OìILASTlSCllIìN tIA lr¡lìtr\LitìN

Aufgruncl cler rnathematischen '-[.heolie cler ireltialen Konstitul,ir,-systeme hann man entsprechencle \relfahren fär ¿i" r¿oniüizier,ung i'.élorPalarneter entu'ickeln.
fm folge-nden beschränken tvir uns nrìr auf die Boltzrnann-Volter.ra-Ifate-rialien l)as _vorg_eschlagone lrer,fahren ist leictri lr"i--r-"äår,"n T¡.pen 

'onviskoelastisch.en Materialien zu, übertlagen.
Fär ]loitzrnann-ì¡oltelra - n'taterialien lãutet clie allgemcile For.¡r clerrelaxierenden I(ernc
(4.1.) K(ú) :G.-A'(D

Ì,it 9 : 6 X t¿ -¡ È : tL 1 r¿ - uncl(D : r¿ X 6 - r\{atr,izen.nrc rrrrìcrclr J?al'alletel' .sl . sn sind clurclt tlio l¡ol,lncl

0 ),u

gilt.
Schreibt man (4.8) homponcntenì\,eise, clann erhâIt man

(4,5) o'(l) : 
, å, ,å 

G,, 

J*e-^ 
'(/-r) |,, Q¡¿èr(r) dt,

,91
I

Ittil,i:712r...,6.
Iìs sei -angeno'ìrncn, claß nur eir-Le rrerzer.run rte, sagen rvire, ungleich Null ist uncl nur eino Spa o.¿ ìleobachtetn'ird. Bezeichnel,tÌìân sl : eulìcl c,í: 6t (4".ó)zt

(4.G) o(¿) : ir,,ie:),j(t-r)ð.(r)c1rF'J
mit

ctj : aijt: G,¡ C¡,, (ohnc Surnnricnrng).
lìxpclirnentell zu bestjt_ninetr sirtd n¡, 

^Jr 
j : I,2, ... tt,..lÌs gibl folgorrle zu.ci ltöpJicìrltcitcn i 

'

A. Iìin , ,uncncllicìrr,- lan!.e.s n eniiriionsexperimert 
;ì3 . .rt, palallele enclli c h c R'el ax at j oni e_iie..irnente..,4" ist ¡rr,aì<liselr lrir,llt tlrr,<,lrf iillr.iiall.

lìs scicn in deln ììxper,irlent ((ll" o(r)¡t), r,Ø(l)1 . . . ,, o(,,)(t), ú ) 0 clie genr_
esssnen rìelax¿rti.nssp¿ì.nnungef r clie den \relzel"oog.*oorgnschicrrten e(1)(rL .eØ(l),..... €r,)(¿), ¿ <0 ctì1sl),i"cl,lli.
Aus (4.6) folgt

(4.2.) .Sz e-^(r-r) Gg (r) at¡

8r¿ -æ

clefiniert. IVenn fl, : 6 gil1,, crann sincl clie inne'en par,a'reter sr. . . s,, r'itden Spann''gshompo'entcn 6.tLt 6z-2 .._.o?.¿ äquir-alent,. fst øi 6, ¿i;,ì;gilrt es n, - 6 innele Pararneter, ¿ïe ueobäclitbare lvi.i.orrgo,, zeige' :

1. Iìs gibt eino \rerzcrrungsgeschichte e-(l), f e (_oo, oo) ; e(ú) : €0 : const.liir t>- 0 uncl frir clio o(0) : 0 entspiicht, so claß ftir r! 0 oU) * 0 gilt.
2. lls gibt eine Spannungsgeschictrte 9(t),t e (_oo, oo); o(t) : 0 ftir, I ) 0
ynajü1' ctie'e(0) : 0 enl,splicht, so ¿ân tm ú> 0 n(ú) i o S1t.fm lìahmen clel' 'Iheorie clcr lionstitutiven fnertiai,lyÁtórrrn frucleutet ¿as :Das Boltzrnann-ìrolterla I'latclial bilclet tcein interiiles Kãnstitutivsvstern
Þ-ezäglich cler' \rerz crlun gs ges chw j ncligh eit en u ncl clel sp r"i..*g=".
BetÏachtet r[an t'lie junclen J?ararnðter, dann l¡ilclet'cla"s-viÀiroelastische
Matelial ¿¿lr, ineltiales f(onst,jtutivs¡rg¡sm.
GelnäfJ (Q.2) bccleutet clie Iclcntifizierurrg .1"t inneren pararneter s1 . . .. . s" cler Ma A uncl G iñ (4,1). Wie aur Dncle des 

""ïtenAbschnitl,es 1¡an Ã als'Diágonatrnatt,ñ annehln"rr, .õdaß clie Spa Bezichung in ãer Itorm

(4.7) ¡t
0

r
ûj \ e-rr(1-r grÐ(r) rlc,

J

oi(t) : T

oclel

(4.8) 1'

oì(t): \ ai¡e-i,,t
j:1

rlil,
(4.3 ) o(t): 6 s-D (r-c, g ê (c) clc

(4.e)
Cl¡¡ : ç¿t

"r.rr 
¿ {,)(o) clr.-æ
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'unr 
Àr, ),r,, . . .1 ),r âus (-[erÌ gorìlessc]Ìen Relaxationsspapnungerì z¡ besti-

ìrìnlelì, bernclkt tì1..ùtì) d¿ùl,J clie Zeit¿lbleitungen

(1.10) ô(,)(¿): ir.,o-,,r;-i.jt t i:I,2, ..., 1L

j--t

lincar' 1.e.¡1 ¡lrÌr rìelaxatio',s¡ip¿ì,rr.*r'rgcrì o(it(r), /i : 1, 2r . . .) ,r, ¿ìbhängen.lis giìtt clctnzrLfolgc eitre l\,Iatr,ix

Â: ().¡¡),

n¿ zeil',tomentc, ar dcìÌc* dic Reraxationsspanrungen uncr crcr,en zeira_bleitungcn betrannl. sirrcl. Ira,n sucht-¿iä uot.i^ I ;i;"iär;i,g rles quatlr,a_tisch en Optimierungsproblerns

(4.13) lnrn XE
t:1 j: I

ott)(ti) _
,L

f, À,r orol t¡

.so c1¿r l.J

(4.11 ) ä(¡)(r) : I À'r o{t'11

ir,- 1

Eine direhte Berechnung fährt z* crer forgencren Lös'ng vo. (4.18)

(4.74) 
^ 

: (S S?,XS S")-1.

Die Koeffizienten (7) ct'z). .¡ an folgen alrs einem zweiten llinim'mp'oble'r

(1.15) ,nin f fr l"tr{r,l - X o. 
"-,.*,, ç0"-,.^., ¿,,,1r;¿.l'nA- îtf-'rl "' nÍt""' - 

_l_ 
" " t""'l

g.lichen l{ornbinationen der yerzer,rungs_
chfähren läßt, hann man auf ähnlicîe
(4.15) clilekt die Komponenten rler llf a_

I)as oì:en besrryarauriscrien ;ïå,1Ë:rffillreinor 
se.ro-

Drei \rerzelr,u rnit konstanten Gesch_n'indigkciten

Matelial : ungesättigter polyester
LEGU\rAI-i II 81

rn¿¡ximale l)ehnring : S.BBo/o

fiir'¿r,Ilc l) 0 gilt. J)ie lìxltoncnteu À,
I)arlulch l'ircl clic lSestimmung cler. io
tlix ,'\ reduzielt.
-ììs xcicn clie Zc¡i1,purùrte

0 <¿1 <¿2 < ..
l\[an biklct clic l{zltL'jze

7.,, sincl cìic ìt)igenrverte von -4.
À¿ auf clie Ilestirnrnung der ì\,Ia-

{ l, geivählt

o(t,(úr) ...6(1)(rr)

S:

o0,)(1') . ..o{',)(tu)
uncL 260

"rr)(ú¡) ärt)(úu)
?aO

S: Leguvot EBt
??0

¿ t,,)(11 ) ot,,)(f ,) I
E
E
z

o,
c)c
c
À

I,' ro ¡
l¡- r0O5

lr - rO00 s

t -3.33%

Dcnrr cs gilt, ? 00

S ;\S r80

ì\'ot:ì,us fiil clio JJcr,eclrnung vorr ,¡\ clie lr.ormel
160

:40

120

100

( 1.12 ) 1\:SS-1 -tû--

tolgt.
.Diesc }{cl,hode bcnttzl, clie expelirnenl,ellen Daton, die nur an n, Zeil,mo-
rncr.Lten trr,tr,, ...,1,, gernessen s.urc-[en. I)cs$¡egen ist diesc illothode hilsi-
clitlicht Streuung cler Lcssungen sehr ernpfincllich.
Die folgendc, altclnabive r\fethodc hebt cliesc Schrvieligkciten auf.
Iìs scien

0 ( úr <t2<... <

0 2 3 4
Zclt mr

Abb. 1



138 II. tJugg..isclì, P. ìlazilu trtt<l II. \Vcl¡cr' 12

Anfahlzeiten : ?t : 1000 s

f', : 100 s

?'s:10 s

Rclaxationszeii, : l Stuntle;
jeder \rclsuch \yurcle drcitnal l'iederholl, ;

Streunng : 2-5%.
Die experirnentellcn l)aten sincl in Abb. 1 clar'.qcstellt. Aufgruncl cles oben
er.çr'áhnten AJgorithmns und mit, Flilfe eines I¡OIìTRAÌ{-Pt'ogramlnes -wtlr'-

den clic folgenclen \4¡clto bestitnmt :

cq: +7.7 Àr : 0.00

u,r: IÐ.7 Àz : 1.05

r¿s : ,11.i1 Àj : 14.10

Dcr. \rcrgleicÌr zs'ischen den expclirnentcllen uncl bercchncl,olì Wel'ten
ist in ;lbl¡. 1 zrL sehcn.
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