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Dans cet ouvl'age, en utilisânt cles résultats de [4], [5] et 16l, nous
présentons une formule de quadlature trigonometrique de type Hèrmite
et une nou\¡elle mêthocle pour déterminer dans un point la valeur du
polynôme trigonométriquc cf interpolation.

On sait que

ftr,,[x]': 
{årtucos(ix) 

*år,sin(ix)lø¡, b¿elR pou' .r, "}

(,.*n. ñ,,-,[r],: 
{å(,, 

*r(+") *
f b¿sin (r+ x)l o,, t¡, € R pour i.*Ì)

est un espace de llaar sur tout intervalle la, bl avec b - a 1 2n.

_ L,'opérateur clifferentiel associé à I'espace Rr,[X] (resp. à I'espace
IRr,,_r¡x1¡ est
(1) I'rnr: D(D'+L2I)(D2 +2,1)...(D, {tr,2l)
(rcsp.

(2) Lzu-tt: (D2 + (712)zI)(Dz + (312),1) .. .(D, | ((2n,-I)12)rI)).

= Lenoyau 9ru (resp. 0r,-r) associé à I'espac" ftru [,T] (resp. à I'espace
Rrn*r[x]) \'érifie l'égalité.

(3) 0¡(r, y)- 2'(.r" (+))i, ¡ ena-t3n ¡+1.l
TrrÉonrìu L Soi,ent E u,n esltace de Ilanctcll, fiot frt¡ . .t tm¡ m + Ipoitxts tlistitrcts cle linteraalle la, bl, t(no, nr,..., n,,) un élëtnent cle

(hf*)'l'*t et (f6o),..,,1Ú'o),...,,fr,.) ,...,|ft' ,...,Íf1, ,...,1Í1,,,t, ulL 1)ecterLr tl,e/,,\
-D"+'(rr * I : : 

n.t). 
Alors iL y u un, seul polynôtne trigotrotnëLriqtrc Tv

à, coefficients dans Il atsec O(fy) < n tel (fxLe

(4) (Tr)u)(n):lr?, j eO, m ct i e 0, v.¡Qt¡::n¡ - I).



(7) II¡ (r) : lì 

- 

4'-snì :,
2
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oìt 0¡,(ry)

lrcrrrru ,

1l¡¿ otrtre, si tt, : 2l\. (resp. tt : )1,: _ !¡ ,it ll n lr,tle bu,se

IrortrruÌc l)'l Icr.llli tc

t,'
c(

(t0) o("f) : d.r

rlttel qtte soit f e,f4 @ ftB lXl, se représetltc sol.ts lu, fot,nt,e

3(b - a)

I ÐÌ)

(/1i,) ¡uc ti;i¿o.,,¡ dttns Rr,,[Iì 1r'cs7r. ftrr_, lXl) tets qttr:

(;¡ II(,'l'(,t,,,) -àjrà',,, j, l,.tt, rrr, i e ol q e 0, ,¡, r.t

(6ì (?,.X,¡) : I i J'!t)rri,(r), l-l-1.i- o i:o
rtr.s cUsotls tlue (II¡,)¡eit.--;, ie¡ -- est l¿¡ basc .,r{er,r'ite c1e l,espacc

'fir'['tl attachóo a,Lr-r poirrts c101 i:tl) ...¡ rn, açec rcs oLcrr,es ¿e rnrùtipticitétt¡ tt11 ..1 tt¡¡¡. Si tn 0 t't rro :2t; .+ I 1r¡1 1;f íi^*" 
'n..f 

noLéc l)îrr(ll"r.,),_.,,,.* et, nous allons 1'a1¡rËlcr llr, ¡n*,ià'linr.io.l.''
lrtricirlrìrL 2. Ãuc les notettic¡tt,s precetlenl,es on, (, i

T¡,¡(¡:):0¡(n, r:u) ct

'l'¡,,-r(¡') : 'l'¡,,(¡') )- (Iir1)(,ro),J,¡,¡(t:) o. r, e Ij ct
r1,(rr): -= (t,-rtu¡t (il), t.t_1.

fl.rnionl),ur J. ( Lu,.fot.nntlc tl,, IIer,tn,ite). Soí/ (Tr., i, þ)iãq;t i la, bttse cle
'1'u3¡lot' ctllctcltée utt poitrl t,¡; j eO, n. Ators

Ir.j_,

l¡þ) E
1r:O

TrrÉonÈun 5. ur: b..e,t ,).t,s : ,t¡r: 2(0 < ¿ì_ a 12æ).tr,pplication linéa | ørà.(,1r f "oroò,,, -| "rrqlt délini; -;;;
') (lø, bl; D) et qt t¿

lØ)

stn

(1 1)

.(fl: +
. "b - a

$rn" 

=-.

ffu) +./(Ò)) +
cosB

2

4

cos

b*a,
4

'u,j¡

0¡
(t.¡)'1',,,_,,¡,p (r) o.it,

(t ¡('r) tiitr il-:!L)"',, ('r,¡,i(r)) .a est, lu, buse tle l,aylot, attacltée ou

prtirt[ ,t'i u,uer: l,ctrdtc de rn,ttltí1tldcíté n, et ,I,,¡,¡(t;) : tL ¡ ¿(:r).
Jln, ott,l.rc

. l-fi¡
tillt

2

(8) ( 7',,)(t:) :

^ -rL lr (ü une constctn'te M > 0 teile que, q,ers qtre soient at b e R, c*,¿6O <b-a, <2æ

(r2) ll(n,,rrr - "(/)li <tiJ " 
ll

< ,lrfcos¿r-g-l " *1,1, ll (r,,|)(y)ll(ú - ø)u\ + | ,'.to,o¡

sr: / e Ç{a)( lø, bl; IÌ).
Dént,ottstt'cttior¿' soient (rrt¡lteo¡ ;eo, r 1¿ù base d'lrermite cle IrespaceRr[I] attaché aux points clistindtî'ø ét ¿,-".."c les orclros cte rnultiplìcité

't't,s:,t|r: 2. L,tégatité (10) est vraié si et seulement si o,,:\H¡,(r) clu,

j1 'y e.O, 1. Pour clételminer Ia base cl'Ifermitc nous ¡liiiiserons lethéorèmo B.

r,s : (D2 + (112)rI)(D' + (312)rI) : Da + (512)D' f (9/16) r;

+

.-)

(l'k,) - :f '(b)), I e CQ(la, ttl; D)
cos2

4

Is,o,s(t)) :fr*i"t(
I'tpp(a) : I)'l's,o,s(n) I Ø"qr)(a)Top,r(n) : Dl,r,o,r(n) :

b- ct

( l,)

II
4:0

I

D¡ llj
:1.ør(,r) 

¡71ir
. ,ì' - ,u¡

2

í tr¡- i

I
þ-o

'll'¡ r

{l¡

þ)
( ï.i) . 'f'p. j- ¡ ,i,þ( ã)) , t4l

il'tlt'trrrilì;r¡1,; J. lrtn,,.!,t¡ulr..ftrttt,liott,J.eCu,tll,,b];lt)) I,erreur(.8/)( ;)::: /(,,') - ('l',[) (,t) rcl ¡rprésentët, suits lu".¡or,,,n '' ' r ' "/ I ,

(e) ?(k[)("r):\ 0,,1,", !t) (L,I) et) dy _
J

- :;(),(,r, tì)1,.,, t4l.

,, Itn t'.i I

| ! /rj,(r ) \ Or,(yX L,-D e) dy
l:0 r:0 J

sllll34 '(
a-ct

o

otì q'(ø) , : (,u - a)t lil;
0-u, û-u: 2 sin2

2
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Itp¡(æ) : D I3,¡.2(n) I Øsqr)(a) TrpÁn) : . ^ n-bsln¿-'-
c) srn

fi-d.,
cos2

fr-ct,

) -+u¡'.'-"-a)¡o 2
2,54 ^+__stnóOD2e)

fr-a, :2sin fi-ct fr-ü
2

cos2 + '("= )['-'*#asin.;']:2 o

+f,.i"'( lX-CT o
o

T u,r,oþ) : D T s,0,1( u)l-f Ø rqr)(a) T s.r, r( n) : D T r,u,r( n) :
1 ss¡n*lb-Jo +3sin * u _asin +22: coß3 (ry)- 2 sin2 (+)'"-1.t;t;* Bsins 
á - ø

o

+ f, .r",( T).",( o;-.) : cos, (+). * B sin 
n - 3b * 2a 

- *tot*- 3?

22
Dn conséquence:

+|rn,(t---t-)""-(e7)
úoo Hss(n) dn :

Donc uoo(u) : Tr,o,o(n) et,

Hoo(n) : m-bsln 

-

o
uoo@)

Tt,o,o(r) * _l2cos ulb-2r¿ n-h
2 -6 cos+ +a-l¡

sln¿ .--
2 2

Itroo
(a) Tr,o^@) r2cos lt-]-t - 6cos ryL+f,.o* l:":*'.":

2

[s"o* +- Bcos (b - a)f cos ry- t']
Ssin'b - ø

2
Lt : Dz + (712)'zI ; Tto,lu) : 2sin'Ø - ø 

et
2

Ir,o,r(n) : I) Tr,o.(u) i Øút)@)Ir**(n) : DIr',,(n) : cos n 
. o

2

On considère le polynôrne trigonométlique

P(y)::3 cos (y) - S cos(2y) + cos(3y) - 1.

Yu que P(0) : P'(0) : ?"(0) :9, si¡sjl divise ce polynôme [5]. Il

résurte que : ?(y) : 8 sins (#).* (+) nonc

Alors

n-þ
Hrn@): sins

2

b-a,cos2. sin
3(b - a)

. fi-c(,
srn 

-

o

2 b-a 3(b - a) L

Bsina 
b - ø.

2
^b-acosó--

4

rO-ra &oo: g sin3
4

ñrn
4

: (213
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-ì?alcc quc

"(:[) o( 'L',Í)

b

( 1'l)@) cla ators .f(u) cl¡r- - o(fl:

ltr

:#Ja'i'i^'( (L'.f) (y) tty -

-fi,,j.,",( (Lrf)(y) cly -2

20n sin b-q
cos

b-y
)9 2

(L'l) (E) dy

lfais

1l 'j 
a'iui''' 7 Ø,ï)(y),ril

tlu sinz n --, (L,l)(tìo-]/ _

= #//j -"- +(' * "'r 
=")Ø,t)(r)., 

il 
-

82< 
6 ,,:lll',, llØ'Î)@)ll(a - r') sin4 L-

4

/i ' ",,i s¡nt L-r1- u,,t)(a)rrlJ -

ÐB b

* l,,:H]l tt7,.r)(v),, 
il,,,lsins 

á .:-E urll:

158 I. Icìrinr cl- Cï. ;\ììtcattr 6

\/rr qrrc ?r,o,r@) - .i,, t I t'lz 
eos, *;" + f *tn, + alols

n-(tr 7 ^fr-fttuor(n): 2 cosz
232

Ì16,(ru) :

: sing--ø .uir. r' - b tt'otkt)

2 ^- 2 sin2 
ct'-b

2sitÇ.ior"Þ å

. "b-asln" 

-
22

1 zsin!--! -sin ryt_sini-l- T-J2 si\,b- - ft
2

1 . fi-Q,
-4cos 2J)onc no, : Hor@) c7n : ,sinr-b - r¿,

+
2

3n-2b-u,2

- 
cos

r) 2 - 2 cos Ut-Lf'*',
2
[, - u aos 

t-L f cos (u - 'ùf
3 sin

2

n'Iais le polynôme trigonométriclue Q@): cos(2y) - 4 cos A -l B se

clivise par' .i"' f{) p?ì,r,ce qrre 0(0) : e'e) :0"(0) : 0 LJ J. l)onc\2 )

Qkì :8 sina 1 oI' uo, :
2

2 g sina 
b - u'. 

- 
4

43

. "b-asrn" *

Bsinz 
b - ø.

2
^l¡-cteos¿_

4
À la même manière on montte qne ¿¿r0 : ooo el {lr, : - &ot¡ ctest-à-

clire I'égalité (11) est vraie.
Dtaprès le théorème 4 nous avons

( ryN fi : ¡ I 
si# !-!ØÐ(ù da -

-- Hro@) l rt"'7Ø,fl(y)¿y-¡¡il,)! 2 sinz
b-y

2
cos

u-.aØrflt,
) dy.
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ñi Po .-, el Pç.sonïles pol,Unônxestrigonométriquetels que

: 
#,:tp,l t (L,r){rr il $ 5-, - (z + *rb-t') 

I 

-'"qq1 
I 
-

4

Po--t( r,): /, cos (
fii-ff0

2
, ie0, n-L

et

P*(nù - /r cos
fr¿- fin i e1-, n øllors..b-asrno-J- 2

- äU-,ltJ,, ll (¿,f) (Y) ll - b-ø
coso -_-

+
1 Pl,"(tr) Pr*1@)

Tn,@): - frn-fr¡srn. "
oet

(14) , fi-ünsrn-
2

sin
fi- ûo

2

,",1ï stn
b-11

cos
b-u (L'l)@) ùv ll-o 2 Démonstratior¿. Soit

- å *1?),:11t,rr Q'r)@)l 
l! 

-i"' ('*) ^(!+) u, 
I 

==

: + + rr,(L.l-) sin, E";,:ïf,,r (r,/xy) r :
: 27 gins 

1. ?)""- ('? ),:tJ,Jr 
Ø"fl(u)t.

Dn conséquence I'inégalité (12) esl' vraie'

Conor,r,Arnn G. Boient, h,n : :!-;, n$n) ; : Q' + i"l¿,, i:0,7,''

n et f e C(n)(1o,, bl; D)'
Si

1 P7¡@) P*, ,(n)
8@) z: . frr-fi¡ßrn -

o
. fi-fitstn-

o
Brn

fr- ao

2

Évldemment, ô8:0In, etpour i e1, n - L

t,
t¡- fr¡

l¿
ût-û¡cos -

21 CoS 

---Q@ùz:
o

8In
û¡-fi0

q . üt-ffin
8ln 

--. a)

. frt-û¡sln---- "
o

' 31t,,

2 sro- 
4

3 anst /t"

tt

_r,-.,"q=ib þ"(T)*'(e;::) -
2\\zt

-*' (ry)."(*-*)) : n - r¡i,tn,t.

Si ø :: øo (resp. n: : uol on obtiont

(8,,Í) ! (/(æÍ')) -l /(rÍlì))+

(13) 4

*å'o(? U'.@) - Í',(b))

alors

1

Qlno) :: -----;-
gitt 0o - 0o

: 
"fo - T¡--(uol.

lirn Ç,(/) :
,+æ

b

J@) d.n.
c)

TnÉonùirit 7 Soient n + I lslittts d,istittcts cl,e l')imtret'aalle la, bl (0 <
<t) - ø 12¡c), fro¡ ffitt.-.t fin¡ Ut)¡.o,utt'e fcr'tnille de-.tt'.ont'bres réels et

ì*(*) le q¡olynont"e fflgonomëtrl,qtíí qut satisJait tes égatités : Tþ,(nt) : l;
pour íe0, tt,'

(resp. Qþo') : ?o,p-(r"))

Yu que lo polynôme trigonométrique dtintorpolation ost unique
il ¡ésulte qnø Io ^: Q.
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16:ì

et on ol¡l,ien 1¿l fonctiotr suivante :

function ?(1, nr: integer; f :

I'ar fl, f2 : r-ector, ;

i : integer,;

\rector') : double;

v1, t.2, r, s : clouble ;
begin
if1>:rn

then t::f l1l
clsc lresi n

fol, i:: 1 to llr_1 do
f1 lil . : ffil x cos((xi.il _- xltl)i2 

;
for, i:: 1 + 1 to rn clo
f2 fil r: f lij x cos ((x[i] __ x Lmllz);

ì'1 ::'Jì(1,m-1,f1);
'!-2 : : 'Jl(1 + 1, m, f2);
1" :_ st2 x sin ((rv __ x lll)12) ;
ñ ;: 1rl x sin ((t, _ xfrn])/2;
'I: : (r_s)/sin ((xþnl_ x lll)/Z)
end

orrd ;

clui calcule la l,aleur nu n) @).Mainten¿nt lrous
numériclre aðs ï,rteg"äi" iä""ir;,;"nutiliselons le procéãO ¿;

TnÉonÈlin s.-" "gito,t D t, a,l.g èbrce" u:'";::;tx : (ar)r.¡t ìnrlt1,íe cle lct, ,rorrii" ¡¡øfl : : s¿

i,=t,'f,',!l :'tr :,; i,l('*l¡i"! ii;!.;t;¿t",,,nto7il"ro!sscutt conoersent ,uars

n r-> f(r) : ,}13"" oìr n : (nu),ett e Ir.
Alors les ,fonctiotr,,,el,les linea,ires f, et f sotr,t cctnti,u,,,es et(15) 

r"yf) 
Çy: ¿ (n) : f(n)).

st, et seuletnent s,i,

(16) (r¡i)(vn)( "" ,u\It¿l ren,t \ dr+l ' .l

1 rì2 I. Icìrinl et G. ¡\ìl¡eanu 10

Pour appliquer cet algor'ìthme on utilise Ie tablcau suivant, que
nous présentons pour la:õ

c 0.0,0,0p

IPqqq0
0,1

^ 0.00

0,2

È t.0,00,1

. . ¡ ',1,0,0,2J

P 0,0

- .Pqo,ûl
1,2 - {1.0,0,2,2'-)

. . P !t.c,3.11

. Þ 00,3J?

. _ p'i,0.33,2

.- ü 03.33
3

- -{,0,4 i 1l

03
P Qg-3,_l

12

.__D0'0'3 l

1,3
p Q!'31

p0 ?3
U.t p o,4J lT-

0s
)

1.? I

0,t,il,2
?

P 5
1,5

P

È
¡.),L

1
a)

P -0f
1 ,1"

l'_u.,/-:
2.3 ,- - -o O,¿l g.S

, ''?D,r'!,2,2.2
._ _o0.49.2,3'3

l

l

l

i

p. Q.tÉ?.
7,3

r - -P 0,1',1'

2.1. I ¡'-P
.--Pq4,4--,

3,t :

0,1" !,.4,3
3

.--OO.+A,a.a
I

sìL pjuiz,h,ir,i"(a¿) :./, ff, cos
fr;-,T ¡

2
En utihsant Ia récursivitée clu langage ,pascal, nous pouvons coûsi-dérel les définitions :

const max : 20;
1,ype vector .: ftrrft)r [0.. rnax] of clouble;
ràr' 1Y : clouble'
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13

(Tu 
^û 

estle pol'llnôme tr'igono'métrigue d,'interpolation atta,alùé aun poi'nts
Fotrnulc L),IJcr.l¡ itc

165

&0¡ ür¡. . .rd.zn pouÌ les d,onnés (øt)i.o¿,), [6].
Soient

a-¡¡t:hl et
linétric1ue, påi,:llt'(ìii,l !: lî::Íîi #' ï ìl;",ry,.,i 

c, n tr e k i c r ¡ tltrso, L r.r i go_

r7 12:.:
I
ßl

I

cos (sin(Ø) - n)d.n; I1 I2 I3 I4

t,
h
l2
t.ì
lt
f-

It

3.141
3.747
3 .14159
3 . 1 51592
3.141592653
3.1415926535897
3 . 14159265358979

1.3
1 .38
1 .38
1 .382
1 .382459
1 .38245968
1 .3824596873Sõ

0
o
0
0
0

I B2
,) ,>

2.28
2.2805
2 .28054
2 .28054913
2 .2805491384421

14: : 1 dri 82 OBrs: :
v -0,81-sin û 88208

¡t82081390

óü \
)

0. rJ820813907
0.88208139076242

/5:: cos dn et fu:: sin (nlZ)d.n;
utilisanb seulerner-Lt Z valcurs (la meilleurc a 10acts) on tlour.e pourfi 

"irãïrrlìi" ar.ec 15 (resp.
1o nn obticnt clcs 1.¿1s11lo e\actes, il tì,), a p&s

t

oD utilisant la relation (13) on trouvo :

nIt I2

1
8

18
32
64

128
256
512

1024
2048

3 .14195092437762
3.14161073292084
3 .14159375824570
3.t4165272223488
3 .14159265787393
3 .14159265385745
3 .14159265360652
3 . 14159265359084
3 .14159265358986
3 .14159265358980
3 .14159265358979

L.3t4459447486?7
1 .38202851682623
1 .38243376486672
1 .38245807837383
1 .3824595 8699547
1 .382459681 1 1397
1.38245968699372
1.3824596873611ô
1 .38245968738413
1 .38245968738556
1.38245968738565
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' A r rcil ¡¡ s c N u r ttó r k1 tre, Springer_Vc llag, Ilcl.litl,

^r\.::::1",,rli: 
t,rcss, Nc,.rv yor.r<, 1QB0
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Rull. ÀIal.h., rlc¡ l¿t Soc. Sci. nIailr. dc Iìounranic
.I,cìrnicir, 

1g57
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n I" I.

2
1
8

16
32
64

128
266
612

0 .8826783443490
0 .8821173323964
0.8820836622492
0 .8820815329761
0.8820813996541
0,8820813913182
0.8820813907972
0 .8820813907646
0 .8820813907626

3.31109543035?
2.287034220944
2.280546698021
2 .280549128075
2.280549737775
2.280549138381
2 .280549138418
2.280549138421
2.280549138421

ot

I6 It

1
t
3

-0 .666666666667
:- 0 . 666666666667

- 0 .666666666667

1 .99999S999999
1 .999999999999
1 .999999999999

Äppliquons la formulo d.'Ilermite avoc, los pas \o:!-øt h¡7
: holaii,rJ hrln,. . .' avec ø ) 1, on obtient la suite (ø,)t>o' En pronant

4- c.1140


