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SUR LA FORMULE D'HERMITE

ION ICHIM et GRIGORE ALBEANU

(Bucharest)

Dans cet ouvrage, en utilisant des résultats de [4], [6] et [6], nous
présentons une formule de quadrature trigonometrique de type Hermite
et une nouvelle méthode pour déterminer dans un point la valeur du
polyndéme trigonométrique d’interpolation.

On sait que

fRz,,[X] e {é @i cos (1.X) + i bisin (1X)}ai, b€ R pour ie0, n}
L i=0 i=1

(resp. Ry, [X]: = {i}(af cos (EL;—l X) i

i=1
2 — L
—|—bisin(@TlX)| a, b€ R pour 7 e1, n})

est un espace de Haar sur tout intervalle [a, b] avee b — a < 2.

. L’opérateur differentiel associé & lespace R, [X] (resp. & Vespace
Ry, [X]) est

(1) Ly, = D(D? + 13)(D? + 22) ... (D? 4 n2l)
(resp.

(2)  Lpyy: = (D* 4 (1/2)4)D?* 4 (3/2)%) ... (D? + ((2n—1)/2)2I)).

. Lenoyau 0,, (vesp. 0,,_,) associé & espace fRzn [X] (resp. & espace
R,,. [X]) véritie D’égalité.

27 ¢ @ DWEIN N R

(3) 0i(ax, ) —-(%m(T/)) y J€2n—1, 2n [4].
J

THEOREM 1. Soient B un espace de Banach, @y, @y, ..., Tm, m 11

points  distincts de Dintervalle [a, b], ‘(g ..., %) un 6lément de

(N1 et (f5 .y 0 e i W f8 fimy un vecteur de

E"“( n+ 1= Y n ). Alors il y a un seul polyndme trigonométrique T

j—=0
& coefficients dans I avec 9(Ty) < n tel que

(4) (TV)(“(m;) :f(f)a J €, m et qe 0, pj(py: =n; —1).
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Bnoutre, si =9k (resp. m'=2k — 1) 4 ¥ a wne base

([[j[)’-e-(f’*h“;l-eb"’uf' dans Ry, [X] {resp. ﬁ?zkﬂ [X]) tels que

(5) HI 5, =058, 7, pe0, m, 4 €0, Wiy g €0, uy el
m uj 3

(6 (Te)@) = Y, ¥ fOH(2), [4].
§==07=0

\T - T B I 1 y_aii} sy T4 . o ) Tmit 3 YAy
Nous disons que (HJ/)jeO' W fel est la base (’Hermite de I'espace

Ry [ X ] attachée aux points @y, @, ..., z, avee les ordres de multiplicité
Moy My ooy M SEm=0 et ny, = 2k - 1 cette base est notée par
(T, )ico— et nous allons l'appeler 1a base de Tavlor.

Tuor®EM 2. Avee les notations precedentes on «
Ti(a) = 0w, my) et
L) = T5.(2) + (L)) Ty f(a) ou i €1, ] et
(@) s = (2—ay) (1)), [4]
THEOREME 3. (La formude d' Hermite ). Soit (Ty, ;) r&0, v~ la base de

Taylor attachée au point @55 J €0, m. Alors

-

. : a2 r p.j 13 ?Ll (P) .
(M 1(a) :(smifé”) o) ¥ (—) ()L (2) o
=0

" | r— 11{1 .
gi(e) =11 [Slu»-‘*q) ,(T,,,j,f(ar)),.em; est la base de Taylor attachde au

q=0 1 2

q#J

I ; JECH L — @\
pornt 2 avee Uordre de multiplicité n et Toyil) = (Sln T) wi( ).

n outre

(8 (Ty)2) =
BRI : ujx(r) sin X% gt CALY N 4
== Z gi( ) ij sLn ‘;* - Z T () .U-j—l.J,f’('l’)v [4].
Jj=0 i=0 < p=0 gi

TUEOREME 4. Pour toute Jonction fe C([a,b]; B) Uerreur (Bffx):=
= J(@)—(Lf) (@) est représentée sous la Jorme

b

v Z E 1[;;,(a:)sejl(y)(z,,f) (y) dy
0" -
ou 0p(y) 2 == ——(0u(z, ) L
du! ?
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o

THEOREME 5. Sotent zy = @, @, = b 16t Ny = N = 2(0 (1\; bj a < 2m).
Lapplication Tinéaire o = g9 8y -+ %1 052 - oyg 8y, b oy O définie  sus
CY ([a, b]; E) et qui vérifie Uéqalité

(10) o(f) = Sf(m) do

a

quel que soit fe 1} ® R[], se représente sous la forme

. 3(b — a)
o Sin— 1
o(f) = _5" 'b—i~a‘—(f(“) -+ (b)) +
coss T
(11) .
b 77
n sin? T 1
Hg = @) — J0), f € 0%([a, 075 B).
COos 1

Il y a une constante M > 0 telle que, quels que soient a, b € R, avec
0<b—a<2n

; <

(12) ” Sf(ac) dz] L &)

< 111(COSL%)“‘ sup [ (L)) | (b — @)

vela, b]

st fe O([a, b]; E). '
Démonstration. Soient (Hy);eo71; ico,1 1o base d’Hermite de 1espace
R, [X7] attaché aux points distincts @ et b avec les ordres de ;nultiplieité :

Ny = n; = 2. L'égalité (10) est vraié si et seulement si a1 :S H;(w) da,

a
Jy ©€0, 1. Pour déterminer la base d'Hermite nous utiliserons le
théoréme 3.

Ly = (D* + (12)*I)(D* - (3/2)) = D* -t (5/2)D2 + (9/16) I ;

28 @»— @ ! r— @
Ts,ors(m) = 31 Sln3(T—) = (4/3) sins ('—2——) H

3,02(@) = DTs03(®) + (Lsqs)@) Tsos(x) = DTs04(x) =

= 2Sin2( Z ; 1 )cos( z ; 2 ) ol gi(@) : = (w — a)'/i!;
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Ts01(%) = DT30,9(w) + (L@ ) @) Ta0,3( @) =
2 (sin(x_z—_a)eosz( m2_ a)_%sms m2—a )+
h 4 L3 i
+—§——?Sin3( @ - a ) = 2sin (_37_2_66_)0032( T ;— a )+

7 . X — @
—s8in3f-— |-
+ 3 ( 2 )’

Ts’O:o(m) == DTa-o'l(m)Z‘l“ (L3, )(@) Ts,o.s(w)= DT3,0,1(a2) ==
:cos3( m;a)—ZsinZ( mz—a)cos(m;d)_'_
7 ., v—a z— o) T — a
2 sm( G )cos( ; )_cos3( = )-|-
+~3—sin2( w—a)cos( ad _“).
2 2 2

Done wug(x) = Tsp4(w) et

H(x) = (Sin & 2— b )JI: oo ) T o0(@) +

o & — b
sin? ———

+( o )(a)Tl.o.im].
I. 2
sin 2

r — @

Ly = D? 4 (1/2)1 5 Tyo(@) = 2 sin- et
T — a
T1g0(%) = DTy () + (L (@) Ty @) = DTy pq(x) T Co8 .
Alors
Hy(®) = sin3. 2zl ! cos L — @ o
o b — @ 2
sin i
b —a
cO8 2 . 5 — "
+ 2 7 Sin > =
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2 ) b—a ©— @ b—aY. fx— a
== Ty [sm ( ) co8 ( ) +2 cos( )sm( )] =
Sins — @ 2 2 2 2

= 3 Sinz(x—b—)[3 Sinﬁt—z—a——}—sin-w—b]z
b—a 2 2 2

2 8in?®

= 1b__a[6 gin L EP =20 L a2t 3sinm
8 sin?® 2 2
13 sin ®—3b+ 20 sinSw-— Sb}
2
En eonséquence :
b
aoozsﬂoo(m) do =
:_—§ a. [_12 eosM —6 COSi————b— ._I_
Ssinﬂ—} =t 2
2
_ _ L | x=h
—|—2cos——3w, b 21 — Gcos———m Shits 9% +£cos—-——w ) ] =
2 2 3 2 P

——--27[3003 il —3008(b—a)+cosi(b—_—a)—1_].'
3sind -~ — % 7 P -

On comnsidére le polyndme trigonométrique

P(y): = 3 cos(y) — 3cos(2y) -}- cos(3y) — 1.

Vu que P(0) = P'(0) = P"'(0) = 0, sins-g~ divise ce polynéme [5]. Tl

résulte que : P(y) = 8 s8in?® (%) sin (3% ) Done
sing-—(b —a)
b — . 3(b — 4
000272——831]13( a)SIIl(—(———a)) = (2/3)T.
381113 —4 4 4 coR3
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. X —a T — a T ., r—a
Vu que T,,.(x) = sin - [2 €082 ——— |- — gin2- alors

2 3 2
Ugy(w) = 2 cosz L % —rz)—sin2 =% ot
[3 ]
}Im(-”) =
X0 ., &—b
®—a . ,0-—b gy (@) Zpin 2 YT
= SIn - SIn L = =
., 6 — b ., b—a
sin? sin? — ——

2 2

1 [ .o —a . 3 —20—a ] x—{~a—2b]
= | 28in—— — sin —————— |- sin — .
9 sin? & . 2
L 1 @ ik
Done g = S H(x) de = 9 sin2 b —a
—_ — / a4 — 2 r=b
_f_ .E_ CcoS u ﬁ — 92 Cos/v_'_‘ai] =
3 2 r=a
b—a
213 — 4cos -+ cos (b — a)
= b —a '
8 gt T ok
3 sin 5

Mais le polynome trigonométrique @Q(y) = cos(2y) — 4 cosy 4 3 se
divise par sin3 (—?2/—) parce que @(0) = Q'(0) = @''(0) = 0 [5]. Donec

. ,b—a
sin?-
e 2 L. b—a 4 4
(y) =8 sint Y et Uy =g -8 sint = :
2 3 sin? 3 cos?
A la méme maniére on montre que ;g = gy b ¢;; = — @y, c'est-a-

dire I’égalité (11) est vraie.
D’aprés le théoréme 4 nous avons

(Rf)(@) == \sin® 2 z L (L)) dy —

| o
=1
L, B

b b
3 . — b —
- Hlo<m>5%sin3?7y(L3f><y> ay— Hiy(wf| 2 sin? : S cos U Laf)(y) ay.

a a

i
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Parce que

o(f) = o( 1) =

S If)x) dz alors Sf(a;) do — o(f)=

238 -
=2 Vdeh sins [ @ — 3
31 d”S““S( 5 ’)(Lg.fm)da—

_ 2° .. f b — -y
iamSSln ( 9 )Jlaf 1/ dJ“

P

a

. b — 9 b
— 2a sing{ 2" ¥ g Y
”S n ( 5 )005(—2— _)(Lsf) (%) dy

Mais

. g U
Ty Sine-

W o
-
™y
o
Ry

L zapi) dg/” —

(Lsf 7/ dx

2.1
= ET ” S d’I/Sbln3

[

— Y b —
SW i { bLiakiy Tl) (Lsf)y) dJ/

[

SUp (1 (Lsf) () (b — @) sins =@
4

Y€E[u, b] ’

28 b—y
“ “”’S”“m‘*fff( d;
31 9 3/ ) y) Yy

3

; . |
< S sup (L) >u-“‘ alOSsini* Doy
2

. velad)
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siu"b -
93 16 b—al| . 3(b— a)
- s y [ 2 -} coOs8 8i <
2 sy | T 0 s~ (2575 ) 5=
cos
Sinf—
28.16 4
< sup | (Lsf) ()] =
3! yela. b] COS3
et
b ’ I
2ay Ssinz( 4 ; y) cos( : ; ?/) (Lsf ) Ay || <
( b
- . b—1 — 1
< L t("50) s h D) o (75 ) cos (25 ) \
3 4 yele, b 2
2 b — . b —
:i._tgz( “)sn( “)- sup || (Lsf)(p) | =
3 3 4 2 yela, b)
7 b — W -— a
= 2 e L2 eos (L) sup (a0
FrR U 4 V) selern]
En conséquence ’inégalité (12) est vraie.
b — . .
COROLLAIRE 6. Soient hn: = —)——(1, 2™ = a4+ 1 hay 1=0,1,. ...
7
n et fe 0P ([a, b]; B).
Si
. 3h‘n
g MD—F .
(Quf) i1 =— < . Z (f(w.gn)) + f(mz(l)l))'l_
3 Gogzln im
(13)

alors

lim Qn(f) :S f( x) dw.

THROREME 7 Soient n - 1 points distinets de DVintervalle [a, b] (0 <<
<b—a<2T), Toy Biy- - ¥ay (f))co7 0O famille de nombres réels et
Ts—(x) le polynome trigonomélrique qui satisfait les égalités : T (@) = fi

pour 1 €0, n-
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8i Py et Py sont les polyndmes trigonométrique tels que

'PO. n—l(x[): f‘ cos (w;—__z-'—%)) /l, € 0, nw —_l_

et
Pl_—"(mi) = f,cos ( T Sn ), iel, n allors
P—(x) P—(x)
To(w) = wl_ —| " ot
(14) sin — 0 . & — @n . X — &,
) sin gip ——2
2 2
Démonstration. Soit
1 Pr=() Py—=(2)
Qx): =
. s — Xy
sin22 20 | p—we w1,
2 sin sin
2 2

Evidemment, 0Q=0T;~ etpour i e1,n —1

. 1 fi cos%——;—@'— ficos L — 2o
Hz): =
: gip 2» — %o " -
2 sin " gp B %
2 2
= -——-—-—-ﬁ h Ty — Xy Ty — ©La
. Ta— T, [sin cos —
SIHT 2 2
Xy — Ty \. [ Te — &a
——cos( 5 )sm( 5 ))= Jv = Ty (@)
Si @ := 2, (resp. x: = xs) on obtient
Ty — @
1 fo co8 0—2:' Jo
Qzo) : = W = Jo = L575(,).
2 sin =0 . g
2

(resp. Q@) = Tog(ama))
Vu que le polynéme trigonométrique d’interpolation est unique
il résulte que Tj— = @
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an s . ‘ e
Pour appliquer cet algorithme on utilise le tableau suivant, qu
nous présentons pour n=>,

...000000
0 '
& .Pob«g"i‘c.__; 9
: © L 510001
| ‘ '
P00
' 0,2 ' - .00.002)
. '..p(%)__-?_--e ' Pg,o,o,2,2
p0.0 D031
' 03 ogaa [PA0T
1 pee P 0T L : L
_ 12 . .500312
: : 3 0332
p?_OB\ L01500332
' ' ? 33 puae] 2
| ; —'-PQ:—)Q'—,‘-- 500333
- . 2.3 Loop e
P - E f
; = ; ] r__pOl.j.l___:--vPO,wﬂ,"
; ' RS S Tt o X 5 \
s o = v AR .. 04112
) [ n bep 2
LS P;|_5_5 i) N
' ) L L4132
: : L _PO_‘Ji':i‘!Jq
: . 2.3 404133
= _P O; - = 3
1 '[c ] | 0‘1..6 2.2
, ) M50482, 2
i 23 02423
‘ Lo leh2
"M OEh
P 6 1 : 04643
e p0bkb 3
PT‘L
L. p OL&AL
[A

S uf wm—wy,
ol P.]‘ufzyjavjujr.(x[) — fi H COS| — 3 .
i

t==1

ivi 1 Pas [¢) Si'—_
En utilisant ta récursivitée du langage Pascal, nous pouvons con _

dérer les définitions :

' const max = 20;
type vector = ar,ray [0.. max] of double;
var w: double;

11
_

Formule D’Hermilc 1
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et on obtien la fonetion suivante :
funetion 7, m: integer; f . vector) ; double ;
var f1, 2, vector ;
i :integer;
vl, v2, r, s: double ;
begin

1> =
then t:=f [1)]

else begin

for i:==1 to m.y do

L i3 = £[i] « cos (x[i] — x[17)/2;
for i.—1 -+1 to m do

£2 [i]:= £ [i]« cos ((x[i] — x[ml)/2);
Wil e b g 1, £1)
V2 =YL - 1, m, f2),;
Tis v2 s sin ((w —x [11)/2);
8= vl sin (W —x[m7])/2 :
T: =/(r—s)/sin (x[m]— x [1])/2)
end

’

end ;

qui caleule 1a valeyr numérique (Tr=2) (w).

Maintenant nous allons appliquer cette
numérique des intégrales suivantes ef pour aceélérer
utiliseromns le procédé d’extrapolation de Richardson trigonométrique [6]

THEOREME 8. Soient B Valgébre de Banach des suites convergentes
T = (Blieni Mmunic de I norme || x| : :ksup Jel, o = :
a <= (0, b] avee b < 72, une suite strictement U
0, f; fu i 5 R avee Sul@) s = (17— ) (0) et

0, n'

= (ﬂﬁ.n)uem,

déeroissant convergent vers

& }——>f((1,') = lim Ta OU g = (xn)nen«l e k.

N— 00
Alors les fonctionnelles lineaires f, et S sont continues of
(15) (V%‘) (lim f(@) = f(a)).
el ns00
8t et seulement 4
{ ¢4
(16) B (v (2 5 )
W>1 nem Xy ,
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; ; ; oints
(T est le polyndme trigonoméiriqgue d'interpolation attaché aux P
ao,o, oi:, oy Oy pOUT les donnés (@i)ieiTm), [6]-
Soient
l .
I s =\ (4/(2? 4 1))da; I,:= Scos(sin(m) — x)dx;
1+
0
2! 2 1 dw :
I?’::Se_ﬂdm; 14::SV1_~6§8T_éi'xi%
0
Q

I.: = \cos (E’ﬁ) do et Ij:= Ssin (2z/2)dx;
5 — 2 )

0

en utilisant la relation (13) on trouve :

I
n I 2
44148677
3.14195092437762 i‘%%égg%51682623
4 3.14161073292084 1-38243376486672
s 3.14159375824570 1.38245807837383
5 3.14159272223488 1'38245958699547
s 3.14159265787393 1'38245968111397
o 3.14159265385745 1.38245968699372
B 3.14159265360652 1.38245968736116
3 3.14159265359084 1.38245968738413
P 3.14159265358986 1.%8245968738556
513 3.14159285358980 1'58245968738565
;giB 3.14159265358979 .
1
n I, ¢
5430357
0.8826783443490 g.géigg4220944
i 0.8821173323964 2'280546698021
8 0.8820836622492 2.280549128075
0.8820815329761 2.280549137775
5 0.8820813996541 2.280549138381
gi 0.8820813913182 2.280549138418
0.8820813907972 2'280549138421
o 0.8820813907646 2'280549138421
g?g 0.8820813907626 "
et
I
n Iy .
9999999
—0.666666666667 }.333839999999
1 —0.666666666667 1.999999999999
§ —0.666666666667 )

uo m i = b—a hl =

Appliquons la formule d’Hermite avec les _pas ko 5

= hp/a kh: h /S:x - avecloc > 1, on obtient la suite (@)»0. En prenant
o/ %y fa 1% -y

il

(resp. 9, 11, 11)chiffrey exacts) on tronv
13, 15, 14) chitfres exactes.

besoin d’accélération,

1.
2,
3.

4.
5.

G.

T
8.
g,

10,
11.

12.
13.

14. Wimp J., Sequence tran
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on = h, et en utilisant lo procédé d’extrapolation de Richardson trigo-
nimétrique, pour'I; (vesp I,, 1, 1))

on trouve

I 1, I, 1,

o 3.141 1.3 0.882 2.3

i 3.141 1.38 0.8 2.2

Iy 3.14159 1.38 0.88208 2.28

1y 3.151592 1.382 0.88208 2.2805

N 3.141592653 1.382459 0.882081390 2.28054

s 3.1415926535897 1.38245968 (.8820813907 2.28054913
I 3.14159265358979 1.382459687385

0.88208139076242 2.2805491384491

On observe que, en utilisant seulement 7 valeurs (la meilleure g 10

¢ pour fi une valeur avec 15 (resp.
Yu que pour I

et I; on obtient des valeurs exactes, il n’y a pas
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