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STRUCTURES ALGEBRIQUES A ELEMENT FIXE QUI
MODELISENT DE DIVERS PHENOMENES

ANDREI NEY

PRELIMINAIRLS

On cherche un ensemble E non-vide et une fonction ® de deux variables,
tel que

1°w : EXE—>E.
On soumettra E et © — suivant le cas — a quelques-unes des équations suivantes:

053 co(oa(x,y),z) — (D(x,co(y,z)), x,y,z€E

3° existence d’un élément 6 € £ tel que 0(0,x)=0(x,0)= x,(x€E)

4° exis_ténce d’un élément @ e E tel que o(p,x)=o(x,¢)= ¢,(x€E)

50 1"équation o (x,x') = o (x',x) = 8 soitrésoluble pour chaque x € E | al’aide
d’un élément correspondant x’ € E

6° 1’équation m(x, x") = (D(x",x) = ¢ soit résoluble pour chaque
x € E(x # ¢), al’aide d'un &lément correspondant x" € E(x" # ®) .

Le couple (E,0), ot o satisfait a 1° sera un groupoide. Relativement a un”
groupoide on considére le systéme d’équations:

7° o (e,x) = (x,e) = Vs € un certain 8lément de E; x,y € E. . Sipour chaque

xc E onauray = x, alors e est [’élément neutre. Si pour chaque x ¢ E, y sera
constante, ¢ (indépendante de x), alors e sera un élément a composiiion constante.
Si dans le cas précédent la constante’ ¢ sera égale & e, alors e sera
’élément fixe.
Si E et o satisfont — suivant le cas — au systemes d’axiomes:

I. {1°,2°}, alors le couple (£, ») est un demi-groupe,
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IL. {1°,2°, 3°, 5°}, alors le couple (E, o) est un groupe;

I {1°,2°, 4°, 6°}, alors le couple (E, ®) est un antigroupe.

(On peut faire des considérations similaires aussi sur une partie de E * E et
une fonction o, définie sur elle).

Dans ce qui suit on s’occupera des solutions concreétes des systémes d’équations
ci-dessus et non pas de procédés d’y arriver. Les solutions seront des phénomeénes
ou processus physiques, chimiques, etc. On suivra I’aspect algébrique, structurel,
du probleme.

*

L’auteur veut présenter dans cette communication quelques-unes des structures
algébriques nouvelles définies et &tudiées dans son travail: STRUCTURES
ALGEBRIQUES A BELEMENT FIXE, [4] (par abréviation: S. A. E. F.) qui sont
convenables de modéliser des phénoménes physiques, chimiques, techniques. Pour
atteindre ce but on passera succinctement €n revue uné partie nécessaire de la
théorie et on va illustrer par des exemples €loquents. £

Soit un groupoide (E,); relativement al’opération o on envisage deux notions
qui sont dans un rapport de dualité:

1) 8’il existe un élément 6 € E qui, composé avec un élément quelconque
x e E, «n’exerce aucune influence» sur x(x00=00x=2x) alors O est 1’élément

neutre du groupoide,

2) s’il existe un élément ¢ € E, qui, composé avec un €lément quelconque
x € E, «n’est pas influencé» par x(xep=@ox= @), alors @ est ['élément fixe du
groupoide.

On montre dans S. A. B. F. les propriétés: 1) I’é1ément fixe, s’il existe dans le
groupoide, est unique — de méme que 1’é1ément neutre; 2) I’é1ément fixe — comme
d’ailleurs 1’élément neutre aussi — satisfait a 1’équation de I’idempotence; 3) dans
un groupoide ayant au moins deux &léments, 1’élément neutre et 1’élément fixe s’il
existe tous les deux, ne sont pas égaux.

On congoit aussi des notions «latérales» pour I’élément fixe (a gauche, a
droite), — 'unicité de celles-ci n’est plus nécessaire. Bien entendu, toutes les notions
ci-dessus ont leur role aussi dans les demi-groupes.

Exemple 1. Soit K un ensemble de fonctions réelles et constantes, définies sur
R (ou sur une partie de R); soit ©la composition habituelle des fonctions, alors on
aura pour k;ky,k, €K (ko ky)oky =Ky o(kyo k;) et on verra facilement que
kyoky =k, et kyok =k,,donc (K ) estun demi-groupe dont tous les €léments
sont des «éléments fixes a gauche». En voici une illustration:
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Soit L#un ensemble de différentes mélodies de méme longueur enregistrées
sur des bandes de magnétophone. Soit L 1’opération suivant laquelle on reportela
mélodie M, sur la bande de la mélodie M,(M,, M, €. On souligne gu'il ne se

produira pas une interférence, mais un éffacement de la mélodie M, — de la deuxieme
bande — et I'impression de la mélodie M, sur cette bande; on aura, donc, une

substitution, que ’on notera: M, 1M, = M, . On voit facilement que pour chaque
M M, M, eM:

(Ml_l_Mz)_LM3=M1_LM3=Mlet Mll(M2JM3) = M1 M, = M),

donc ’opération L est associative, par suite (AM,.L) est un demi-groupe (non-
commutatif) dont chaque élément est fixe a gauche.

DEFINITION 1, Un demi-groupe ayant un élément neutre et un élément fixe
est un demi-groupe bipolaire.

EXEMPLE 2. On présente deux cas remarquables:

17 cas. L ensemble des nombres complexes dans la projection stéréographique
muni de ’addition est un demi-groupe bipolaire ayant comme élément neutre le
2éro et comme élément fixe le point a 1'infini — les deux pdles, antipodes, sur la
sphere.

2¢ cas. E étant non-vide, ensemble A(E) de toutes ses parties, avec I’ opération
de 1a réunion est un demi-groupe (AE), U) bipolaire ayant ¢ comme élément
neutre et E pour élément fixe.

Remarque 1. 11 est raisonnable de nommer double demi-groupe un ensemble
S muni de deux lois de composition, 1 et T, associatives, avec — éventuallement
— des conditions qui les relient. Ici on mentionne seulement /e double demi-groupe
aux lois de composition duales, pour lequel les éléments neutres respectifs 6, et
0, et les éléments fixes ¢, et ¢, satisfont aux égalités: 0| =@ et O, =@ .

Exemple 3. Soit E un ensemble totalement ordonné, ayant un é1ément minimal
0 ct un élément maximal @. Avec 1’opération v (sup) la structure (E,v) estun
demi-groupe bipolaire, dont © est I’élément neutre et ¢ 1’élément fixe. Avee
Popération A (inf) la structure (E,A) est un demi-groupe bipolaire dont ¢ est
1&16ment neutre et 8 1’6lément fixe. Donc (E;v;A) estun double demi-groupe aux
lois de composition duales. En voici deux illustrations:

a) L ‘échelle de dureté de Mohs (cristaliographie):
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&= {talc, gyps, calcaire, fluorine, apatite, orthose, quartz, topaze, corindon,
diamant} avec les opérations de comparaison: v = le plus dure parmi deux, et A =
le moins dure parmi deux, est un double demi-groupe bipolaire (&;v; A) pour

lequel 8, =[talc] el 9, .=¢, =[diamant] ;

b) La gamme musicale $={do,re,..,si,do} avec les opérations de compa-
_raison v = le plus haut parmi deux tons et A = le plus bas parmi deux tons, est un

h‘ltdouble demi-groupe bipolaire (9;\/;/\) pour lequel 0,=¢,=do—initial ef
0, =¢,=do-final .
*

Sur I’élément neutre se basent de nombreuses structures classiques de I’algebre.
Dans notre travail S. A. E. F. on a défini et étudié des structures se basant sur
1’élément fixe, marquées par les termes: antigroupe, antianneau, anticorps, etc. De
telles structures ne sont point connues dans les traités classiques, — nous n’en
citons que trois a la bibliographie, [1], [2], [3]. Nous nous limiterons a présenter ici
seulement [’antigroupe. Dans ce but on passe en revue une partie adéquate de la
théorie, puis on donne plusieurs exemples.

DEFINITION 2. Si dans un groupoide (E, o) a élément fixe ¢ existent deux
éléments x,x'(x # @, x'# @) tels que xox'= x'ox = ¢ alors x et x' sont
symétriques par rapport & ¢, on dira encore: x et x' sont ¢-symétriques, pour
distinguer cette symétrie de la symétrie par rapport a un eventual é1ément neutre 0
et que 1’on désignera par 0-symétrie. On souligne, que le ¢-symétrique d’un élément
x e E n’est pas nécessairement unique, comme le 8-symétrique.

Dans S. A. E. F. on démontre I’important

THEOREME 1. Dans un demi-groupe bipolaire ’existence d’un 8-symétrique
pour I’élément x est incompatible avec 1’existence d’un -symétrique pour le méme
élément x.

DEFINITION 3. Un ensemble 4 muni d’une loi de composition binaire o est un
antigroupe si les suivantes axiomes sont satisfaites:

1°(xoy)oz=xo(yoz); x,y,z€4 (associativité)

2° existe un élément @ed tel que @ox=xop=@(xed) (existence de
I’élément fixe)

3° pour chaque xeA (x#¢) existe x' € 4 (x'# @) telque x o x'= x'ox = @
(Iexistence de 1’é1ément @-symétrique de x € 4)

4° si o est commutatif, (4,0) sera un antigroupe commutatif.
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Remarque 2. Suivant I’observation faite a la fin de la Définition 2 on peut
avoir des antigroupes aux ¢-symétriques uniques, ainsi qu’aux p-symétrigues non-
uniques.,

Remarque 3. Suivant le théoréme 1, dans un antigroupe ne peut pas exister
un élément neutre; dans un groupe ne peut pas exister un élément fixe.

Remarque 4. Le demi-groupe est une prestructure tant pour le groupe que
pour 'antigroupe; les termes «demi-groupe» et «demi-antigroupe» sont équivalents,
De plus, on démontre dans S. A. E. F. le

THEOREME 2. Soif (S,o;e,(p) un demi-groupe commutatif bipolaire. Soit qu’on
puisse partager les éléments de S en trois sous-ensembles non-vides: G, A et

S.(S=GUA4US,, GN4d=GNS, = ANS, = D) tel que

—a G appartiennent © et tous les éléments qui ont un O-symétrique,

—a A appartiennent ¢ et tous les éléments qui ont un ¢-symétrique,

—a S, appartiennent tous les éléments qui n’ont ni de 0-symétrique ni de o-
symétrique.

Dans ces conditions (S,0,0,p) admet un partage en trois structures
composantes, notamment;

— (G,0;8) est un groupe commutatif ayant § comme élément neutre,

i (A,o;(p) est un antigroupe commutatif dont ¢ est l’élément fixe,

— (Sy,0) est un demi-groupe commutatif sans élément neutre et sans élément fixe,

On souligne, que si les conditions de ce théoréme se réalisent dans les cas
extremés, a savoir: Pexistence dans (S,o; 6, ¢) pour chaque x seulement de la
0-symétrie ou bien seulement de la ¢-symétrie, alors, le demi-groupe bipolaire se
partage en un groupe (G,0;6) et I'antigroupe triviel ({(p},o) (voir ’'exemple 2 — le
premier cas) ou bien en un antigroupe (4,5;¢) et le groupe triviel ({6},0) (voir
I’exemple 2 — deuxiéme cas).

On va donner, dans ce qui suit, un exemple éloquent pour de diverses sortes
d’antigroupes:

Exemple 4. Soit ¢ un nombre réel strictement positif et A un paramétre
(0<A<@); soit M, une partie propre non-vide de ]0,¢[ . On définit sur ]0,¢] un
ensemble de fonctions:

A (x €]o, o[\ M) {x e 10,

(% M)(x) = ¢ (xe{p}UM,) s M, e 2(]0,¢)\ @ .
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A cet ensemble on attache la fonction constante ayant la valeur ¢ sur ]0.¢]; on
notera I’ensemble ainsi obtenu par 4. La structure (4,0) olo estla composition
habituelle des fonctions réelles, sera un antigroupe non-commutatif, aux

@-symétriques non-uniques.

Démonstration. 1) La fonction ¢ sera 1’élément fixe de (4,0), c’est-a-dire
(po(?»;M)\>=q) et <7»;M)‘>°(p=(p , parce que la fonction ¢ a pour chaque valeur de
son argument la valeur ¢, puis la fonction (x;M x) prend la valeur ¢ pour son

argument égal & ¢, conformément 3 sa définition ci-dessus. 2) Soit deux
fonctions: <l M l> et (x; M %) , telles que A ¢ M, ; on aura pour leur composition:
(l;M,)o(%;M,\):(l;M,) En effet, la valour de la fonction (A;M, ) pour x e{@}UM,
est ¢, et la fonction (Z;M ,) prendra la valeur ¢ pour son éfgument égal a @. Si, par
contre, xe]O,(p[\M »» la fonction (x;M X) prend la valeur ) et pour cette valeur
(reM ;) 1a fonction (l M ,) prend la valeur /. Evidemment, si on posera la condition
l¢M, , on aboutira a (l;M,\)o(l,M,)=()u,M,) . 3) D’aprés 1) et 2) suit, que la
condition nécessaire et suffisante pour que (l,M ,) et (?»,M ,\) soient @-symétriques
est que on ait LeM, et leM, . D’ici suit que I'unicité de leur p-symétrie est
réalisée si et seulement si M, et M, sont formés chacun d’un seul élément. Ainsi, la

sous-structure (A' ,o) dont les éléments sont 1a fonction @ et les fonctions définies

par

¢ (x=p,0)

A (x €10, \ {n} (1 €10.4)

(o)) = {

est un antigroupe aux @-symétriques uniques. On mentionne que ces structures
sont des antigroupes d’ordre . ;

Dans antigroupe d’ordre ¥ vu auparavant, on peut mettre en évidence des
sous-antigroupes dénombrables, aussi aux @-symétriques uniques. Pour cela on

considére, par exemple, ’ensemble H = {—;—,%,%,} = {l| neN, nz 2} eton
n
forme la structure ({(p}U{()»,p)P»,p eH },o) qui sera un antigroupe d’ordre R, .
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On peut mettre en évidence des sous-antigroupes d’ordre fini, aussi aux
Q-symétriques uniques en choisissant un nombre naturel arbitraire p d’¢léments

différents de I’ensemble précédent, H, on notera ce sous-ensemble par H, et on
considérera la structure ({(p}U{(X,LQl%,u eH ,,},°> qui sera un antigroupe d’ordre

2
p-+1.

En suite, on va illustrer la notion d’antigroupe en prenant des exemples de la
physique, de la chimie, etc.

Exemple 5. LAMACHINE A VAPEUR.

Dans une machine  vapeur pourvue d’un régulateur de Watt la pression peut
atteindre une valeur supréme 7 pour que la chambre & vapeur soit encore fermée.
Si on ajoute & p un surplus de pression, quelque petit qu’il soit, le régulateur
ouvre le systéme et aprés une fuite de vapeur la pression tombe et le systéme se
renferme. Pour.décrire algébriquement ce qui se passe dans la chambre & vapeur
fermée, par augmentation de pression, on congoit comme opération o ’addition des
pressions de valeurs positifs p(0<p<p), tantque la chambre a vapeur reste fermée.
Selon le fonctionnement du régulateur Watt — mentionné plus haut — on é&crira
pop=pop=p et p jouelerdlede 1’61ément fixe. Autrement dit, dans le systéme
fermé il est impossible de faire croitre la pression au-dessus de p . Pour les autres
cas, P’addition des pressions (le systéme restant fermé) est bien entendu une
opération associative et commutative. A chaque valeur p(0< p<7p) correspond une
valeur p'=p—p (p' estp-symétrique dep), telque po p'= plop = p;sion prend
p'= p+py (py > 0), onaura pop'= pe(popy)=(pop)o P2 =P P2 =P
Donc la structure (]O,ﬁ],o) est un antigroupe aux ¢-symétriques non-uniques.

Dans plusieurs processus physiques et chimiques apparait le phénomgme de

la saturation; ces processus sont susceptibles d'élre modélisés algébriquement .
par des antigroupes: '

Exemple 6. LA VAPORISATION DE L’EAU.

Un récipient non-couvert, contenant de I'cau distillée 3 une température initiale
t,(0<t,<100) est mis en contact avec une source de chaleur de température bien
supérieure & 100°C. En communiquant de 1a chaleur a I’eau, sa température
s’accroit. L’addition de température notée par T est associative, ce qu’on
formule par (¢, T1,) Tt= 4, T4, TH), si f),ty,t3 >0 et t,+1,+,<100. L’eau
&tant 3 une certaine température ¢ < 100 peut 8tre portée a 100 par ’addition de
température de valeur 100 — £ (qui correspond 4 la fourniture d’une certaine quantité
de chaleur), donc £ T (100 ~ ¢) = 100. Quand I’eau atteint la température de 100°C,
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elle commence & se transformer en vapeur. Dés ce moment la fourniture d’un
surplus de chaleur ne sse met pas en évidence par hausse de température et celle-ci
reste @ 100°C jusqu’a ce que toute la quantité de 1’eau liquide soit transformée en
vapeur. On formule ce phénomene par 100 T ¢ = 100(¢ > 0). Donc /a déscription
algébrique de I'échauffement de I’eau en vue de sa vaporisation est un antigroupe
dont [’élément fixe est ¢ = 100.

Exemple 7. LA DISTILLATION FRACTIONNEE,

Si dans I’alambic d’une installation de distillation il y aun mélange de plusieurs
liquides, {L,,L,,.,L;}, ayant des températures d’ébullition différentes
O<t <t,<.<t, et que I'on échauffe ce mélange de température initiale
14(0<ty<71,) al’aide d’une source de chaleur de degré t°>1,, on arrive premie-
rement au niveau de T, puis la température y reste — malgré Paddition de plus de
chaleur ~ jusqu’a ce que la substance L, est totalement vaporisée. Ensuite la
temperature du mélange {Lb AT ik L,} contenu encore dans 1’alambic commence
de nouveau a croitre et atteindra t,, en y restant jusqu’a ce que L, soit complétement
vaporisée; puis la température croit de nouveau et ainsi de suite ...

La description algébrique du phénomene de la distillation Jractionnée sur

chacun des intervalles de température ]tk,rk+1] (k20,13 35 = 1), est un

antigroupe ayant pour élément fixe ¢, =7, (k =0,1,..., 1 -1). On est en
présence d ‘une chaine finie d’antigroupes.

Exemple 8. CHARGEMENT D’UN RECEPTEUR.

On charge —additivement —un conducteur éléctrique isolé, un condensateur,
efc. jusqu’a la saturation; aprés ce moment-la toute addition de nouveau charge
électrique est sans influence sur la quantité O de saturation, Evidemment, I’addition
T des quantités est associative tant que la somme de tous les charges ne dépasse

pas Q. Si a un moment donné le récepteur contient une charge q (q<§) alors

qT(Q ~q)=0(0 —¢q sera - symétrique de ¢). Aumoment de la saturation
0 Tq'= 0(q'> 0).Onestdans le cas d’un antigroupe dont I’élément fixeest O

Exemple 9. DISSOLUTION DU SEL DANS L’EAU.

Dans un récipient on a un litre d’eau distillée maintenue a température et
pression normales. On y dissout «peu a pew» du sel (NaCl). Le résultat de I’addition
de deux quantités g, et g, de sel sera par définition la quantité finale q, T q,dissoute
dans [’eau. La dissolution présente le phénoméne de la saturation, ¢’est-a-dire que
I’cau dissoudra une quantité limite O du sel (dans le cas du NaCl c’est
approximativement 36% pour la solution). L’addition des quantités dissoutes est —
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bien entendu — associative, tant que la somme des quantités (dissoutes) ne dépasse
pas O .Siaun moment donné I’eau a dissout une quantité ¢ (q < §) de sel, alors

qT(Q —¢) = 0 ; aumoment de la saturation 0Tg'=0(q'>0). On est dans le

cas d’un antigroupe a élément fixe Q .

Exemple 10. TITRAGE D’UN ACIDE PAR UNE BASE.

Dans un récipient on a une solution aqueuse d’acide HCI — soit de A mols —
on y ajoute quelques gouttes de phénolphtaléine, comme indicateur de basicité,
Dans le récipient contenant cette solution transparente et incolore, on laisse couler
d’une burette — goutte a goutte — de la solution décinormale de la base NaOH. La
base neutralise graduellement I’acide et on arrive au point du virage (neutralisation
complete) signalé par I’apparition de la coloration pourpre de la solution. Apres le
virage aucune quantité excédente de NaOH n’est plus neutralisée et le liquide reste
pourpre. Par un raisonnement analogue i celui d’auparavant, on arrive a ce que: [e
processus du titrage d’un acide par une base illustre aussi | ‘antigroupe.

*

Dans le sens accepté pour définir I’ ordre partiel, on peut définir des structures
algébriques partielles, cela veut dire, que les composition définies et leurs propriétés
seront valables seulement pour une partic de 1’ensemble des paires d’éléments.
Voici quelques-unes de ces structures: ' ;

DEFINITION 4. Soit £ un ensemble non-vide et la relation r(x,y) une partie
proprement dite; non-vide, de £ x E. Sion définitune composition o : £2 \ r(x,y) > E,
alors la structure algébrique ainsi obtenue sera un groupoide partiel ou groupoide
conditionné. E \ r(x,y) est I’ensemble des paires admises.

DEFINITION 5. Si la composition o d’un groupoide partiel est associative,
c’est-a-dire si (x o y) oz = x o(y o z) (x, y,z € E) a condition que les
compositions ci-dessus soient compatibles selon la définition 4, alors la structure
obtenue sera un demi-groupe partiel ou demi-groupe conditionné.

DEFINITION 6. a) On considére un demi-groupe partiel;

b) Siexiste 0 e E (0 — élément neutre) tel que x00=00x =x pour chaque
x € E pour lequel (x, 0) et (0, x) appartiennent & £ \r(x, y);

¢) Sipourx e £ (xn’étant pas élément fixe!) correspond x'c £ tel que
xox'=x'ox =8, a condition que (x,x") et (x',x) appartiennant & £\ (), (¢
est la symétrique de x par rapport 4 8); dans ces conditions le demi-groupe envisagé
seraun groupe partiel ou groupe conditionné. Si de plus

d) xoy=yox pour (x,y) cE? \r(x,y) et (y,x) cE? \r(x,y) on aura un
groupe partiel commutatif,
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On’insistera pas ici sur d’autres structures algébriques partielles, comme par
exemple I’antigroupe partiel, qui sont traitées dans S. A. E. F. On remarquera
seulement qu’il y a des structures partielles: sans élément fixe et avec ¢lément
neutre; sans élément neutre et avec élément fixe; avec €lément neutre et avec élément
fixe et méme avec plusieurs élément fixes.

Dans ce qui suit on présentera quelques exemples mathématiques dont les
particularisations auront un sens physique important.

Exemple 11. Une famille de demi-groupes partiels, commutatifs — a un
paramétre réel, a, — avec deux éléments fixes.

Soit I"ensemble des paires admises R* \ {(x, y)la + x+y = 0;x,y € R} avec
L Xy
a+x+y

’associativité en respectant la composition conditionnée. L’équation de
2 _

la composition: xoy = . La commutativité est visible et on montre

= x ¢’est-a-dire x2 +x = 0 d’oules deux racines 0 et —

I’idempotence sera
a+2x

a sont toutes les deux des éléments fixes, comme on le prouve facilement (on

remarque que la composition 0o(-a) est exclue par la condition de restriction

pour les paires admises). Elément neutre n’existe pas. Pour la valeur nulle du
paramétre a on obtient un élément fixe double: ¢ = 0.

Exemple 12. On reprend ’exemple 11 sous une forme restreinte et

particularisée. Les paires admises
)

[0,+c»o[2 \{(q T+ =0,20,r,2 0} avec la composition 7 o, = réalisent
un demi-groupe partiel commutatif, r, et r, représenteront dé‘l%*}@sistences
éléctriques liées en paralléle, tandis que la composée r or, sera la résistance
unique, équivalente au couple (r;, r,). La loi de composition o aura comme
élément fixe la valeur zéro. Pour l'électrotechnique cela veut dire que: si
1’une des résistences, par exemple r, est «trés petite», alors pratiquement tout le
courant passera a travers r,, donc r, peut remplacer dans la pratique le couple
(r,, r,) des résistences, en paralléle. (On écrira par approxi-mation: 7 or, ~ Bl

Dans un autre ordre des idées: pour r, finie on obtient lim (ron)=
] >+

- lim —1— = r. On voit facilement que si on compléte le demi-axe positif par

r,—>+o0 V_l +1
%
le +oo (demi-axe positif achevé), le + 0 jouera le réle de I’élément neutre du demi-
groupe partiel, commutatif, les paires admises étant
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[0, 00]2 (m)|n+mn=0n20mn2 0}~ (les opérations arithmétiques avec le

+oo seront celles postulées habituellement dans I’analyse mathématique) — zéro
reste I’élément fixe. Le +o0 comme élément neutre signifie pour ['électrotechnique
que: si on couple en paralléle une résistance finie r, avec une résistence r, «tres
grande», alors pratiquement tout le courant passera par la résistence 7. (On écrira
approximativement: ror, ¥ ;).

Application similaire aux capacités électriques liées en série.

Exemple 13. Une famille de groupes partiels, commutatifs, —a deux paramétres
réels, k, h — avec deux éléments fixes.
Soit I’ensemble des paires admises

R \{(x, )L+ hxy =0, 1+kx =0, 1+ ky = 0;x,y R},

avec xoy = EEDAA 24 (k et h paramétres réels, h # 0).
1+ hxy

La commutativité de I’opération est visible, I’associativité se vérifie pour les
compositions conditionnées selon:

x+y+z+k(xy+xz+yz)+(k2+h)xyz

(xop)oz= =xo(yoz).

1+ h(xy +xz + yz) + khxyz

2
L’équation de I’idempotence _2% =x se transcrit x{hx” —kx— 1)=0, dont
1+ hx

k+k?+4h
_ 2h
neutre et que le symétrique (unique!) de x par rapport a 1’élément neutre (x, =

les racines sont x, = 0 et x,, = . On vérifie que x; est I’élément,

=0)est x' = _1_%. En posant la condition de réalité pour x, et x;(k2 +4h> 0)
+

on démontre que x, et x, sont des éléments fixes del ‘opération o (pour les détails

voir S. A. E. F.) —lapaire (x,, x,) est non-admise pour la compo sition o puisque:

1 < i
Xp%3 = = c’est-a-dire 1+ hx,x; =0.

Particularisation. Si on prend: k=0 et i = p*(p >0) on arrive & la famille
des groupes partiels (dépendant d’un seul paramétre p) I’ensemble des paires
admises étant:
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b Y

Rz\{(x,y).szxy:O;x,y ER}, avec xoy = (p>0)

1+ pzxy
L’élément neutre de ces groupes partiels sera® =0 etle 0-symétrique de x sera —x.
Puisqu’on doit avoir 1+ p?x(-x)=1-p’x* #0, chaque nombre récl aura son
0-symétrique, exceptés les nombres ol et + L . On voit facilement que les élément
. p P
1 gher, : N T ]
fixes seront ¢; = - L et @, =+—.Sionpassea lalimite p - 0 (dans la topologie
P P
naturelle de 1’axe réel) on aura ¢, —> —0 et ¢, =+, et on arrive de la famille
des groupes partiels au groupe classique (R, +), comme structure limite.

Exemple 14, Sion particularise encore la structure qui vient d’étre envisagée,
on arrive a une illustration de la structure par un phénoméne physique important.

On met pour cela p=— (clavitesse dela lumiére), x=w> 0 (vitesse d’un mobile
C

rapportée au systéeme de coordonnees OXYZT),j=v >0 (vitesse du systéme OXYZT
en mouvement par rapport au systéme oxyzt) et w sera la vitesse du méme mobile
rapportée au systéme de coordonnées oxyzt; alors 1’ opération o sera la composition
des vitesses (en mouvement relatif) dans la mécanique relativiste, et on écrira:

Wy

w=woy=—— (w>0,v>0)
1
R
c

La solution de 1’équation de I’idempotence nous donne comme élément

fixe de la composition relativiste des vitesses: © = ¢, ¢’est-a-dire la vitesse de

xt+Xx

la lumiére. En effet = x nous conduit a x(x2 - c2) =0, ce qui nous donne

Ry
c

¢ = ¢ (x = 0 ot x = —c ne viennent pas en considération, vu les restrictions). On

cherche & voir si existent des éléments @-symétriques: de X*Y _ ¢ onarivea
1+2

Y(e—x) = c(c—x) et cette égalité est vérifiée seulement pour x & ¢ ouj = c. Les

résultats connis en physique sous la forme: la composition relativiste de chaque

vitesse avec la vitesse de la lumiére est égale a la vitesse de la lumiére, puis: il
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n’existe pas deux vitesses différentes de celle de la lumicre, dont la composition
relativiste nous donnerait la vitesse de la lumiére, ... s’expriment en langage
algébrique part: R, avec la composition o définie plus haut est un demi-(anti)groupe
commutatif, a élément fixe, p = c et sans aucune paire de Q-symétriques.
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