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SUR UNE NOTION ABSTRAITE DE QUASI-CONVEXITE

NICOLAE POPOVICI

1. INTRODUCTION

Nous nous proposons ici d’étendre la notion classique de quasi-convexité
dans un cadre trés général en considérant les fonctions définies sur un ensemble £,
muni d’une structure abstraite de convexité et qui prennent leurs valeurs dans un
ensemble £, muni d’une relation binaire, qui remplace 1’ordre induit par un cone
convexe lorsque la structure est vectorielle.

L’outil essentiel pour construire des notions de quasi-convexité généralisées
est fourni par la variété riche des concepts d’ensembles convexes qu’on peut trouver
par ailleurs. La plupart d’entre eux se retrouvent dans la définition suivante, proposée
par nous dans [4].

Considérons d’abord un ensemble non vide £, etune application multivoque

:E xE 3E,.
DEFINITION 1.1. Nous dirons qu’une partie X de E, est:

1) ['-convexe, si F(xl x2) c X, V' e X
i) ['-convexe par rapport a L eX, si F(x x) cX,VxelX.
Remarquons qu’une partle non vide X de E, estI'-convexe si et seulement si

elle est "-convexe par rapport a tous ses points.
Considérons maintenant un ensemble non vide E, et une relation binaire

Q c E, x E, . Dans ce qui suit nous adopterons la convention suivante:

Pour Q: E, > E, alors,

Qy = {y eE2|y, EQ} Vy ek,

Qy=UQy, VY c E,
yeY
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Qy={yeElye}, Vyek
Qy = E,\ (), Vy € E, .

Rappelons que si Q est une relation binaire sur E, et Y est une partic non
vide de E,, alors I’ensemble polaire de Y par rapport a 2 est défini par

[Qy =n{Qy: yeY}.
On sait que I’opérateur cl, : 2% 5 2% définie par
gt = [ |Q)y, vYcE

est une fermeture cyrtologique sur E, [1].

2. (T, Q)—QUASI-CONVEXITE

La définition suivante joue un role fondamental dans ce travail.
DEFINITION 2.1, Soit X une partie non vide de E, et soit [ : X — E,.

i) Si X est"-convexe par rapport & x" e X, nous allons dire que fest (I', Q)-
quasi-convexe au point x° si

Vx e X tel que f(x) e Qf(x*) = f(T(x, x')) < Qf(x°).

ii) Si X est I'-convexe, nous allons dire que f est (I', Q)-quasi-convexe sur X'si

Vx', x2 € X et Vy € E, tels que f({xl,xz}) c Qy = f(F(xl,xz)) c Qy.

Remarque 2.2. On voit aisément que si E, et E, sont des espaces vectoriels
et si C est un cdne convexe dans E,, alors en prenant

F(xl,x2) = co{xl,xz} = {tx1 +(1- t)x2|'t E[O,]]}, V!, x? €
et
Q=y-C, Vyek),

la définition ci-dessus correspond a la notion usuelle de C-quasi-convexité {2, 3].
En particulier, si E, = R” ¢t C =R”" alors une fonction f = (£,..., /,): X - R’
est (I', 2 )-quasi-convexe si et seulement si toutes les composantes scalaires f; de
f sont quasi convexes au sens classique. De fagon analogue, si C' = -R’, alors f

est (I', 2 )-quasi-convexe si et seulement si les fonctions f; sont quasi-concaves
au sens classique. :
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Remarque 2.3. On peut vérifier facilement que la Définition 2.1 ii) peut &tre
reformulée de maniére plus concise, comme suit:

Proposition 2.4. Soit X une partie non vide et T'-convexe de E,| et soit
[:X > E,. Alors, fest (T, Q)-quasi-convexe sur X si et seulement si

f(I“(xl’xz» c CIQ—{f(xl),f(xz)}, Vil e X.

LEMME 2.5. Soit X # @ unepartieU-convexe de E, et soit f:X — E, une
fonction (U, Q)-quasi-convexe sur X. Si Q est réflexive alors f est (I', Q)-quasi
convexe en tout point x° € X .

Démonstration, Soit x € X tel que f(x) € Qf(xo) .Ona f(xo) e Qf(xo),
d’aprés Phypothése de laréflexivité de Q et en prenant x=x,x*=x"et y= f(xo)
dans la Définition 2.1 ii) on obtient f'(r(x, x° )) cQf (xo) .0

THEOREME 2.6. Soit X # & une partiel'-convexe de E, et soit f:X — E,.

Supposons que
Q soit transitive et totale;

5 re . ; leg i, 2 1
I soit symétrique, i.e. vx', x* € By F(x X ) = F(x , X ) :
Alors les assertions suivantes sont équivalentes:

i) fest (', Q)-quasi-convexe en tout point x¥ My
ii) fest (I, Q)-quasi-convexe sur X.

Démonstration. L’implication i) = i) découle du Lemme 2.3 car toute relation
totale est réflexive.

i) = ii). Soit x', x> € X etsoit y € By t.q. /{5, %}) « @ étant totale,
il résulte que f (xl) QY (xz) ou f (xz) QY (xl). Par suite, / (F(xl,xz )) cQf (xZ)
ou f (F(xz, x' )) - Qf(xl) _Comme Q est transitive, ona donc f (F(xl, x2)> c Qy
ou f (F(xz, xl)) c Qy, ce qui montre, compte tenu de la symétrie de I', que
f(r(xz,xl)) cQy.o

Remarque2.7. Toutes les hypothéses du Théoréme ci-dessus sont essentielles.
Exemples 2.8. 1) Soit E; = £, = R et I':R x R 5 R définie par
I“(xl, xz) = co{xl,xZ} = [min(xl,xg‘), max(xl, xZ)], Vi, x* e R.

Bvidemment, I est symétrique. Notons que dans ce cas, la I'-convexité coincide
avec la convexité usuelle.
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Soit 2:R B R, Qy=]~w,y[,Vy e R,ie )’ e < y' > y* Evidem-
ment Q est transitive et non-réflexive.
Considérons la fonction /:R >R, f(x)=x,Vx eR . Alors ¥x' x>,y e R

t.q. f({xl, x2}> c Qp onamax (!, x2) <yetdonc I" (x!, ¥2) = f([ (x}, x?)) € Qy,
ce qui montre que fest ([, )-quasi-convexe sur X.

D’autre part, ¥x°, x e R t.q. x <x°, ona f(x) le(xO) et f(F(x,xO)) =
= f([X, xo]) = [x, xo] o ]—00, x°[ = Qf(xo) , ce qui montre que f n’est pas (I, Q2)-
quasi-convexe dans aucun point x° € R.

2) Soit E, = E, = R* et soit I':R* x R> > R?, définie par F(xl,xz) =
- co{xl, x2} = {Xxl +(1-A)xP:aeo, 1]} (la convexité classique). Notons que
[ est symétrique.

Soit € = R*\(R

*
4

)2 et Q:R?DR?, définiepar Qy = y+ C, Vy e R, ie.
y2 € le = y2 = yl ¢ (R:)Z.

Evidemment, C est un cone fermé et non-convexe, et donc Q est réflexive et
non-transitive. De plus, Q7 y = y —C et CU(-C) = R?, ce qui montre que
QyUQy = R? | Vy e R? cest-d-dire Q est totale.

Considérons la fonction f ‘R? > R?, f (x) =x,Vx eR?. Alors vx’ x e R?
tq. f(x) le(xO) onaxem oxex®+C et F(x,xo) cx’+Ce
=N f(l“(x,xo)) cx+C e f(F(x, xo)) c Qf(x"), ce qui montre que f est
(T, Q)-quasi-convexe en x°, Vx’ € X .

D’autre part, pour y = (0, 0), x!=(1, 0) etx>=(0, 1) on a f({xl,xz}) =
=[x, 3"} cC=qy,mais f(T(x',5*)) @ Qy . Plus précisément, ST )Ny =
= co{xl,xz} \C = int(co{xl,x2}> # (& ce qui montre que f n’est pas (I', Q)-
quasi-convexe sur R?,

3) Soit E,=E,=Retsoit I':R x R 3 R, définie par

' co{x!, x*t, x Zx
F(xl,xz) = x' + [0, ’xz > xlu = { }
[xl,Zx1 - xz], x' > x?.
Soit Q:R x RB3R,Qy = [y,+oo[,Vy eRicy ey oy =57,
Considérons la fonction f: X =[0,00[ — R, définie par
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0, x=0
f(x):{l/x, x e]O,oo[.

On peut vérifier facilement que X est I'-convexe et que f est (I, Q)-quasi-convexe
en x°,Vx’ e X.

D’autre part, pour x! =0, x>’=1ety=1,0na f({xl,xz}) < Qy, mais
S (F(xl, xz)) = {0} U[l, oo z] — o0, 1] , ce qui montre que f'n’est pas (I, Q)-quasi-
convexe sur X.

4) Soit E| = R?, E, =R etsoit I':R? x R > R? définie par
F(xl, xz) = co{xl, (x}, x%)} U co{(xll, x%), xz} y

VIR (x{ ! x’2) e R? (i = 1,2), et considérons le méme Q de 1’exemple précédent.
Remarquons que I" n’est pas symétrique. Plus précisément, ona

F(xl,xz) = F(xl,xl) & (xl1 = 112)()6; = xz?‘): 0.
Considérons la fonction f: X =[0,1] x [0,]] — R, définie par

L =hx)) albxneaXy
J(x) =
il x e X\ Xy, Vx=(x,x)eX
ou X; ={(x,x,) € X|x, 2 x,}. .
On peut vérifier facilement que X est I'-convexe et que Vx’ x € X t.q.
f(x) e Qf(xo), on a f(xo) > f(x), Vx'e F(x,xo), ce qui montre que f est
(", Q)-quasi-convexe en OVl e X
D’autre part, pour x! =(1/2, 1/2), x>*=(1, 1) ety=3/4ona f({xl, xz}) c Qy,
mais [ (I“(xl, x* )) @ Qy ce qui montre que f n’est pas (I', Q)-quasi-convexe sur X,
5) Soit E, = R et soit E, = R% Considérons 'application I" définie dans
Iexemple 2.8.1) et Q:R*3R*,Qy=y-C,Vy eR?, ou C =RZ, ie.
y* e y' < ' = y*. Notons que C est un cone convexe fermé est donc Q est

transitive et réflexive, mais Q n’est pas totale, car C UJ(-C) = R”.
Considérons la fonction f: X =[0,1] — R?, définie par
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(x,1-x) si x e o, ]\ {1/2}
flx)=4017/21/2) si x=0
(0,1) EP 19 500041

On voit aisémentque f(x) € Qf (x") entraitre x = x° etdonc f (F(x, x° )) =
= /’({xo}) c Qf (xO), car Q est réflexive. Par conséquent, fest (I', (2)-quasi-
convexe en tout point x° e X .

D’autre part, pour x! =1/4, x2=3/4 et y = (3/4, 3/4) on a f(x!) = (1/4, 3/4),
fx2) = (3/4, 1/4) et donc f({x!, x*}) < Qy. Mais, AT (x}, x%)) = f([1/4, 3/4]) ¢ Qy
ce qui montre que / n’est pas (I', Q)-quasi-convexe sur X,
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