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Nous nous propbsons ici d'étendre la notion classique de quasi-convexité
dans un cadre très général en considérant les fonctions définies sur un ensemble ¿l
muni d'une structure abstraite de convexité et qui prennent leurs valeurs dans un
ensemble Ermvni d'une relation binaire, qui remplace l'ordre induit par un cône
convexe lorsque la structure est vectorielle.

L'outil essentiel pour construire des notions de quasi-convexité généralisées

est fournipar lavariété riche des concepts d'ensembles convexes qu'onpeut houver
par ailleun. Lapþart d'enhe eux se retrouvent dans la définition suivante, proposée

parnous dans [4],
Considérons d'abord un ensemble non vide E, et une application multivoque

l:Erx q3q.
DÉrwuo¡¡ 1.1. Nous dirons qu'une pafüeXde E, est:

i) f-convexe, si f(rr, *') . X, Vxl, xz e X ;

ii)f-convexeparrapportà x0 e X, si f(xo,t) c X, Vx <X .

Remarquons qu'une partie non videXde E, estf-convexe si et seulemeht si

elle est f-convexe par rapport à tous ses points,
Considérons maintenant un ensemble non vide E, et une relation binaire

Ç2 c. E, x E, , Dans ce qui suit nous adopterons la convention suivante:

Pour O : Er3 E, alors,

ay = {t' . Erl\,y') . o}, Yy e E2

OI= UO/, YYcE,
yeY
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Rappelons que si o est une relation binaire sur E, et Iz est une partie non

vide de E, alors I'ensemble polairê de Y par rapport à O est défini par

[o]r = fì{oy: y eY} .

Onsaitquel'opérateur cln :28' -) 2E' définiepar

crnY = lo-]¡o1r, vY c E,

est une ferrneture cyrtologique sur E, [11.

2. (f, o)-QUASI-COnVnXrrÉ

La définition suivante joue un rôle fondamenüal dans ce travail'

DÉrnttrtoN 2.1, SoitXune partie non vide de E, et soit / : X -+ Er,

i) SiXest f -convexs par rapport ù x0 e X , nous allons dire que/est (f , O)-

quasi-convexe atr point xo si

Yx e x tel que .f(*) .of(r') = ¡(r(r,ro)) - of(")
ii) sixest l-convexe, nous allons dire que/ est (f, f))-quasi-convexe surxsi

Yx1, xz e X et Yy e E, tels que l({*t ,t'}) - Qy =,r(r(tt, t')) c oy .

Remarque2.2, onvoit aisément que si E, et Ersont des espaces vectoriels

et si C est un cône convexe dans Er, alors en prenant

r("1,"2)= co{¡l, *'}={ot +(t- t)x2lr .[o,l]], vx7,x2 e E1

et

Ç2y=y-C, V),eEz,

la définition ci-clessus correspond à la notion usuelle de C-quasi-convexité 12,31,

Bnparticulier,si Er=R" et C=R'i alorsunefonction f = (fr,...,f,):X -+ R"

est (f', ) .)-quaslconvexe si et seulement si toutes les composantes scalairesf de

f sont quasi convexes au sens classique, De façon analogue, si C = -R'i alorsl
est (t', 2 .)-quasi-convexe si et seulement si les fonctionsf sont quasi-concaves

au sens classique.
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Remarque2.3. On peut vérifier facilement que la Définition 2' 1 ii) peut être

refonnulée dè manière plus concise, comme suit:

Proposi.tion2,4,soitXunepartienonvideelf-convexedeEretsoit
f :X -+ E" . Alorr, f est (f , {2)-quasiconvexe sur X si et seulement si

/(r("',r'))- "tn-{/'(''),f("')}, 
vx',x2 ex '

LBtr,lvle 2.5,Soit X +Ø uneparti.el-convexedeEretsoit f :x -+ E, une

/.onction (f , Q)-quasi-convexe sur x. si tt est réflexive alors f est (I-, {l)-quasi

convexe en tout Point xo e X .

Démonstratioz. Soit xeX telque.l(t) tOf(") 'Ona /('o) tol(to)'

d,après l,hypothèse de iaréflexivité de O et enprenan t x\ = x, x2 = x0 et y = J (x0)

clans la Définition 2.1 ä)on obtient {r(t,t')) c O/(x0)' n

TuÉOnÈVe 2.6.Soit X +Ø unepartiel-conyexedeEretsoit f :x -> Er.

Supposons que

ÇL soit transitive et totale;

f soit symétrique, i'e. Yx1,xz e Er, f(xt,x') = l(t',tt) '

Alors les assertions suivantes sont équivalentes:

i) f est (f , Q)-quasi-convexe en tout point x0 e X ;

ä) f est (f , Q)-quasí-conYexe sur X'

D émons tr ation. L', implication ii) + i) découle du Lemme 2. 3 car toute relati on

totale est réflexive'

i) + ii). Soit xr, xz e X etsoit / e E2 t.O' /({t1,"'}) - oy'Oétanttotale,

il résulte çe /(x') eaf(x'z)ou /(,r')eo/(x1)' Par suite, /(r-(t""))'.o/(x')

oo /(r(r;, '' 
j¡'-'o¡1t') ' bo,t'r,'ió esttransitive, onadonc /(r(x''")) c- Çà¡

ou ¡(r(x',tt)) - Ç2y, ce qui montre, conrpte tenu de la symétrie de f' que

f(r(*','')) - oY o

Remarque\.7, Toutes les hypothèses duThéorème ci-dessus sont essentielles'

Exemplesz.B,l)Soit Er - E2 R et f :R x Rl> R définiepar

I'(xt,t') = co{x1,t'} = fmin(rt,,''),*a*("t,t')], 
v*t,¡2 e Iì'

Évidemment, f est symétrique. Notons quo dans ce cas, la f'-convexité eoïncide

av ea \a convexité usuelle.

Nicolao Popovici 2 3192

I

I

l

,l



194 Nicolao Popovici 4 5 Uno notion abstraite do quasi-convoxité 195

SoitO:R+R, oy=]- Ø,yl.,Vy e R,i.e. y' e e)yt ë yt > y2.Évidem-

ment f) est transitive et non-réflexive.
Considérons lafonction /:R. -+ n,/'(r) = x,Yx e [d . Alors Vxl, x2,y € R

t,q. f({*',r'}) - oy onamax (*',x')<yetdonc f @t,f):f(f (xt,x2¡¡c.Ç>,y,

ce qui montre que/est (I', O)-quasi-convexe surX

D'autrepart, y¡0,¡ e R t.q.x <.trO,or a f(r)eo/(ro)etl'(f(",r0))=
= f (lr,ro]) = [r, ro] * ]-*, *ol = a¡(*o) , ce qui montre que/ n'estpas (r, o)-
quasi-convexe dans aucunpoint x0 e R,

2) Soit Et = Ez = R2 et soit f :R2 x R23Rt, définiePar f(.r1,'r2) =

= co{xr, xt} = {r*t + (1 - X)xz :tu e [0, t]] (la convexité classique). Notons que

f est symétrique,

Soit c - R.2 \(ni)' et o:R2 3R2, définiepar (ly = y + c, vy e Il2,i.e.

y2 . t)yr ë y2 - yt ø("i)'
Évidemment, C est un cône fermé et non-convexe, et donc Q est réflexive et

non-transitive. De plus, O-y - y -C et C U(-C) - R', ce qui montre que

Oy U O-y - R' , Vy e R2 c'est-à-dire f) est totale.

Considérons lafonction f :R2 ->p' ,f (*) = x,Vx e R2 , Alors Vxo, x e R2

t.q. -f(x) e ry'(ro) un a x eC¿x0 <+ x ex} +C et f(x,"0) .x0 +C <+

<+ ./(r(x, *')) - xo + C e ¡(r(", r')) - of(t'), ce qui montre que / est

(f, f))-quasi-convexe en xo, Vxo e X .

D'autrepart, pour y:(0,0), xl: (1, 0) etx2: (0, 1) on u f({*',t'}) =

={r' ,r'} c C =Qy, mais /(f(x',*'))noy. Plusprécisémen! /(r(t',t'))\ ov =

= co{xl,t'} t c = int("o{t', *})* Ø, ee qui montre qrLe.fn'est pas (f, o)-
quasi-convexe sur R2,

3) Soit Ef Er:R etsoit f :R x R3R, définiepar

r(x"r,) = x' +[o,lr'- r'l] = f:"{"'""}' -, 
x'.< *'

[[r', z'' - *'f , *' > x' .

Soit O:R x R3R,Oy =ly,*-[,V.v e .R,i. e.yz eOlt e y'2 y'.
Considé¡ons la fonction f : X = [0, -[ -+ R , définie par

On peut vérifier facilement que Xest f -convexe et que/ est (f , O)-quasi-convexe

enxo,Yxo ex.
D'autre part, pourxl:0, x2: I ety: l, on a f({*t,t'}) - Oy, mais

,r(r(*t, "')) = {o} Ulr, *[ø] - *,1], ce qui montre que/n'est pas (f, Q)-quasi-

convexe surX.

4) Soit Et = FtZ, Ez = R et soit f :R2 x n2 3 R' définie par

t(xl, x') = "o{x', 
(.i, rÐIU 

"o{('i, 
*?), r'},

Vxi = (*i, *!r) e R2 (; = 1,2), etconsidérons le même O de I'exempleprécédent.

Remarquons que f n'est pas symétrique. Plus précisément, on a

r(x', x') = r("', r') o ('i - 'i) (*1, - *l): o,

Considérons la fonction I : X = [O,t] x [O,t] -+ R. , définie par

f(,) =
0, x=0
Ilx, r e ]o,ooi

f(,) =
l- x1, x e X1

l, x e X\X1, Vx = (x¡,x2) e X

où X, : {(t,, xr) e Xlxr> xz]¡

On peut vérif,rer facilement qtte X est f-convexe et que VxO ,x e X t.q.

¡(*) ç af'(*o),o" a /(xo) > f(*'), v.r'€ f(t, xo), ce qui montre que / est

(f, O)-quasi-convexe s¡ .ro, Vxo e X ,

D'autre par! pour xr : (l 12, I l2), * : (1, I) et y : 3 / 4 on 
" f ({*t, 

*'}) c. oy,

mais ¡(f(xt, rt)) ø tty ce qui monhe que/ n'est pas (f, O)-quasi-convexe surX

5) Soit Er : R et soit Ez: Rr2. Considérons I'application f définie dans

l'exemple 2.8.1) et O:R23Rt,O/ = y-C,Yy eR', où C = R2*, i.e,

y' u {ùy' ë yl > y2 . Notons que C est un cône convexe fermé est donc Q est

transitive et réflexive, mais Q n'est pas totale, car C U(-C) * R' .

Considérons la fonction f : X = lO, t] -+ R2 , définie par
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(x,I - x) si

(ttz,ttz) si

(o,t) si

x e]o,t]t{tlz}

"f(,) = x=0
x=112.

SUR CERTAINES ALLURES REMARQUABLES
Onvoit aisémentque ./(r) . O¡(rt) entraître x = x0 etdonc f(f(r,ro)) =

= / ({"t }) - ef(ro ), car O est réflexive. Par conséquent, / est (f , O)-quasi-

convèxe en tout point xo e X ,

D'autre part, pour xr :I/4, x2: 314 et y: (3/4, 314) on a "f(xr) 
: (114,3/4),

f(t ): (314, ll4) et donc/({xt, *')) c.ÇLy, Mais,/(f(xr , f)): flltt{,3l4l) q oy
ce qui montre que/ n'est pas (f, f))-quasi-convexe surX.

ELENA POPOVICIU

nÉrÉnBNc Bs

L. Les disciples et les collaborateurs de l'académicien Tiboriu Popoviciu ont

organisé pendanf 1'ann ée 1996 plusieurs sessions scientifiques en hommage à la

mãmoire de leurmaître, à l'occasion clu 90'anniversaire de sanaissance. Ce tome

dédié à Tiberiu Popoviciu contient quelques-uns des travaux qui ont été inolus

dans le pr.ogamme des sessions dont nous venons de parler. on y se rapporte

plusieurs fois aux résultats de Tiberiu Popoviciu,

En 1934, on trouve, dans larevue Mathematica (cluj) [1], la thèse de doctorat

de Tiberiu Popoviciu qu'il a soutenue comme l'un des plus distingués élèves (à

ilÉ.ote Normäle Supéiieure de Paris) de Paul Montel, le célèbre mathématicien

français. En 1945, iu -onog.uphie <Les fonctions convexes> a fait porter les

l..guids du monde mathématiquõ u.t. la théorie de la convexité: l2l.Il s'agit de

dJux moments significatifs dans le développement de la théorie de la convexité'

Les travaux lll, l2l, [3], [4], [5], [6], [7], [S] contiennent, en dehors de la

constructiol de la théo;i; dìs fonctions (réelles, d'ure et de plusieurs variables

réelles) d,ordre n> -l (convexes, non-concaves, polynôrniales, non-convexes ou

conca,res) surun sous-ensemble (contenant aumoins n+2points distincts) de leur

ensemblé de définition: diverses généralisations de cette théorie, une théorie de

l'approximation des fonctions d'un ordre n donnê, surun intervalle, par des suiies

n (on y trouve une certaine notion de

t les procédés d'approximation qui.

rdre Précisé et sur

o cle la meilleure
une théorie de la

interviennent, ayant le rôle du reste,

'évaluation, à l'aide du module de

nctions continues sur un intervalle,

par les opérateur de s. N. Bernstein et par d'autres opérateurs linéaires

ã,uppro*i,,'ation; diverses applications de 1a théorie de la convexité à I'Analyse

Numérlque; une théorie des fonctions à variation d'orclre supérieur bomée; une
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