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SUR L’APPROXIMATION DES ENSEMBLES
D’EFFICIENCE

NICOLAE POPOVICI

1. INTROBUCTION

On sait que la plupart des méthodes numériques de résolution des problémes
d’optimisation vectorielle conduisent certaines suites de solutions efficientes
approximatives. Dans ce travail nous nous proposons de relier la notion de suite
efficiente, introduite par V. V. Podinowski et V. D. Noghin [5] et généralisée par
nous dans [6], & celles d’écart d’efficience introduite par nous dans [7] et de points
de compromis au sens de P. L. Yu [8]. Commengons par rappeler quelques notions
fondamentales.

Désignons par (E,||-||,C) en.o. un espace normé réel (E,|[-||) ordonné
par un cone convexe et pointu C, i.e. R+ CcC+CcC et -CNC= {0}. La

relation d’ordre induite par C sera notée par >
p p

dotiizes X2y x—yeC. De
plus, considérons les relations binaires suivantes: x2. y < x-y e\ {0} et
*>c Yy x—yeintC, sil’intérieur du céne C est non vide.

Pour tout sous-ensemble non vide 4 de E, [ClA=N{x+C:x € A) désigne
I'ensemble polaire de 4 et IMax (4]C)=4n[C) 4 représent ’ensemble des

points idéal-maximaux dans 4. Pour chaque point x € £ la section de 4 par x est
I’ensemble A, =AN(x4); si x € A4, alors la section A, est dite propre. Un point

x'ed est efficient si Ax0 ={x"}. L’ensemble des points efficients de 4 sera

noté par Max (A4|C). On a donc
' Max (A]C) = {x’ € A:Bx € 4 tel que x>, x°}.
Si in-t C # 0, ’ensemble des points Jaiblement-efficients est défini par

WMax (4[C)={x" e 4:Bx e 4 tel que x>, x°}.
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Si le cone C est fermé, un point x° € 4 est dit super-efficient au sens de
D. Zhuang [2] s’il existe un nombre M > 0 vérifiant la propriété suivante:

Vxed, Vy ek telque x—x°>_ y<|lx-x"||< M|y|.

L’ensemble des points super-efficients de A4 sera noté par SMax (4]C). On sait
que SMax (A4|C) < Max (A4|C) et que dans le cas de 'espace euclidien E=R"

ordonné par C =R/, la notion de super-efficience coincide avec celle d’efficience
propre au sens de A. M. Geoffrion [3].

Si eeC\{0}, un point x°eAd est dit e-efficient au sens de
V. V Podinowski et V. D. Noghin [5] ou P. Loridan [4] s’il n’existe aucun point

xed tel que x>x°+e. L’ensemble desjpoin’ts e-efficients de A4 sera noté par
e-Max (4|C).

Sig>0 est ;uh noinbre réel alors x €A est dit e-efficient [7] si ’écart

d’efficience de x par rapport & 4 vérifie 1’inégalité e 4(x)<e. Rappelons que
e,(x)=dy({x}, A) ol dy signifie la distance de Hausdorff. 1.’ensemble des
points e-efficients de 4 seranoté par &€ -Max (A4|C).
Il est aisé de voir que
Max (4|C) = n g-Max (4|C)= ﬂ e-Max (4|C).

£>0 ’ e eC\{0}

Une suite (x"), . de points de A4 est dite suite efficiente de A ([5], [6])si

Ve eC\ {0}, In, e N tel qu'elx"1 Ee;Max(AlC), VnelN, nxn,

Une fonction f: X - R d_éﬁnié sur un ensemble non vide X c E est dite:

i) C-croissante sur X, si f(x')> f(x?), Vx',x? e X tel que x';c x?;

ii) C-décroissante sur X, si f‘l(xj' ) S'f(.xzi), V.xl x> €X tel que x' >, x;

iii) strictement C-croissante sur X, si f(x')> f(x?), Vx',x? e X tel que
Dbyl

iv) strictement C-décroissante sur X, si f(x') < F(x2), Vx' x? e X tel que
beh > x’. En particulier; la norme |1l est dite (strictement) croissante si elle est

C-(strictement) croissante sur C.
Un ensemble ¥ c E est dit:
1) borné, si diamY < co;
ii) C-supérieurement borné, si [C] Y] # 6;
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iii) C-inférieurement borné, si [-ClY]=+0;

iv) C-borné, si Y est 4 la fois C-supérieurement borné et C-inférieurement
borné.

On peut vérifier facilement que:
1) Si intC # 0, alors ¥ est C-borné dés que Y est borng;
2) Si la norme ||-|| est C-croissante, alors ¥ est borné dés que Y est C-borné.

2. SUITES EFFICIENTES ET SCALARISATION .

Dans ce qui suit nous allons examiner deux questions:

(I) Etant donné un point efficient en 4, les suites convergentes vers ce point
sont-elles des suites efficientes en A?

(II) La limite d’une suite efficiente convergente en 4 est-clle point efficient
en A?

Rappelons d’abord deux résultats préliminaires concernant les suites effi-
cientes et leur lien avec ’écart d’efficience.

LEMA 2.1 ([6], L. 3.2). Soit (E,I-)l,C) un en.o réel et tel que ||-|| soit
C-croissante et soit A une partie non vide de E telle que inf {ey(x):xed)=0.
Alors toute suite minimisante en A pour e est une suite efficiente en A,

PROPOSITION 2.1 ([6], Th. 3.3). Soit (E,||-|l) un espace normé réel de
dimension finie, ordonné par un céne convexe fermé et aigu C. Si la norme I} est
-croissante et si, de plus, le céne C vérifie la propriété suivante:

(D VxeC\{0} et VA €]0,1f, Ir>0 tel que (x+B)UCcAx+C
alors, pour tout sous-ensemble non vide A E pour lequel inf{e,(x):x e} =0,
les assertions suivantes sont équivalentes:

) (x"), €N est une suite minimisante de A pour e,;

i) (x"), € N est une suite efficiente de A.

Notons que. les normes usuelles -1, (p€[l,+0[U{+0}) dans R" véri-
Sient (1) pour C=R",

PROPOSITION 2.2. Soit (B, |||, C) un en.o réel et tel que sa norme soit

C-croissante et soit A une partie non vide de E telle que Max (A|C)+ 0. Si @0 e

est une suite de A, convergeant vers un point efficient x° eMax (4|C) et si

Uapplication e, est continue en x° alors (x" est une suite efficiente de A.
p nelN
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x ’ . 0 0212
Démonstration. x° étant efficient, 1’écart d’efficience de x” est ,(x")=0 et
la continuité de e, entraine que (x"), . est une suite minimisante pour e, dans 4.

La conclusion découle immediatement du Lemme 2.1. ]
Dans ce qui suit nous présentons deux de nos résultats [7] concernant la
continuité de 1’écart d’efficience:

LEMME 2.2 ([7], Th. 3.1). Soit (E,||-||, C) un e.n.o réel tel que le cone C soit

fermé et aigu et que intC soit non vide. Si A est une partie non vide de E ayant
toutes les sections relativement compactes (i.e. Vx € E, cl4, est compacte), alors

Uapplication e, est continue sur Max (A|C) U Max (cl4|C) (sous I'hypothese que
cet ensemble est non vide).

LEMME 2.3 ([7], 3.1). Soit (E,||-||,C) un e.n.o réel tel que le cone C soit
fermé et aigu. Si A est une partie non vide de E ayant toutes les sections propres
bornées, alors I'application e, est continue sur SMax (4|C) (sous I'hypothése
que cet ensemble est non vide).

COROLLAIRE 2.1. Soit (E,||||,C) un e.n.o réel tel que le céne C soit fermé
et aigu et la norme ||-|| soit C-croissante. Soit A une partie non vide de E telle que

Max (A4|C) =@ et soit (x"), _n une suite des points dans 4, colnvergente vers un
point x° eMax (A|C). Alors, chqéune des deux conditions suivantes est suffisante
pour que (x"), . Soit une suite efficiente de A:

) intC#0, cl(A4,) estcompacte, Vx €E et x® eMax (4|C);

il) A, est bornée, Vx e E et x° € SMax (4|C).

Démonstration. La conclusion découle de la Proposition 2.2‘,. en tenant
compte du Lemme 2.2 pour (i) et respectivement du Lemme 2.3, pour (it). [J

Example 2.1. Soit E =R? le plan euclidien ordonée par 'C=R7 et soit
,, n-1 \
0=(0,1) et A={0,1}x[0,1[U{x"}. En prenant x =(0, T), VnelNona

lim x" =x° et e,(x")>1, Vne N, ce qui montre que dans ces circonstances
h<> o

x® eMax (4|C) et la suite (x"),en converge vers x; sans étre une suite

efficiente. bl

Tournons maintenant notre attention vers la scalarisation. J i

Le résultat suivant représente une généralisation d’un théoréme établi par
V. V. Podinovski et V. D. Noghin (Théoréme 2.7.2, [5]) pour le cas de ’espace

euclidien R” ordonné par C =[R% .
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THEOREME 2.1. Soit E un espace vectoriel topologique réel, ordonné par
un cone convexe, fermé et aigu C. Soit A une partie non vide et relativement
compacte de E, et soit f:cld— Rune fonction C-croissante et continue sur cld.

Si (x"),en €St une suite maximisante de A pour f alors chacune des deux

conditions suivantes représente une condition suffisante pour que (x"), _ Soit
une suite efficiente de A:

i) f est strictement C-croissante sur clA;

ii) card(argmax { f (x) : x ecld}) = 1.

Démonstration. Supposons que (x”), .o n’est pas une suite efficiente en A.
Alors il existe eeC\{0} et (x™),_n une sous-suite de (x” )uen telle que

" ge-Max(A4|C), Vk e N, ce qui montre qu’il existe une suite (y* )i en dans
A telle que :

k - k ng
VkelN, y eAx,,kH, ie. y*> x" +e.

L’ensemble A' étant relativement compact, on peut admettre sans res-

- treindre la généralité, que les suites (x"),.n et (¥*),.n sont convergentes;

soit x° = klim x" et y'= klim y¥. Le cone C étant fermé, on déduit que
—-> >0
y* > Cx"" +e>,. x'. D’autre part, fétant continue sur cl4, I’hypothése que la suite

(x"), e st maximisante.pourf, ie. lim f(x")= sup {f(x):x € A} entraine
(2) f(x0)=k1'gr30f(xm‘)=SUP{f(X)1x € 4}.

Puisque f est C-croissante sur cld et y° >.x", on déduit que
0 0 '
SOz (x0).
Mamtenant si la condition (ii) est satisfaite, la dermere inégalité et (2)
entrainent y, = xo, ce qui contredit le fait que y° >. x°. De méme, si la condi-

tion (i) est satisfaite, alors y° > > x° entraine %> £(x° ), ce qui contredit (2).
Le théoreme est donc prouvé. (1

Exemple 2.2. Pour un espace vectorlel topologzque réel E, ordonné par un
cone convexe et pointu C, on note par E" son dual topologique et

C™* ={leE" :l(x)>0, Vx eC\{0}}.
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j i f -croissante et
11 est aisé de voir que toute fonction f €C " est strictement C crozssa: te

continue sur E.

COROLLAIRE 2.2. Soit E un espace vectoriel topologique réel, ordonné par un
cone convexe, fermé et aigu C. Soit A une partie non vide et relativement compacte
en E et soit f :cld — R une fonction continue et C-décroissante sur cl4.

Si (x™), . €St une suite minimisante en A pour f, alors.chacune des condi-
- 9 o n .
tions suivantes représente une condition suffisante pour que la suite (x | Vpen SOIt

une suite efficiente:
i) fest strictement C-décroissante sur cl4;
ii) card (Argmin{f(x):x ecld})=1

Démonstration. C’est une conséquence immédiate du Théoreme 2.‘1, car fest
C-décroissante (C-croissante) sur X — E si et seulement si — f est C-croissante
(respectivement C-décroissante) sur X. [

Remarque 2.1. Soit E=R? normé par |||, et ordonné par C= lRﬁ..
Considérons A4 =[0,1]x {0} U{0} x [0,1]. On peut vérifier facilement que I’appli-
cation f:E—R définie par f(x)=|lu—x||, vérifie les hypothéses du Corol-
Jaire 2.2, mais elle ne satisfait ni (i), ni (ii). Dans ce cas, la suite x" =(1/7,0) est
minimisante de 4 pour f, sans étre une suite efficiente de 4.

3. POINTS DE COMPROMIS

Dans ce qui suit nous allons examiner un cas particulier d.e fonctl'ons
C-décroissantes, qui sont obtenues par la projection métrique des points polaires
sur ’ensemble envisaggé.

DEFINITION 3.1. Soit (E,||-||, C) un e.n.o réel et soit A une partie non vide et
C-supérieurement bornée. Un point x° ecld est dit [l-efficient en A4, ou poinot de
compromis pour A s’il existe un point polaire ue€[C]A tel que |[ju- x, |I=
=inf {||u—x||: x € A}. L ensemble des points de compromis pour A sera noté¢ par
TT-Max (4|C). 11 est aisé de voir que

T1-Max (4IC) =14, ([C] 4),
ce qui justifie les notations.
LEMME 3.1 Soit (E,||-||,C) un e.n.o réel tel que le céne C soit fermé et aig¥

et que sa norme soit strictement C-croissante. Si A C E est une partie non vide [}3{
C-supérieurment bornée, alors quel que soit u e{C] A, l'application f,:E—
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définie par f,(x)=||x~ul||, Yx €E est continue et strictement C-décroissante
sur clA.

Démonstration. Remarquons d’abord, que pour tout x €k, 1’application
Y Ju est strictement C-décroissante sur 1’ensemble u—C. En effet, Vx' X2 eu—C

tels que x' >, x? ona u—x2 > u-x'gCO, d’ou on tire ||u—x2]|>]|u—x‘||, car

la norme a été supposée strictement C-décroissante.
Montrons la relation suivante:

3) [C14=[C](cl4),

Il est clair que [C1(cl4) c[C1A4. Pour montrer P’inclusion inverse, soit

v €[C] 4. Alors, pour tout y ecld, il existe une suite (x"), de 4, qui converge

vers y, et donc lim (v—x°) eclC=C, d’ou1 on déduit que veN{y+C:yecld} =

N> w0
=[C](cl4), ce qui prouve (3).
Ensuitg:; de (3) on tire cld cu—C et donc S est strictement C-décroissante
sur cl4, en vertu de la remarque ci-dessus, =
La continuité de £, est immédiate. [J

LEMME 3.2. Soit E un espace vectoriel réel, ordonné par un céne convexe et
pointu C et soit X E non vide. Sif:X—R est C-décroissante sur X et
argmin {f (x):x € X} #0, alors une des deux conditions Suivantes:

1) fest strictement C-décroissante sur X

ii) card(argmin{f (x):x € X} =1 entraine l'inclusion suivante ;

argmin { f(x): x € X'} < Max (X|C).

Démonstration. Supposons par I’absurde qu'il existe x° € X'\ Max (X|C) tel
que f(x°) < f(x), Vx e X. Par conséquent, il existe P eX tel que y° 2. b
Par suite, f(y°) S,f(xo),c’est-e‘l-dire Yo € Argmin{f(x): x € X}.

Maintenant, si la condition (1) est satisfaite, de y0 > x° on tire
FO<f(xY), ce qui contredit le fait que x, e Argmin{f(x):x e X}. De

méme, si (ii) est satisfaite, alors f( »°)< £(x°) entraine y'=x" ce qui
contredit y° >, x°, 0O

THEOREME 3.1. Soit (£, ||-||, C) un e.n.o réel tel que le cone C soit_fermé et

aigu et que sa norme soit strictement C-croissante. Si A E est une partie non
vide, relativement compacte et C-supérieurement bornée, alors

@ IT-Max (4|C) c Max(cl4|C) et AN IT-Max (4|C) c Max (A4|C).
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De plus, toute suite minimisante de A pour f, (avec u €[C)A) est une suite

efficiente.

Démonstration La derniére partie de la conclusion est une conséquence

immédiate du Corollaire 2.2 et du Lemme 3.1.
Pour prouver (4), notons d’abord que sous les hypotheses du théoréme la

relation (3) est vraie et, par définition, on a:
T1-Max(4|C) =| J {Argmin{f, (x):cld}: u €[C] 4}.

Par conséquent, (3) n’est qu’une conséquence immédiate du Lemme 3.2. U

On a vu dans le deuxiéme paragraphe que la notation de super-efficience
joue un rdle important en ce qui concerne la continuité de I’application e,4. Le
théoréme qui suit montre ’importance de cette notion du point de vue des suites
efficientes. Pour établir ce résultat, on a besoin du lemme suivant:

LEMME 3.3. ([2], T 5.5) Soit (E,||-||) un espace de Banach réel, ordonnée

par un céne convexe, fermé et aigu C qui posséde une base bornée. Si X est un
sous-ensemble non vide de —C\{0}, alors les assertions suivantes sont équi-

valentes:
i) x° eSMax(X|C);
i) 1l existe une norme_|||-||| strictement C-croissante et équivalente a ||-|],

telle que ||| x°|||= min{]|| x |||: x € X}.

THEOREME 3.2. Soit (E,||-||) un espace de Banach réel, ordonnée par un
céne convexe, fermé et aigu C, qui possede une base bornée et soit A une partie
non vide et C-supérieurement bornée de E, qui posséde des points super-efficients.
Alors toute suite de A, convergeant vers un point super-efficient de A, est une suite
efficiente. 4 CEEa

Démonstration. Soit u €[C]A et soit e €C\{0}. Alors Acu—C=u+e~"

~(e+C)cu+e—C etdonc A-(u+e)c=C\{0}, car C est convexe et aigu.

* Supposons maintenant que (a”),cn, est:une;» suite de points de A qui

converge vers un point a’ €SMax(4|C). Alors, en posant x’=a’—(u+e) et.

X=A—(u+e), nous avons X <—-C\{0} et a’ eSMax(4|C). En vertu du -

Lemme 3.3, il existe donc une norme ||| || de E, équivalente 4 ||-||, telle que

1 x* Il = min {j{lx il x € X}

c’est-a-dire ||| x°|||=min {|||x|]|:x e X} .
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N B
D’aprés 1’équivalence des normes ||-|| et |||-]|], il résulte que @),

0 . .
converge vers @ par rapport  la norme |||-|||, ce qui montre que (a”), _,, est une

suite minimisante de 4 pour la fonction
Jure 'EDR, [ () =llx-(u+e)ll|, Vx €E.

Comme sous les hypothéses faites on peut appliquer Ie Théoréme 3.1 pour
Pespace (Z,[|-{l,C), on déduit que (a”), _, €St une suite efficiente de 4. [J
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