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1. Taking t.r=t1,, the similar particular result given by $t.Miricã [2] is
obtained.

2. As it will be shown paper, the above results are useful for. solving the
optimal control problem of mechanical systems with velocity restraints.
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on sait que la plupart des méthodes numériques de résolution des problèraesd'optimisation vectorielle conduisent à certaines suites de solutions efficientesapproximatives. Dans ce travail nous nous proposons de relier la notion cle suiteefficiente, introduite par v. v. podinowsm åt v. D. Noghin [5] et générarisée parnous dans [6], à celles d'é,cartd'effrcience introduite puinou, aäns [7] et de pointsde compromis au sens de p. L. yu [s], commençons par rappeler quelques noiionsfondamentales.

Désignons par (E,ll.ll,C) e.n.o. un espace normé réel (E,ll.lj) ordonné
par nn cône convexe et pointu C, i.e. R*.Cc C+CcC eï. _CnC={0}, La
relation d'ordre induite par C sera notée par ìc, i,e,. ,?, lëx_yeC. De
plus' considérons les relations binaires suivantes: x2crç>x-yeC\{0} et
x > c ! ë x - y eintC, si l,intérieur du cône Cestnon vide.

Pour tout sous-ensemble non vid,e A de E, [c]A=ct{x+C:x er} désigne
I'ensemble polaire de A et IMax(AlC)=An[ClA représent l,ensemble clespoints idéal-nnximaux da1sr. pour chaque point ,x eE rasection der parx estI'ensemble A., = Arì(-r+); si ¡ e A, arorsra section A*estdite propre, un point
x0 eA est fficient si Aro ={x0}. L'ensemble des points effîcients de A sera
noté par Max(AlC). On a donc

. Max(AlC)={x0 e A:AxeA telque rà. xo}.
si int c * Ø,1'ensembre des pointsfaibtement-fficients estdéfìni par

WMax (AIC) - {"0 u A:Åx e A tel que ¡ >c x0 }.
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si le cône c est fermé, un point x0 e A est dit super-fficie¡¿l au sens de
D. Zhuang [2] s'il existe un nombre M> 0 vérifiant la propriété suivante:

Vx e A,vy eE telque x_x0Zc yellx_"oll< ullyll.

L'ensenrble des points super-effrcients de I sera noté par sMax (Alc).on sait

que SMax (AIC) c Max (AIC) et que dans le cas de l'espace euclidien .E = [R,

ordonné par C = [Rl , la notion de super-effrcience coìhcide avec celle d'fficience
propre au sens de A. M. Geoffrion [3].

Si eeC\{0}, un point x0 eA est dit t-efficient au sens de
v. v Podinowski et V. D. Noghin [5] ou P. Loridan [4] s'il n'existe aucun point
xeA tel que .x>x0+e. L'ensémble des points e-efficients de A seranoté par
e - Max (AlC). : l

si e > 0 est iun nombre réel alorc x e A est dit e-fficient [7] si l,écart
d'eflicience de x par rapport à A vérifie l'inégalité ene)se. Rappelons que
e,t(x)=do(lxj,l) où d¡7 signifie la distance de Hausdorff. L'ensemble des
points e-efficients de A'seranoté par e -Max (AlC).

Il est aisé de voir Que

t./rax(Álc) = f^ì e-Max (AIC)= n e-Max(AlC).
¿>0 eeC\{O)

Une snite (¡1),.n¡ de points de I est dite suite fficiente de A (5), t6l) si

Ve eC \{0}, 3n" e hl telque x] ee-Max (AlC),VneN, n}n"
unefonction f :x +R défrniesurunensemblenonvide xcE estdite:

i) C-croissante sur X, si /(_rr )>_ f (x, ), Vxr , x2 e X tel que *, ¿" *, :

ii) C-décroissanje surX, si Í(r,)<f (*r), Vxt,x2 e X tel que ,' Z, *r;
iii) strictement C-croissante sur X, si f (x1)>f (*t), V"', x2 eX tel que

*t Z, *';
iv) strictement C-décroissante surX, si fet) < f(*r), Vx', x2 eX tel que

v' 2 c x . En particulier, la norïne ll.ll est dite (strictement) croissante si elle est

C-(strictement) croissante sur C.
Un ensemble Y c.E est dit:
i) borné, si diamlr< co;

ii) C-supérieurement borné, si [C] Yf * Ø;
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iii) C-inférieruement bomé, si [_C] 4+Ø;
iv) c-borné, si r est à ra fois c-supérieruement bomé et c_inférieurement

borné.
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On peut vérifìer facilement que:
l) Si int C * Ø, alors i,est C-borné dès que )¡est bomé;
2) Si la nonne ll'll est c-croissante, alors rest bomé dès que f est c-borné.

2. SUITES EFFICIENTES ET SCALARISATION

Dans ce qui suit nous allons examiner deux questions: :

(I) Etant donné un point effìcient en r, les *it., .onu.rgentes vers ce pointsont-elles des suites efficientes en l?
(II) La limite d'une suite effìciente convergente en I est-elle point efficienten A?
Rappelons d'abord. deux 

_rézultats préliminaires concernant les suites effi-cientes et leur lien avec l'écart d'efficience.

L¡ue 2.1 ,61,L.3.2). Soit (E,ll:ll,C) un e.n.o réel et tet que ll.ll soit
C-croissante et soit A une partie non vidg de E tere que inf {e u(x) :x e AI = 0.Alors toute suite minimisanîe en A pour eA 6t une suite fficiente en A,

PRoposrrroN 2.1 ([6], Th.3.3). Soit (E,f.lD u, espace normt! réel de
dimension Jìnie, ordonné par un cône convexe fermé et aigu c. si Ia norme ll 

. ll esr
c-croissante et si, de prus' re cône c véri/ìe ra propriété suivante;

(1) Vx eC\{0} et V},elO,l[, 3r>0 relque (x+8,)UCcÀ.x+C

alors, poar tout sous-ensembre non vide r c E pour requer inf {e n@): x e A} = g,
les assertions suivantes sonl équivalentes;

i) (x'), e [rl esl une suite minimisante de A pour ea;

ii) (x' ), . 0,J est une suite fficiente de A.

Notons que les normes usueres il'ro @e[r,+ootu{+*}) dans R, véri-
fient (l) pour C =Ri,

PRoposrTIoN 2.2. Soit(E,il.ll,C) un e.n.o réel et tel que sa norme soit
c-croissante et soit A une partie non vide de E teile que Max(Arc) * Ø. si (r, ),.r,¡
est une suite de A, convergeant vers un poinÍ fficient x0 e Max (Alc) et si
l'applicatio, el est continue en x0, arors (r'), un¿ est une suite fficiente de A,
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Démonstration. x0 étant eff,rcient,l'écarl d'efficience de x0 est n@o) = 0 et

la continuité de el entraîne que (t'),.^ est une suite minimisante pour el dans l.
La conclusion découle immediatement du Lemme 2.1. l)

Dans ce qui suit nous présentons deux de nos résultats [7] concernant la

continuité de l'écart d'efficience:

LEì,IME 2.2 (Ul,Th. 3.1). Soit (E,ll'll, C) un e.n.o réel tel que le cône C soit

fermé et aigu et que intC soit non vide. Si A est une partie non vide de E ayant

toutes les secti.ons relqtivement compøctes (i.e. Vx eE,clArest compacte), alors

l'application eA est continue sur Max (llC) U Max @AIC'S $ous I'hypothèse que

cet ensemble est non vide).

Ls¡¡rvre 2.3 (111,3.1). ^Soif (¿',ll'll, C) un e.n.o réel tel que le cône C soit

fermé et aigu. Si A est une partie non vide de E ayant toutes les sections propres

bornées, qlors I'application et est contitnrc sur SMax(llC) (sous l'hypothèse

que cet ensemble est non vide).

CoRoI-I-RrR¡ 2.1. Soit (E,ll. ll, C) urt e.n.o réel tel que le cône C soit fermé

et aigu el la norme ll'll solf C-uoissante, Soit A une partie non vide de E telle que

Max(llC)*Ø etsoit (x'),.r.1 une suite des points dans A, convergentevers un

point x0 eMax (AlC). Alors, chacune des deux conditions suivantes est suffisante

pour que (r'),.u,r soit une suite efficiente de A:

i) intC +Ø, cl(Ar) est compacte, Vx eE et x0 eMax (AlC);

ir) Ar est bornée, Vx eE ef x0 e SMax (AlC)'

Démonstration. La conclusion découle de la Proposition 2.2, en tenant

compte du Lemme 2.2 pow (i) et respectivement du Lemme 2.3, pour (ii)' u

Example 2.1. Soit .E=R2 le plan euclidien ordonée par C=Ri et soit

.r0 = (0, l) et A= {0, l} x [0, 1[ u {"0 }. En prenant t' = (0, -), Vn e [N on a

.r0 eMax (AIC) et Ia suite (x')r.n¡ converge Vers re sans être une suite

efficiente.
Tournons maintenant notre attention vers la scalarisation,
Le résultat suivant représente tne généralisation d'un théorème établi par

V. V. Podinovski et V. D. l.loghin (Théorème 2.7.2, [5]) pour le cas de l'espace

euclidien R' ordonné par C = R,i .
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TmonÈlæ 2.1, soit E un espace vectoriel topologique réel, ordonné par
un cône convexe, fermé et aigu C. Soit A une partie non vide et relativement
compacte de E, et soìt f : cIA -+ R une þnction C-croissqnte et continue sur cl{.
si (x' )r.n gsl une suite maximisante de A pour f qtors chacune des deux

conditions suivantes représente une condition sffisante pour que (x,),.^ soll
une'suite fficiente de A:

i) f est strictement C-croissante sur clA,.
ii) card(argmax{f (x):x eclA})=1.

Démonstratlon. supposons que (x'),.ru n'est pas une suite efficiente en,4.

Alors il existe e e C \ {0} et (xnk ), u^ une sous-suite de (x, ), u^ telle que

x'o ee-Max(llC), Yk elN, ce qui montre qu'il existe rure suite (yk )0.^ dans

I telle que :

Vfr e Drl, yk eAruo*", i.". lk >rxro + e,

L'ensemble A étant relativement compact, on peut admetlre sans res-
treindre la généralité, que les suites (r')r.ru et (yk )ou,¡ sont convergentes;

soit .x0 = lím x'k et yo =.lim yk, Le cône C étant fermé, on décluit quef -+æ ' k +ø'

yo 2rr'o + elc x0. D'autre part,f étantcontinue sur cll, I'hypothèse que la suite

(r')n un est maximisante pourf i.e. lim "f (x') = sup {/(r) : x e A} entraîne

4 5

n-+Ø

(2) f(ro)=/Ïx Í(x,r)=sup{/(x):xeA}.

Puisque f est C-croissante sur clA et y'Z, ,o , on déduit que

"f 
(y')> f (*u).

Maintenant, si la condition (ii) est satisfaite, la dernière inégalité er (2)
entraînent lo = xo, ce qui contredit le fait que -)r0 2c xo. De même, si la condi-

tion (i) est satisfaite, alors yo 2, ,o entraîne .f (yo)> .f (*o ), ce qui contredit (2).

Le théorème est donc prouvé. tl

Exemple 2.2. Pour un espace vectoriel topologique réel E, ordonné par un
cône convexe et pointu C, on note par E* son dual topologique et

C** =UeE":l(x)>0, Vxe C\{0}}.
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Il est aisé de voir que toute fonction I .C"* est stríctement C-croissante et

continue sur E.

COROLLA¡,E 2.2. Soit E un espace vectoriel topologique rtlel, ordonné par un

cône convexe, fermé et aigu C. Soit A une partie non vide et relativement compacte

en E et soit f : clA -+R unefonction continue et c-décroissante sur cv.

Si (x' ),"^ esl une suite minimisante en A pourJ alors,chacune des condi-

tiot¡s suivantes représente une condition sffisante pour que la suite (xn)n.^ soit

une suite fficiente:
i) f est strictement C-décroissante sur cA;
ir) card (Argmin{/(x) : x eclA\) = I'

Dëmonstration. C'est une conséquence immédiate du Théorème 2.1, car f est

C-clécroissante (C-croissante) sur X c E si et seulement si - f est C-croissante

(respectivement C-décroissante) sur X. !
Remarqtte 2.1. Soit E=[R2 normé par ll'll- et ordonné par C=Ri'

Consiclérons A =f0,11 x {0} U {0} x [0, 1]. On peut vérifier facilement que l'appli-

cation f :E-+R. définie par f (x)=llu-xll- vérifie les hypothèse5 du Corol-

laire2.2,mais ellene satisfaitni (i), ni (ii). Dans ce cas,la suite xn =(l/n,0) est

rninimisante de A portr f, sans être une suite efficiente de l.

3. POINTS DE COMPROMIS

Dans ce qui suit nous allons examiner un cas particulier de fonctions

C-décroissantes, qui sont obtenues par la projection méhique des points polaires

sur I'ensemble envisagé.

DÉrnurtox 3. 1. Soit (8, ll 
. ll, C) rur e.n.o réel et soit I une partie non vide et

C-supérieurement bomée. Un point x0 eclA est dit fl-fficient en l, ou point de

compromis pour I s'il existe rur point polaire uelC)A tel que llu-x0¡=
=inf {lla-xll:x el}. L'ensemble des points de compromis pour A seranotépar

II-Max Ølq.\ est aisé de voir que

fl-Max (AlQ:nat([C)A),

ce qui justifie les notations.

LEMME 3.1 ^Solt (,E, ll. ll, C) un e.n.o réel tel que le cône C soit fermé et aigu

et clue sa norme soit slrictement C-croissante. Sí A c E est une partie non vide et

C-supérieurment bornée, alors quel que soit u elCl A , I'application .f , : E -+R

définie par ,f ,,(x)=llx -ull, yx eE est continue et stríctement c_décroissante
sur cU.

Démonstratioz. Remarquons d'abord, que pour tout x eE, l'application
/, est strictement c-décroissante sur I'ensemble ø-c. En effet, vxl ,xz eu- c
tels que ,t u, *' otTa u-x2 )c u-¡I1.0, d'oùontire llu- *rll>llu_.xl¡¡, car
la norme a été supposée strictement C-décroissante.

Montrons la relation suivante:

(3) [c] A =lcl@tA),
Il est clair que [C] (cll) c [C]1. Pour monffer l'inclusion inverse, soit

v e[c,lA' Alors, pour tout y ecrA, il existe une suite (r'),.ru de r, qui converge

vers y, et donc,,tig (u - x0 ) e clC = C, d,où on déduit que v e0 {y + C : y eclA} =

=[C](cV),ce qui prouve (3).

Ensuite, de (3) on tire clAcu-c et doncf, est strictement c-décroissante
sur cll, en vertu de la remarque ci-dessus

La continuité deJ, est immédiate. Ll

LENß/ß 3.2. soit E un espace vectorier rëer, ordonné par un cône convexe erpointu c et soít xcV non vide. ^si/:x-+R est c-dtácroissante sur x et
argmin {f (x): x e x} f Ø, alors une des derx conditions suivqntes;

r) f est strictement C-décroissante sur X;
ii) card(argmin {f (x) : x e X} = 1 entraîne I'inclusion suivante :

argmin {"f (x): x e X} c Max(XlC).

Démonstratlon. supposons par l'absurde qu'il existe x0 e x \ Max(xlc) tel
que f(x0)<.f(x),Vx5X. parconséquent,ilexiste yo eX telque ìoar'ro.
Par suite, f (yo)sf (x0),c,est-à-dire yo e Argmin{f (x):x eXl.

Maintenant, si la condition (i) est satisfaite, de yo 2, xo on tire
f(yo)<f(ro), ce qui contredir le fait que .r0 e Argmin{/(x):xeX}. De
même, si (ii) est satisfaite, alors -f (yo)<f (ro) entraîne y, =ttT, ce qui
contredit yo Z, *0. !

TrmonÈu¡ 3.1. soit (¿,ll'll, c) un e,n,o reler ter que re cône c soitfermë et
aigu et que sa norme soit strictement c-croissante. si A c E est une partie non
vide, relativement compdcte et C-supérieurement bornée, alors

(4) tI-Max(AlC)cMax(clllC) et Añtr-Max(AlC)cMax(llC),

6 7 Sur I'approximation des ensembles d'effìcience 327
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De plus, toute suite minimisante de A pour J, (avec u elC)A) est une suite

fficiente.

Démonstration La dernière partie de la conclusion est une conséquence

immédiate du Corollait e 2.2 et du Lemme 3 . I .

Pour prouver (4), notons d'abord que sous les hypothèses du théorème la

relation (3) est vraie et, par déhnition' on a:

rI - Max (ll C; = [J {Are min {/, (x) : cIA) : u elCl A\'

Par conséquent, (3) n',est qu'une conséquence inrmédiate du Lernme 3.2. !
On a vu dans le deuxième paragraphe que la notation de super-efficience

joue nn rôle important en ce qui concerne la continuité de l'application e¡. Le

ihéorèm" qui suit montre l'importance de cette notion du point de vue des suites

efficientes. Pour établir ce résultat, on a besoin du lemme suivant:

LEtvß/ß 3.3. (12),T 5,5) Soit (E,ll.lD u" espace de Banachréel, ordonnée

par un cône convexe, fermë et aigu c qui possède une base bornëe. st x est un
-sous-ensemble 

non vide de -C\{0}, alors les qssertions suivantes sont équi-

valentes:

i) xo eSMax(XlC); 
,

ä) It existe une norme lll'lll strictement C-croissante et équivalente,à ll ll,

telle que lll."olll= min{lll xlll x eX}'

Trmon¡ri,m 3,2. Soit (¿',,ll.ll) un espace de Banach réel, ordonnée par un

cône convexe, fermé et aigu C, qui possède une base bornée et soit A une partie

non vide et C-supérieurement bornée de E, qui possède des points super-fficients.

Alors toute suite de A, convergeant vers un point super-fficient de A, est une suite

fficiente.

Dtlmonstration. Soit uelClA et soit e eC\ {0}. Alors Acu-C =u*e-l
- (e + c) cu+ e-c et donc A-(u+ e)c -'c\ {0}, car c est convexe et aigu,

Supposons maintenant que (a'),.n est une suite de points de I qui

converge vers ufr point ø0 e SMax(llC). Alors, en posant x0 =a0 -(u+e) el ,

X= A-(u+e), nous avons Xc-C\{O} et a0 eSMax(llC). En vefiu du '

Lemme 3.3, il existe donc une norme lll.lll d" E, équivalente à ll'll, telle que

lll"o lll= min{lll xlll: x e x}

c'est-à-dire lllx0lll = min{lllx lll : x e X\ .
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D'après l'équivalence des normes ll.ll et lll.lll, il résulte que (d,'),.r,r

converge vers ¿o par rapport à la norme lll.lll , c" qui montre que (a,'),.^ est une

suite minimisante de I pour la fonction

.fu,,:E rR, l, *"(*)=lllx-("+¿)lll, Vx eE.

comme sous les hypothèses faites on peut appliquer le Théorème 3.1 pour
I'espace (¿',ll. ll, C) , on déduit qoe (a'),.¡ est une suite efficiente de l. u
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