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EIN PROBLEM VON A.PAPOULIS BEZUGLICH DER
BANDBEGRENZTEN INTERPOLATION

H. BOCHE

1. ALLGEMEINE BEMERKUNGEN UND ERGEBNISSE

In der vorliegenden Arbeit wollen wir uns mit der folgenden zentralen
Fragestellung befassen, die mit dem Abtast-Theorem verknlipft ist:

Gegeben sei eine beliebige, auf der gesamten reellen Achse definierte
Funktion fund eine beliebige reelle Zahl a > 0. Besitzt nun die formal gebildete
Abtast-Reihe

s, sing(t—ka)
n 2 f(ka) f—ka

k=—w

der Funktion f irgendeinen Sinn, das heift: Existiert sic als ein bestimmtes

mathematisches Objekt? ' ,
A. Papoulis [1] beantwortet diese allgemeine Fragestellung positiv. Er

behauptet, daB urch diese Abtast-Reihe eine verallgemeinerte Funktion definiert ist

und nennt diese dic bandbegrenzte Interpolicrende der Funktion S mit der . -

Bandgrenze Le
a

Wir werden nun in den Abschnitten 2 und 3 zeigen, daB diese Behauptung
nicht zutrifft und damit auch ihr Beweis nicht korrekt ist.

Dabei werden wir uns nicht einmal dieser (viel zu allgemeinen) Aufgabe
zuwenden, sondern uns auf folgende Aufgabenstellung beschrinken:

Wir betrachten im weiteren die Menge Cy(IR) der auf der reellen Achse
stetigen und im Unendlichen verschwindenden Funktionen. Ist es mdglich, der
Abtast-Reihe der Funktion ffiir jede Funktion S € Cy(R) und fiir jedes feste a > 0

einen mathematischen Sinn zu unterlegen? (Einen anderen Sinn kann ein rein
mathematisches Objekt wie die Abtast-Reihe nicht haben.)

AMS Subject Classification: 42A15.



204 H. Boche 2

Wir werden diese Frage negativ beantworten. Es ist klar, daB} eine negative
Antwort auf diese Frage auch eine negative Antwort auf die allgemeinere

Fragestellung beinhaltet.
Als erstes untersuchen wir im Abschnitt 2 das punktweise Vethalten der

obigen Abtast-Reihe. Dazu wihlen wir ein a>0 fest und untersuchen fiir alle
Funktionen f € C,(R) das Verhalten ihrer Abtast-Reihen in allen Punkten R\ aZ,

Die Abtast-Reihe der Funktion f e C,(R) kann in einem beliebigen aber
festen Punkt to #, e (R\aZ) nur genau dann existieren, wenn die Folge von
Zahlen

Lo sm—g(ro ~ ka)
7 oS E—

im Sinne der Theorie der reellen Zahlen konvergiert.
Wir sind nun aber in der Lage, konstruktiv eine Funktion f, eCy(R)

anzugeben, fiir die f(1)=0 fir 1 < 0 ist und die

e sin = (¢ - ka)
lim — by —24 — |=w0 VteR\aZ
i stp n,;f]( i

erfiillt.
Damit ist die Abtast-Reihe der Funktion £ in allen Punkten der Menge

R\aZ unbeschrinkt divergent. Die Abtast-Reihe der Funktion f; existiert also

nicht im Sinne der punktweisen Konvergenz. :
Durch einige zusitzliche Uberlegungen sind wir sogar in der Lage,
Funktionen f,, f; € Co(R) derart zu konstruieren, daf3. .

1. f,eC=(R), f,(t)=0 fir t<0und
lim f{()=0 VnelN
9w

2. f, €eC®(R), fy(t)=0 fir t<0und

[1/()F di<eo Vpe[l )
0
gilt, worin C*(R) die Menge der beliebig oft differenzierbaren Funktionen

bezeichnet, und die
ald sin & (t—ka )
limsup =|Y, f (ka)—%———

N —w Ty I—ka

= VteR\aZ
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fiir i=f, 3 erfiillen. Dieses Ergebnis zeigt, daB selbst fiir sehr glatte Funktionen
S €C*(R) und £ sowie alle Ableitungen verschwinden im Unendlichen) und

sogar glatte Funktionen f; mit endlicher Energie di i i
gie die Abtast-Reih
Punkteg der' Menge R\ aZ unbeschrinkt divergieren kénnen. gl
‘ Die bisher aufgefithrten Ergebnisse geben nur Aufschiuf iber das punkt-
welze Verhalten der Folge der Partialsummen der Abtast-Reihe Im Abschnitt 3
werden wir daran gehen, das Konvergenzverhalten i pi istri
tionentheorie zu untersuchen. ; R
: Die Abt'as_t-Reihe einer Funktion f, € C,(R) existiert im Sinne der ISistri-
butionentheorie genau dann, wenn fiir jedes feste ¢eD (dh. fiir jede. Test-
funktion) die Folge der Zahlen

a ¥ sinlr—(t—ka)
= k) — <4
J = 2 flha)—a———pyas

o T k=—n

0

konvergiert. Wir werden nun aber eine Funktion J4 €Co(R) und eine Test-
funktion y € @ konstruieren, so da}

sin = (t—ka)

@ N
lim sup J.% Z,f4(ka) W(t) dt |=o

a
N — k=-N t—ka

gilt: Damit e>fistiert die. Abtast-Reihe der Funktion £ nicht im Sinne der Distri-
butionentheorie. Wir werden sogar Funktionen Js> f5 € Co(R) derart konstruieren
dal} wiederum ,

L. fseC*(R), f5(£)=0 fiir t <0und
lim () =0 YnelN
2. fyeC*(R), fy(£)=0 fiir <Ound
JUop <o vpen.m)

gilt und eine Testfunktion \y € @ mit

. T
@ N sin — (¢ - ka)
lim sup = (ka)—Gd =
s JOM:Z_Nf,( Y ———y(0) dt| = o0

firi =5, 6 angegeben werden kann.
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Also selbst fiir Funktionen mit solch einschrinkenden Eigenschaften existiert
die Abtast-Reihe nicht im Sinne der Distributionentheorie.

Es entsteht nun die Frage, wo der Fehler in den Beweisen von A. Papoulis
liegt. Die Ursache der Fehler in den Beweisen ist die Nichtbeachtung des Sach-
verhaltes, daB die formale Faltung zweier Distributionen keinen mathematischen
Sinn haben muB, das heifit genauer, die Faltung zweier Distributionen ist nicht
immer erklirt. Das trifft insbesondere dann zu, wenn die miteinander zu faltenden
Distributionen keinen kompakten Tréger haben [4].

Gerade unsere Konstruktionen sind sehr ‘einfache Beispiele fir diesen
Sachverhalt, denn die formal gebildete Abtast-Reihe einer Funktion f €Cy(R)
ergibt sich aus der formalen Faltung der Distributionen

S f(ka) 8t ka)

k=-o
und
sinwa 't

=1 ?
ma t

und diese formal gebildeten Abtast-Reihen haben im allgemeinen keinen Sinn in
der Distributionentheorie.

2. AUSSAGEN UBER PUNKTWEISE DIVERGENZ
DER ABTAST-REIHEN

Wir wollen uns nun mit punktweisen Divergenzaussagen fiir Funktionen aus
dem Raum C,(R) beschiftigen.

Es sei in diesem Abschnitt a>0 beliebig, aber fest, und mit diesem a
definieren wir eine Menge

aZ:={xeR|Fk € Z:x = ka}.

Es sei weiterhin f e C,(R) und N 21 eine beliebige natiirliche Zahl. Wir wollen
qun das Verhalten der Partialsummen der Abtast-Reihe

(kg sin (¢ — ka)
3P0 Y, Say=E—r—|VreR

k=-N 2

der Funktion funtersuchen.
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Dazu betrachten wir die Funktion

ga(t)‘_‘e s —S|t|<—'>
4 2

g, (1)=1 fiir |t|<% und g, (1) =0 fiir %sm.

. Sie ist beliel?ig oft differenzierbar und dient im weiteren Ials Basisfunktion
fiir alle Konstruktionen, Da in diesem Abschnitt a > 0 stets eine feste Zahl ist

werden wir den Index a bei der Funktion g, und beim Operator Sy unterdriicken.
Als erstes betrachten wir nun die Funktion

& =DE
“”'E. —————ln(2+ka)g(t—ka) VieR

Da nur hochstens ein Glied der Reihe von Null verschieden ist, ist die Reihe
absolut konvergent. Weiterhin ist '

n > —l)k:
f( )(t)= _ ( (OFFN
E 1ﬁ(2+ka)g (t—ka) VieR YnelN
und () = 0 fir ¢ <0. Man sieht sofort ein, daf}
_}igﬂ“(t):O VnelN

gilt. Mit der konstruierten Funktion erhalten wir den folgenden Satz:

SATZ 1. Es sei f die oben konstruierte Funktion, dann gilt m
s sin (¢ - ka)
LY flay—a—onon
lim sup-t= A 0 Viek
n T >0 VieR\aZ.

Damit gilt natiirlich erst recht

. T

i o N sm—;(t—/ca)

im sup [— k) —&— | =

LTy nglf( J)————|=w VieR\aZ



208 H. Boche 6

Bemerkung. Die Folge der Partialsummen der Abtast-Reihe der Funktion fist
also in allen Punkten der Menge R\aZ unbeschrinkt divergent, und somit
existiert im Sinne der punktweisen Konvergenz keine Grenzfunktion, das heift, die
Abtast-Reihe existiert nicht im Sinne der punktweisen Konvergenz. Man beachte
weiterhin, daB die Funktion f nur auf der positiven reellen Achse konzentriert ist,

dort alle Ableitungen besitzt und mit samt allen Ableitungen im Unendlichen

verschwindet. .
Der Satz gibt weiterhin eine gewisse untere Wachstumsschranke an.

Beweis. Es sei t eR\aZ beliebig. Dann gilt fiir alle N> 1

sepo=23 0 4P B
B Th& In(Q+ka)  t—ka -

k=1

N_k__k
_a m & G oD

n a = Wn(2+ka) t—ka

Wir betrachten nun als erstes den Fall (¢ € R\aZ)A(t<0). Mit dieser Einsch-

rinkung erhalten wir

i 1 ot
& n(2+ka) t—ka

\(SNf><r)\=\ﬁs'mft
T a

a. n |< 1 1
=|—smn—¢ Z =
n o a |4 InQ2+ka) \t|+ ka

Na '
sllgta| oy
a | (|¢]+x) In(x+2)

‘Wir wollen nun den Bereich —2 <t <0 untersuchen. Es gilt

L 2
|t]+x  2+x

Vx 20,

und damit erhalten wir

Nq
ot | Gramam ™

a 2+ x)In(x+2)

in(2+ Na) ¢

1
—du=—
u n

, T
sin— 1
a

(Intn(2+ Na) - Inin(2 + a)),

T

. T
sim—1?
a

in(2+a)

wornit die Aussage des Satzes fiir diesen Bereich bewiesen ist.
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Fiir di
tr die Untersuchung des Falles ¢ < -2 filhren wir die folgende Hilfsfunktion

x+2
X+t

r(x):=
ein. Man tiberpriift leicht die folgenden Eigenschaften der Funktion 7,
2

2

r(0)=—  limr(x)=1
|l| e ot

und

e

r(x) =
(x+]t])?

>0 Vx2>0.

Damit ist die Funktion r, monoton steigend. Es gilt also

1 23 1
x+|t] ] x+2

Vx>0,

Mit dieser Abschitzung erhalten wir
no| N ;
sin—¢ I 1 L

(Su YD
s 2 (2+x)In(x+2) x+|t

N(l

] I

o (24x) In (x+2)

|7

a

= sinﬁt
|t]m a

(InIn(2+ Na)—InIn(2+a)).

Wir h;ben glso auch fiir diesen Fall die Aussage des Satzes bewiesen
s sei nun t > (. Es existiert dann eine natiirliche Zahl &, so daﬁ

Nepa<t<(Ny+Da
gilt. Fiir N > N, + 2 haben wir

Spf)(1)-2
" n é Q2 +ka)  t—Fka

MoulCpt sin-Z—(t—ka)'

a’ .
=—|sm—t
7t| a

N 1 {
k=Ng+2 1n(2+ka) t—ka -
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g sinit ﬁ': ___1,4 1 >
Tnl a g2 In@tka) ka—t
Ng
>1 sinnt 1
== i - +2
t] o a | ngine GO )

Nun ist aber "n
'__1__ >
x—t x+2

>0

fir Nja<t<(Ny+1)a und x2 (N, +2)a, also gilt
sin " (t - ka)
I SO

t—ka

(1"

Gl >
In (2 +ka)

‘ Ng+1

l(SNf)(t) —%, Z

k=1
Ny i

Bt
(x+1)In(x+2)

(No+2)a

.
sin—1{
a

>t
s

(In1n(2 + Na) - nln(2+a)).

LT
sin—t
T a

it ist der Satz bewiesen. ] ‘ . . _ ]
e Wir wollen nun durch eine geeignete Variation der Funktion f eine new

Funktion konstruieren, die noch weitere giinstige Eigenscrklaﬁen beitz;. fi ussé
{I.},.n eine beliebige monoton fallende Folge reeller Zahlen mit /,
kike

i 1, <oo. Mit dieser Folge definieren wir eine Funktion
k=1

2 (=D [L:EJ VieR.
fl(t):zé 1n(2+ka)g Ik ! 43 i

Es gilt
Sy f) (D) =(Syf) (1) V1eR YN e

i i j i al} sie
Die Funktion f; ist beliebig oft dlfferenZlerbar'. er wollen ilun zeigen, d
auch absolut integrierbar ist. Dazu sei N > 2 beliebig, und es gl t

[N"L%)a N 1 (“E]n [t~ka) d
[ no=2 e e

k=1 [k'--l-]ﬁ
2
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Pk
24,

[ le(t)]dr<

2/

_i lgioy)
& 2+ ka)

a

¥ ! ! o
—t— [ lgldr< | 1g))dr Y 4.
1 1
2

=

k=1
dra Ly

2

a

Da die rechte Seite von N unabhiingig ist, ist die Aussage bewiesen. Da nun

die Funktion f; auflerdem stetig und beschrinkt ist, haben wir
[1Ai0)? dt <o Wp21,
0

Die erzielten Ergebnisse fassen wir in dem folgenden Satz zusammen.

SATZ 2. Die Funktion f; ist beliebig oft differenzierbar, verschwindet fi
t <0, gehort zu dem Raum L (R), p=> 1, und erfiillt auflerdem :

L sin ™ (¢ - ka)

_Z fl(;(a)__ﬂ.___
. Tk t—ka
lim sup - >0 VieR\aZ
Noo Inln N .

Remerkung. Existieren fiir die Funktion 7 zwei Konstanten C > 0 und y >0,
so daf}

C
_ L+¢)
gilt, so konvergiert fiir diese Funktion die unendliche Abtast-Reihe.

Eine weitere Méglichkeit der Vermeidung der in diesem® Abschnitt geschil-
derten Schwierigkeiten besteht im Ubergang zu neuen Abtast-Kernen. Ist zum

If (D)< teR

Beispiel y eine beschrinkte und stetige. Funktion mit Z lw(r-k)|<C, so

k=-w

existiert die Abtast-Reihe fiir jede stetige und beschrinkte Funktion /
Eine weitergehende Diskussion dicser Problemc ist in [2] und [3] zu finden.
3. DIVERGENZ IM SINNE DER DISTRIBUTIONENTHEORIE

Wir fiihren nun einige Grundbegriffe ein. Eine ausfiihrliche Darstellung ist in
[4] zu finden. Mit ‘D sei der lineare Raum aller beliebig oft difFerenzierbaren
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Funktionen mit kompaktem Triger bezeichnet. In @ fiihren wir die iibliche
Topologie ein, das heiBt, eine Folge von Funktionen ist in @ genau dann
konvergent, wenn die Tréger aller Funktionen der Folge in einem festen beschrin-
kten Intervall liegen und dann in diesem Intervall die Folge mit samt allen
Ableitungen gleichmiBig konvergiert. Der lineare Raum der auf D stetigen und
linearen Funktionale sei mit ‘@' bezeichnet. Die Elemente des Raumes 2’ heifien
Distributionen bzw. verallgemeinerte Funktionen.

Eine Folge von Distributionen {T,},.n heilit nun genau dann konvergent

gegen eine Distribution 7, wenn

lim 76=Tp VoeD

gilt. Fithrt man wie iiblich den Begriff der Cauchy-Foige von Distributionen ein, so
kann an zeigen, daB der Raum @ mit dem eingefiihrten Konvergenzbegriff

vollstdndig ist. m j ‘
Es sei wieder >0 beli'lebig, aber fest. Fiir jede Funktion f €Cy(R) und
alle N> 0 gilt
© W sin~ (¢ - ka) | * b .
— ka)—4———| dt=a ka)*,
[ 5.2 e > 1f (k)

3 k=-N

wobel

0: k=#l

., T ., T
® ﬁsm;(t—ka) a Sm;(t—la) [a: e
t—ka =@ t—la

beriicksichtigt wurde. Es sei nun ¢ €@ beliebig, dann ist durch
sir_xE (t—ka)

GRS %k;Nf(ka) L) dt

o

eine Distribution Gy , , €@’ definiert. Wenn nun der Grenzwert der Partial-

summen der Abtast-Reihe der Funktion f im Sinne der Distributionentheorie
existieren soll, so muf eine Distribution G, , €@’ existieren, so daB

,}1_1)1100 Gyasb= G, 0 VoeD

gilt. Fiir ein festes ¢ €@ muB also die Folge {Gy , 0} yn cinC Cauchy-Folge
bilden. Damit mub aber erst recht die Zahlenfolge

ay.= |GN,a,f¢l
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ir ein festes ¢ €@ beschrinkt sein. Um also eine ' Divergenzaussage im

Sinne der Distributionentheorie zu erhalten, reicht

beweisen. es aus, den folgenden Satz zu

SATZ 3. Zu jedem a > 0 existiert jeweils ei
Jeweils eine Funktion C ;
Testfunktion ¢ €D, so daff I

limsuplGN_a’fw:od

N-oow

gilt.
Beweis. Es sei f €Cy(R) und ¢ e ® beliebig, dann gilt

N o Sinﬁ(t—ka)
Crash=a X flha)= [ —E gty =

k=-N

N
=a Y f(ka)b, (ka).

k=-N

Dabei ist die Funktion

ol
¢a(t)—2n

(}i;(x) elxt dx

2| —— A

I sing(r—t)
=; I _—T:T_¢(r)dr VielR

— o0

vYohl deﬁn.iert, da au§ (0] §@ sofort (f) e L'(R) folgt. Wir wollen nun daran gehen,
eine Funktion w € @ geeignet zu wihlen. Mit dieser ist dann durch '

-

» N
(DN,a,\yfzszN_a,fW:a Z f(ka) Wa(ka)

k=-N

eine Folge von lipearen,und stetigen Funktionalen auf dem Raum Cy(R)
definiert. Fiir deren Norm ermittelt man |

N

“(I)N,a,\y ”:a Z '\Va(ka)l’

k=-N

denn

N
1Py oyllsa D |y, (ka)|

k=-N
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ist trivial. Fiir den umgekehrten Fall betrachten wir eine beliebige stetige Funktion
F, welche fiir k=—N,-N+1,. ., N die Bezichung F(ka)=signy, (ka) erfillt,

fiir |¢|> N +1 gleich Null und ﬁlr alle -Werte durch Eins beschrinkt ist.
Mit dieser Funktion gilt

N
cDN,a,sza Z lWa(ka)|—<—||(DN,a,w“ ”Fuco(m):”(DN,a,\vH-

k=-N

Unsere Aufgabe besteht nun darin, die Funktion y so auszuwihlen, daB

lim sup [|B y . 1=

N

gilt. Mit dieser Funktion v bildet dann die Menge D, aller Funktionen
f eCy(R), fiir die

limsup |®y , =

N-ow

gilt, eine Residualmenge [5] im Raum C,(R). Es sei f eine beliebige Funktion
aus der Menge D, , dann gilt

limsup|®@ ., /1| = limsup|Gy o, W|=
N—oo» Nown

womit unser Satz bewiesen ist. Da die Menge D, eine Residualmenge ist, existiert
stets eine solche Funktion fj.

Uns verbleibt also nur noch die Aufgabe, die Funktion y zu finden.
‘Dazu sei $ €@,¢#0, so gewihlt, daB ¢(1) = —-¢(-t) V¢ €R gilt. Daraus

folgt (i)(x) = —&)( x) Vx eR . Da die Funktion ¢ einen kompakten Tréger hat, ist
¢ eine ganze Funktion. In jedem endlichen Intervall der reellen Achse existieren
folglich nur endlich viele Nullstellen der Funktion ¢ Es sei also ¢>0 eine
beliebige Zahl mit M)(c)l > 0. Wir betrachten nun die Funktion

N

J vt eR.

Y(x): $L

a=}i(7)

Es gilt

=16(0)|> 0.
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Fiir die Fourier-Transformierte erhalten wir

1 [+9] R )
= ixt
w(f) 7 _][, y(x)e™ dx

_.i ¢ N xca) ixt
2n_£¢( Gt

T
a2 f(ﬁ(x) QXp(M) dx
T ca_w ca

=£¢(ﬂ) vVieR,
ca \ca

also ist y € Q. Es gilt nun weiterhin fiir alle £ > 0

et}

(ka) ka =
Y, (ka) 2

(x) eixka dx

nl::_.ﬂal:

al=a

l’\l\l’(x)eiXka dx

:_1._ (E) ikm ( TC) ~ikn \
27:1'[“! a & 4 g & T

8|2 =

Aln

o (jc kn —— k
= — 0 il 1] ixka
= skn lIw(x)e

a

n

was man durch partielle Integration unmittelbar nachpriift. Die Funktion  ist
beliebig oft differenzierbar, und die Ableitungen beliebiger Ordnung sind absolut
integrierbar. Damit gilt aufgrund des Lemmas von Riemann-Lebesgue

1[

f P (x) €™ dx =0,

lkl

a

woraus

. C
lim |y, (ko) hal=
|> e 7]:
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. ] @it TN und
folgt. Es sei weiterhin C, eine beliebige reelle Zahl mit 0<C, <—n—. Es existiert
; ll_r)rlmlGNva,f|WI=°O
nun ein ky = ko (C;) mit
|wa(ka)|2% V2 k. ! Beweis. Es gilt mit N >max (k, +1,2a™",10)
! . Y, sign ka ka
Istnun N > k, +1, so ergibt sich daraus fiir die Norm der Funktionale Gya syl = ay sign (v, (ka)) v, (ka) _
k=1 JIn (2 + ka)
kg N 1 y
—_= k(l)l a
1Py, alZa 2 1w, (ka)l+2aC, Z k= Gy oyl =S Vel -
k=—kg N,a, fr ,Z:] \/ln(2+ka) \/ln(2+Na)k2] Vo (k)] =
=2C, InN + 0(1), InN InN
220, ———=+o0(1)2
womit die Aussage des Satzes bewiesen ist. [l / In(2 + Na) /1n(2 Na)
Wir werden im weiteren zeigen, daB man Funktionen mit duferst guten ay
Eigenschaften konstruieren kann, so daB deren Abtast- Reihe im Sinne der >90 n +o(1)22C \fn_ﬁ 1 = 1 o(1),

: z 1
2 2
Distributicnen-Theorie nicht existiert. - {JInN+In2a J1+(n10) " ln2a

Es sei y die im Satz 3 angegebene Funktion aus @. Durch .
womit die Aussage des Satzes bereits bewiesen ist. [J

£(0):= i sign (W, (ka)) (ka)) _ka) VieR

yIn (2 + ka) ! LITERATURVERZEICHNIS
und : :
e i Slgn (y,( ka)) ( f— ka) i R | 1. A. Pelxpg)(;lzllis, The Fourier Integral and lis Applications, McGraw-Hill Book Company, New York,
P !
- v In (2 + ka) 2. P. Butzer, W. SplettstdBer and R. Stens, The Sampling Theorem and Linear Prediction in Signal

Analysis, Jahresbericht d. Deutschen Mathematiker Vereinigung 90 (1988), 1-70.

sind zwei auf der positiven reellen Achse konzentrierte, beliebig oft differen- 3.P. Butzer and R. Stens, Sampling Theory for not necessarily band-limited Functions, SIAM

Zierbare Funktionen definiert. (Die Folge {/, }, . ist wie im Abschnitt 2, Seite & Review 34, 1 (1992).
1 Weiterhin eilt 4, H. Triebel, Hohere Analysis, Deutscher Verlag der Wissenschaften, Berlin, 1972,
definiert.) Weiterhin g1 Il | 5. W. Rudin, Functional Analysis, McGraw-Hill Book Company, New York, 1973.
lim £ (£)=0 vnelN ‘
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Mit diesen Funktionen erhalten wir den folgenden Satz:

SATZ 4. Fiir die Funktionen f,, f, und \y €D gidt

lim |G =00
N—)w| N'“’f‘w



