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L. Le 40¢ anniversaire de la fondation, en 1957, de I'Institut de Calcul de
Cluj-Napoca de I’Académic Roumaine a été évoqué, en 1997, par diverses
sessions scientifiques organisées par les collaborateurs de I'Institut, En 1998, ont
eu lieu, encore, des telles sessions. Ainsi, 2 27 mai 1998, a eu lieu un symposion
dédidé au moment 1957, dont nous venons de parler. A cetle occasion on a pré-
senté les divers aspects de I'activité des chercheurs de I'Institut et du directeur,
I"académicien Tiberiu Popoviciu, qui a fondé cet Institut, Ainsi, j’ai fait un syn-
these concernant 1’ organisation de I'Institut et, en méme temps, les plus importants
résultats théoriques obtenues par les collaborateurs de I'Institut. L'une des
sections de I'Institut avait, au centre de I’activité, un programme de construction
des ordinateurs, en utilisant des solutions appartenant au collective de la section.
Les collaborateurs de cette section étaient des ingénieurs, phisiciens, econo-
mistes, mathématiciens, etc. Nous n’insistons pas. Il faut souligner qu’en cette
section on a construit les ordinateurs, bien connus, DACICC-1 et DACICC-200.

2. En 1957 on a élaboré un plan de recherches mathématiques qui a été
suivi par les collaborateurs mathématiciens de 1'Institut. Ce plan avait comme
point de départ les théorie de I’académicien Tiberiu Popoviciu. Nous penssons a
la théorie des fonctions convexes d’ordre supérieur et 2 la liaison de cette théorie
avec I"analyse fonctionnelle, 1’analyse numérique, la théorie de I’approximation
et la théorie et la pratique du calcul. Les idées contenues dans les domaines dont
nous venons de parler ont formé la base théorique de I'Ecole d’Analyse
Numérique et de Théorie de I’ Approximation fondé par Tiberiu Popoviciu et
dont les origines se trouve dans le Séminaire de recherche qu'il a organisé en
1947, aprés son arrivée & Cluj-Napoca. Dans ce Séminaire se sont groupés des
Jeuns mathématiciens et des professeurs de la Faculté de Mathématique de
Cluj-Napoca. Les membres du Séminaire ont développé, en diverses directions,
les théories appartenant au programme du Séminaire.



80 Elena Popoviciu ' 2

3. Comme collaborateur de 1'Institut et membre du Séminaire de Tiberiu
Popoviciu, j’ai eu la chanse de construire des nouvelles théories et pour ilustrer
cette affirmation je donnerai, en ceux qui suivent un résumé concernant I’une des
mes théories. 11 s’agit de la théorie de I’allure. J’ai elaboré cette théorie ayant
comme but une présentation abstraite de 1’allure capable de contenir comme cas
particulier les diverses propriétés de convexité et aussi d’autres propriétés plus
généralles et des nouvelles idées qui ne sont pas strictement liées avec la notion
de convexité. Comme on peut le remarquer, dans les théses de doctorat préparées
sous ma direction [1], [2],[3] la théorie de I’allure a des implications dans la
reconnaissance des formes, dans D'interprétation des images obtenues par des
divers analyses pratiquées en médecine, biologie et d’autres domaines. Les
implications de ma théorie sont présentes aussi dans 1’analyse fonctionnelle [12],
la géometrie abstraite [3] et ainsi de suite.

4. La notion de fonction convexe d’ordre supérieur au sens de Tiberiu
Popoviciu [4], [5] peut étre interpreté comme résultat de la comparaison de la
fonction considéré avec les polyndmes d’un degré donné. Les fonctions aux
quelles on se rapporte sont réelles et d’une variable réelle. Leur propriété de
convexité est considerée sur un sous-ensemble de leur ensemble de définition,
Les divers principes de comparaison de la fonction considérée avec les polyndmes
peuvent générer des diverses propriétés de convexité ou concavité généralisée.

Je donne, ici, la définition qui se trouve dans plusieurs travaux de Tiberiu
Popoviciu, comme, par exemple, en [5]. Etant fixé I’entier n > —1, on considere
les ensembles ¥ € X C R ou card Y = n+2. Soit donné la fonction f: X - R et
les points distincts x), x,, ..., x,,» de I'ensemble Y. La définition dont nous venons
de parler a I’énoncé suivant: on dit que la fonction f est convexe (non-concave,
polyndmiale, non-convexe, concave) d’ordre n, sur ’ensemble Y si ’on a

(1) [x), X0, x40 f1>(2,=,5,90,

quels que soient les n+2 points distincts x|, x,, ..., X,.,», de ’ensemble Y.

On a désigné par [x, xp,..., X,,5; f] la différence divisée de la fonction f.
La premiere et la derniere inégalité dans la formule (1), signifie que le polyndme
d’interpolation de degré n+1 qui prende les valeurs de f sur les points x; i = 1,
2,..., n+2, ne se réduit pas a un polyndéme de:degré n.

Désignons par #,,| I’ensemble des polyndmes de degré au plus égal & n+1.
Comme d’habitude, on désigne par a4, a, ..., a,,, les coefficients d’un
polyndme quelconque P € #,,,. Clest & dire, P(x)=ay+a;x+...+a,,x"",
x € R. On peut considérer pour n 2 0 le sous-ensemble de #,,,, noté par

(2) e n+l (an+l T (X)

qui s’obtient en remplagant a,,, avec un nombre fixé o # 0. Un peut, aussi,
considérer pour 1 > 0 le sous-ensemble de 2, |, désigné par
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(3) ¢'-:,+, (M|,M3,..., Uy flxeg)

ou / étant fixé, h=1pourn=0, 1 <h<n+1 pourn>0, les points distincts u,
U, ..., uy de I’ensemble Y sont fixés.

11 s’agit, donc, d’un sous-sensemble de #,,, dont les éléments sont des poly-
ndmes qui ont sur les points fixés uy, u, ..., u, des valeurs Vi ¥2u -y, fixées,

Les ensemble %, (a,, = o) et #y (uy, uy, ..., u;, fixés) sont des
susensembles remarquables de #,, . Les deux sous-ensembles ont des analogues
méme dans I'interpolation que j’ai considéré plusieures fois, comme, par
cxample, en [12]. Pour préciser les idées, soit E un espace linéaire et §, S, des
Sous-espaces propres. Considérons les ensembles % et ¥ d’opérateurs

) UC{H|H:E>E), %+,

(5) ¥ C{H|H:E—E), v,
On suppose que

(6) Ue a, xe E=U(x)ES,,

7 Ue , xe S, =U(x)=1x,

(8) Ve ¥, xe EsV(x)eS,,

€)) Ve 7, xe§ = V(x)=x.

Si les conditions (6), (7), (8), (9) sont satisfaites, alors on peut considérer
diverses propriétés analogues a celles qui ont été étudiées en utilisant les
inégalités (1) et les propriétés interpolatoires des ensembles #,,, et des ensem-
bles (2) et (3). Ainsi, par exemple, les elements x € E qui satisfont des condi-
tions comme sont celles qui suivent, (10) et (11), présentent un grand interét.
Nous pensons, donc, aux éléments x € E qui ont les propriétés

(10) quel que soit U € 4, 'ona U(x) ¢ S,
ou bien
quel que soient les Vy e ¥, V, € ¥, ol
(1n on suppose V, # V,, I'on a
Vit) # Vo(x) .

Evidement, dans le cas (11), il faut supposer que ’ensemble d’opérateurs ¥*
contient au mois deux éléments distincts.

Pour comprendre la liaison des conditions (10) et (11) avec les inégalités
(1)1l faut voir [4] et [5].

S. Les propriétés de convexité d’ordre n et de concavité d’ordre n expri-
mées par les inégalitées (1) peuvent étre considérées comme des propriétés par
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rapport a I'ensemble #,,,. Dans [5] en sont données les interpretations gé(?'-
métriques. En considérant ’interpretation géométrique en question, on peut arri-
ver a une convexité (ou bien une concavité) par rapport a I’ensemble (2). Il faut
voir, par exemple, [12]. T

Soit, maintenant, I’ensemble (3). On peut considérer, au lieu des mégahtes
(1) les analogues qui s’obtient quand au lieu des différences di\(isées
[x). x5,..., X,,25 f1 on considére les

(12) [t g sty X0, Xy X £

Evidement, I’ensemble des différences divisées (12) ou on considére de toutes
les manires possible les points distincts x;,x,,..., X,45_, de Y est un sous-

ensemble de ’ensemble de toutes les différences divisées [x), x,,..., X,,2; f] .

DEFINITION 1. La fonction f:X - R est
(13) convexe (non-convexe, polyndmiale, non -convexe, concave)
par rvapport a l'ensemble (3) sur Y, sil'on a
(14) [y, uy ..., uy,, Xis Xgyoo s Xppoems [12 (2, =, 5,9

quels que soient les points distincts x,,x,,..., X,y de 'ensemble Y. R

Des propriétés qui sont présentes quand les conditions contenues dans
I’énoncé de la définition 1 sont satisfaites ont été données dans [12] et aussi en
autres travaux. On y trouve, aussi, des exemples.

6. Nous considérons comme des cas importants dans (14) les deux
inégalités extrémes, c’est a dire les inegalités dans les quelles on a

(15) [, uy ..oy, Xps Xg5eeiy Xy ps f1>0 oubien <0,

On peut parler d’une convexité et d’un concavité par rapport a I’ensemble (3).
En ce qui concerne I’ensemble (2), on a parlé, plus haut, d’une convexité et
d’une concavité par rapport 4 I’ensemble (2).
Si on remplace ’ensemble w1 avec les combinaisons linéaires d’un

nombre m 2 2 de fonctions qui forment un systeme de Tschebytschef sur un
intervalle [a, b] ou avec un ensemble interpolatoire de fonctions sur [a, ] qui, en
genérale, n’est pas linéaire (voir [15]), alors on peut développer une théorie
ayant comme point de départ la comparaison d’une fonction f;[a, b]—> R avec
les €léments d’un tel ensemble. 11 faut, aussi, voir [12].

En considérant les cas particuliers des propriétés dont nous venons de
parler et qui impliquent toujours des procédés de comparaisons avec un
ensemble précisé, alors, d’une manitre naturelle, s’impose le probleme de
construire une théorie dont I’objet seront tous les cas particuliers remarqués. Une
telle théorie doit, aussi, apporter des nouvelles propriétés.
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Dans plusieurs travaux, comme, par exemple, dans [13], j’ai considéré une
théorie d’allure ayant la définition qui suive.
Considérons les ensembles non-vides A et B et un ensemble

(16) TTIT:A— B},
aussi non-vide.
Soit donnée la partition

m
(17) B=\JB;, m>3, B,NB, =@ pour i%k.
j=I
DEFINITION 2. L’élément a € A a Udllure (Bj, T)si T(a)e B; etil a
Uallure (Bj, T)si T(a)e Bj quel que soit T e I R
On a démontré que les propriétés de convexité et de concavité d’ordre n
donnés par les inégalités (1) sont des allures.
On démontre d’une maniére semblable que les-théorémes qui suivent ont
aussi lieu.

THEOREME 1. Les Ppropriétés de convexité et de concavité par rapport 4
I'ensemble (2) sont des allures. ®

THEOREME 2. Les propriétés de convexité et de concavité par rapport a
lensemble (3) sont des allures. &

Dans la définition 2 intervient I'ensemble 7. Si on considere en dehors de
I'ensemble (16) I’ensemble

(18) HCAT|IT:A—>B), ##D,
alors on peut se rapporter a deux allures
(19) (B, T) et (B;, #).
On peut se poser la question de comparer les deux allures (19).

DEFINITION 3. On dit que Uallure (Bj, #) précede Uallure (Bj, T) si
lonaxcCT M

Tenons compte, maintenant, des explications que nous avons données pour
la convexité et la concavité par rapport a I’ensemble (2) et par rapport a
I"ensemble (3). On peut donc énoncer les deux théorémes qui suivent. '

THEOREME 3. Les allures de convexité ( respectivement de concavité) par
rapport a Pensemble (2) précédent les allures de convexité (respectivement de
concavité) d'ordre n donnés par les inégalités (1).

THEOREME 4. Les allures de convexité (respectivement de concavité) par
rapport a l'ensemble (3), donnés par les inégalités (15) précédent les allures de
convexité (respectivement de concavité ) d'ordre n donnés par les inégalités (1).
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La comparaison de certaines allures présente un intérét special. A I’aide de

la relation donnée par la définition 3 concernant la comparaison de deux allures
on peut construire des suites monotones d’allures et on peut se poser la question
de développer une analyse des telles suites. On va étudier ce probléme dans un
autre travail.

N
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