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avec I'analyse fonctionnelle, l'analyse numérique, la théorie de I'approximation
et la théorie et la pratique du calcul. Les idées contenues dans les domaines dont
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(3) ,t',,*¡ (u ¡, u2,..., u¡, fixés)

où å étant fixé, h= I pour n =0, I s h! n+ I pour n > 0, les points distincts u1,
u2, ..., rz¡, de I'ensemble f sont fìxés.

Il s'agit, donc, d'un sous-sensemblede 9,,*, dont les éléments sont des poly-
nômes qui o't sur les points fixés r.r1, u2, ..., u,¡, cles valeurs ),t,!2.,.,.,.)¡, fixées,

[.es ensemble ,9,,*t (a,t+t = u) ef ,4A (u1, u2, ..., utt fixés) sont des
susensembles remarquables de ;iln*r. Les deux sous-ensembles ont des analogues
même dans I'interpolation que j'ai considéré plusieures fbìs, comme, par
example, en [2]. Pour préciser les idées, soit E un espace linéaire et sr c s, des
sous-espaces propres. Considérons les ensembles ¿ìf et i/,d'opérateurs

(4) q¿ clHlH : E -+ El, qt + Ø.

(5) 7' ctHlH : E -+ El, 't'+ Ø,
On suppose que

(6) Ll e ,itt, xe E + t/(.r)e 52 ,

(7) U e Qt , re 52 + U(x)= x,

(8) V e 't,, xe E- V(x)e S, ,

(9) V e 'I'. ,r€ Sl + V(x)=.¡.

si les conditions (6), (1), (8), (9) sont satisfàites, alors on peut considérer
diverses propriétés analogues à celles qui ont été étudiées en utilisant les
inégalités (l) et les propriétés interpolatoires des ensembles 4,*t et des ensem-

bles (2) et (3). Ainsi, par exernple, les elements x e E qui satisfont des condi-
tions comme sont celles qui suivent, (10) et (11), présentenr un grand interêt.
Nous pensons, donc, aux éléments.r € E qui ont les propriétés

(10) quel que soit U e ,2/ ,I'on a U(x) É S,

ou bien

quel que soient les V¡ e l, , V2e '/.' , où

(l l) on suppose V,*V.,,l'ona
Vlx)+Vz@).

Évidement, dans le cas (l l), il faut supposer que I'ensemble d'opérateurs 7
contient au mois deux éléments distincts.

Pour comprendre la liaison des conditions (10) et (ll) avec les inégalités
(1) il faut voir [4] et [5].

5. Les propriétés de convexité d'ordre n et de concavité d'ordre n expri-
mées par les inégalitées (l) peuvent être considérées conÌfire des propriétés par
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3. Comme collaborateur de I'Institut et membre du Séminaire de Tiberiu
Popoviciu, j'ai eu la chanse de construire des nouvelles théories et pour ilustrer
cette affirmation je donnerai, en ceux qui suivent un résumé concernant l'une des

mes théories. Il s'agit de la théorie de I'allure. J'ai elaboré cette théorie ayant
comme but une présentation abstraite de i'allure capable de contenir comme cas
particulier les diverses propriétés de convexité et aussi d'autres propriétés plus
généralles et des nouvelles idées qui ne sont pas strictement liées avec la notion
de convexité. Comme on peut le remarquer, dans les thèses de doctorat préparées
sous ma direction [], [2],[3] la théorie de I'allure a des implications dans la
reconnaissance des formes, dans I'interprétation des images obtenues par des
divers analyses pratiquées en médecine, bioìogie et d'autres domaines. Les
implications de ma théorie sont présentes aussi dans l'analyse fonctionnelle fl 21,

la géometrie abstraite [3] et ainsi de suite.

4. La notion de fonction convexe d'ordre supérieur au sens de Tiberiu
Popoviciu [4], [5] peut être interpreté comme résultat de la comparaison de la
fonction considéré avec les polynômes d'un degré donné. Les fonctions aux
qucllcs on se rapporte sont réelles et d'une variable réelle. Leur propriété de
convexité est considerée sur un sous-ensemble de leur ensemble de définition,
Les divers principes de comparaison de la fonction considérée avec les polynômes
peuvent générer des diverses propriétés de convexité ou concavité généralisée,

Je donne, ici, la définition qui se trouve dans plusieurs travaux de Tiberiu
Popoviciu, comme, par exemple, en [5]. Etant fixé I'entier n> -1, on considère
les ensembles I E X c R où card Y 2 n+2.Soit donné la fonction .l': X -+ IR. et

les points distincts x¡, x2, ..., xtt+2de I'ensemble Y.La définition dont nous venons
de parler a l'énoncé suivant: on dit que la fonction/est convexe (non-concave,
polynômiale, non-convexe, concave) d'ordre n, sur I'ensemble I si I'on a

(l) 1x7,x2,,..,xn+2t"fl >(>, =,<,<)0,
quels que soient les n+2 points distincts .t1t .x2, ..,, xn+2, de I'ensemble Y.

On a désignê, par lxr,.\2t...;xu+zi f) Ia différence divisée de la fonctionl
La prernière et la dernière inégalité dans la formule (l), signifie que le polynôme
d'interpolation de degré n+1 qui prende,les valeurs de/sur les points x¡ i= l,
2,..., n+2, ne se réduit pas à un polynôme de degré n.

Désignons þar 4+t I'ensemble des polynômes de degré au plus éga|à n+l.
Comme d'habitude, on désigne p^r ao, a¡, ..., aral les coefficients d'un
polynôme quelconque P e ,//,,+t. C'est à dire, P(.r) = a()* a1x * .,.+ a,,t1x',+t ,

.r e R,. On peut considérer pour n > 0 le sous-ensemble de .l/r+t, noté par

(2) ,/4t+t (ar+t = u")

qui s'obtient en remplaçant a,,*1 avec un nombre fixé a + 0. Un peut, aussi.
considérer pour ,t > 0 le sous-ensemble de ,'/,,¡¡, désigné par
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rapport à I'ensemble !?r+t. Dans [5] en sont données les inte¡pretations géo-

métriques. En considérant I'interpretation géométrique en question, on peut ani-
ver à une convexité (ou bien une concavité) par rapport à I'ensemble (2). Il faut
voir, par exemple, [2].

Soit, maintenant, I'ensemble (3). on peut considérer, au lieu des inégalités
(1) les analogues qui s'obtient quand au lieu des différences divisées

lxt. x2,..., xn+21"fl on considère les

(12) fu1, u2,..., tth, x1, x2,..., xn+z-nl l),
Evidement, l'ensemble des différences divisées (12) où on considère de toutes
les manières possible les points distincts x1,x2,...,xn+Z-h de I est un sous-
ensemble de l'ensemble de toutes les différences divisées fx1, x2,..., xn+zi .ff .

DÉRlNlrroN 1. ktfonction f :X -+lR ¿sl

(13) convexe(non-convexe,polynômiale,non-convexe,concave)

par rapport à I'ensemble (3) sur Y, si I'on a

(14) lu1, u2,...,u¡r, x1,x2,...,xn+2-hl,f]>(>, =, <,<)
quels que soient les points distincts ;"1,x2>...,xn+2_h de I'ensemble y.l

Des propriétés qui sont présentes quand les conditions contenues dans
l'énoncé de la définition 1 sont satisfaites ont été données dans [12] et aussi en
autres travaux. On y trouve, aussi, des exemples.

6. Nous considérons comme des cas importants dans (14) les deux
inégalités extrêmes, c'est à dire les inegalités dansies quelles on a
(15) fuy,u2¡...¡uh,x1,x2t...,xn+2-ttil]>0 oubien<0.
on peut parler d'une convexité et d'un concavité par rapport à l,ensemble (3),

En ce qui concerne I'ensemble (2), on a parlé, plui haut, d'une convexité et
d'une concavité par rapport à I'ensemble (2),

si on remplace I'ensemble ígn*y avec les combinaisons linéaires d'un
nombre m > 2 de fonctions qui forment un système de Tschebytschef sur un
intervalle [a' å] ou av:c un ensembre interporatoire de fonctious sur [a, å] qui, e'
genérale, n'est pas linéaire (voir [15]), á1u., on peut développer une théorie
ayant comme point de départ ra comparaison d'une fonction f ;la, bl-+ IR avec
les éléments d'un tel ensemble. Il faut, aussi, voir [12].' En considérarit les cas particuliers des propriétés dont nous venons de
parler 

- _et 
qui impliquent toujours des procédéi d" .orparaison.s avec un

ensemble précisé, alors, d'une manière naturelle, s'impoie re probrème de
construire une théorie dont I'objet seront tous les cas particuliers remarqués. Une
telle théorie doit, aussi, apporter des nouvelles propriétés. ,::
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Dans plusieurs travaux, comme, par exernple, dans [13], j,ai considéré unethéorie d'allure ayant la définition qui iuive. 
r ¡'J --

considérons les ensembres non-vides A et B et un ensemble
(16) ,r cfflr : A-+ Bl,
aussi non-vide.

Soit donnée la partition

(17) u=Ut,, m)3, Bjn}k=Ø pour i+k.
,n

j=l

DÉr'rNrrroN 2. L,élément a e A a l,állure (B¡,,)si T(a)eB¡ et il a
l'allure (B¡, g) si T(a)e B¡ Suet que ioit T e g, a

On a démontré que les propriétés de convexité et de concavité d,ordre ndonnés par ìes inégalités (l) sont ães allures.

_. ,9n 
démontre d'une manière semblabre que les.théorèmes qui suivent ont

aussl lleu.

T'ÉonÈu¡ r. Le,ç propriétés de convexité et de concavité par rapport àl'ensemble (2) sont des allures. I
THÉonÈue 2- Les propriétés de convexitti et de co,cavité par rapprsrt àl'ensentble (3) sont des allures. I
Dans la définition 2 intervient |ensembre .Ø Si on considère en dehors deI'ensemble ( I 6) I'ensemble

(18) s(-- lTlr:A_+81,.:/(+Ø,
alors on peut se rapporter à deux allures

(19) @¡, {) et (B¡,,7().

On peut se poser la question de comparer les deux allures (19).

DÉr'rrulrro¡¡ 3. On dit que l,allure (8,,;/t) précècle l,al.lure (8,,,î) ,si
I'on a;ffcT. 1
. Tenons compte, maintenant, des explications que nous avons données pourla convexité et ra concavité par rappórt à l'ensãmbre (2) et par rapport à
I'ensemble (3). on peur donc énoncerlås deux théorèmes qui suivent.

TuÉonÈuB 3. I¿s tilures de convexité (respectivement de concavité) parrappofl à l'ensemble (2) précèclenr res allures tli convexité (respectivement deconcavité) d'ordre n donnés par tes inégalités (t ).
TuÉonÈue 4. rzs ailures de convexité (respectiventent de concavité) par

rappon à l'ensemble (3), doruús par res inégatités (15) précèdent res ailures de
convexitei (respectivement de concavité) d'ordre n donnés par res inégarités (r ). a
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ON SOME REMARKABLE POSITIVE POLYNOMIAL
OPERATORS OF APPROXIMATION

D, D. STANCU and A. VERNESCU

Dedicated to Professor H. H. Gonska on the occasion of his s0ø birthday

Ahstract. rn this paper there are investigate<i new appr.rimation propcrfies of a Bernstein
type operator, depending on rwo real parameters c and tl (0 S c < t/). íntr.ocluced in I 969 by the tirst
author I l9l.

A basic result consists in finding the maximunr value (2.3) of the mean square error (z.l\-(2.2)
of this operator. By using it, is constructed a best quadrature fbr.mula, which can be obtained also by
nreans of the polynomial S,,.1. deflned ar (3.-5).

ln the last part of the paper lhere are establishetl quantitative estima(ions oi approximation
in terms of lìrsr antl second order modu.li of smoothness.

I. TNTRODIICTION

1.1. It is known that polynomiar approxirnation represents one of the most
beautiful and imporlant part of the constructive theory of functions.

The Lagrange interpolating polynomiars have a great practical interest in
numerical analysis and approximation theory. unfbrtunately they do not always
provide uniform convergent sequences of approxirnation for any continnous
function on a compact interval [a. h) oI the real axis, no matter how the nodes
are prescribed (see, e.g., E. W. Cheney Il l]).

In 1905 E. Borel [9] proposed that for the approximation of a function
.f e c[0,l] to construct a polynomial having an expression similar with the
Lagrange interpolating polynomial, corresponding ¡o m + I nodes from [0, l].
Namely, in the case of the equally spaced nodes, it has to be of the form

(Q,,, f)G)=ä0,,.r(,') i (#),
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