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LA METHODE DU LAGRANGIEN AUGMENTE POUR UN
PROBLEME D’INTERACTION FLUIDE-STRUCTURE

CORNEL MARIUS MUREA

Abstract. In [3, p. 91] is presented a not-conditionally stable numerical method for
solving a time-depend fluid structure interaction problem. This method consists in solving
at each time step the mixed hybrid system (1) and to find out: v the velocity of the fluid, v
the velocity of the structure, p the pressure of the fluid and X the force on the fluid-structure
interface.

In order to solve the system (1), we can use many algorithms just like: Uzawa’s
algorithm or the Augmented Lagrangien Method, but these algorithms don’t permit to solve
the fluid-structure problem in a decoupled way (via partitioned procedures), more exactly
the fluid and structure problems are not golved separately. Consequently, we can’t use the
well established theories and software for the fluid and respectively for the structure.

Alternatively, we can use the iterative method presented in [4] in order to solve the
fluid-structure linear system via partitioned procedures. Unfortunately, this method con-
verges slowly.

Based on the method used in [4], we present in this paper an augmented algorithm,
where the continuity of the fluid and structure velocities on the contact surface is penalized in
order to improve the convergence rate. Numerically, the continuity of the fluid and structure
velocities on the contact surface has the form B21v + Baav = 0.

The convergence of the method is proved in the third section. 4

1. INTRODUCTION

Soient ny, ng, q et m quatre nombres naturels non nuls. Sans risque
de confusion, on utilise la méme notation (*,-) pour les produits scalaires
euclidiens de R™ | R™2, RY e R™, Aussi, on fait la méme convention pour la
norme euclidienne ||z|| = (x,:z:)% .

On note par M, ,, (R) 'ensemble des matrices de m lignes et n colonnes
sur R.

Dans [3, p. 91] est présenté un schéma numérique inconditionnellement
stable pour la résolution d’un probléme évolutif tridimensionnel d’interaction
entre un fluide incompressible et une structure élastique.
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Ce schéma consiste & résoudre & chaque pas en temps un systéme linéaire
du type suivant: trouver v la vitesse du fluide, v la vitesse de la structure,
p la pression du fluide et X la force de contact sur Pinterface fluide-structure
tel que

Ap 0 Bi, B, v Ir
Q) 0441117, 01 4B v | _| fs
Bll 0 0 P 0
By Ba A 0
ol
AR € My, (R) matrice symétrique, tel que
(2) 1 n 1,1 12
dap >0, Vw' € R™, (AFw,w)>aFHw ”
As € My, (R) matrice symmétrique, tel que
(3) 2 n 2 09 21|12
Jdag > 0, Yw* € R™2, (Asw,w)>a5”w ”
BH & Mq,n1 (R) ; Bgl € Mm,m (R), Bzz (S Mm,n2 (R) ,
freR™ focR™,
On note

By 0
B =
( Bg1 Bao )
et par la suite, neus travaillerons sous I’hypothése suivante
(4) rang (B) = ¢ + m.

Sous les hypotheses (2), (3) et (4), le systéme (1) admet une solution
unique.

Remarque. L’égalité Bijv = 0 représente la forme discréte de la condition
d’incompressibilité du fluide et I'égalité Bojv 4 Bagv = 0 représente la forme
discrete de la condition de couplage en vitesses, i.e. les vitesses du fluide et de
la structure sont égales sur la surface de contact fluide-structure.

Pour la résolution du systéme linéaire de type mixte-hybride (1) on peut
utiliser plusieurs algorithmes parmi lesquels nous citons: Palgorithme d’Uzawa,
(voir, par exemple, [1]) et la méthode du lagrangien augmenté (voir, par exem-
ple, [2]). Mais, les algorithmes cités ci-dessus ne permettent pas la résolution
découplée du probléme fluide-structure, c’est & dire les problémes du fluide et
respectivement de la structure ne sont pas résolus séparément. On ne peut
donc pas utiliser les théories et les codes numériques déja existants pour cha-
cun de ces deux problémes.

On peut surmonter cet inconvénient en utilisant la méthode itérative
présentée dans [4] pour la résolution découplée du probléme fluide-structure.
Malheureusement, cette méthode converge lentement.
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A partir de cette méthode, dans la section suivante on construit un al-
gorithme augmenté en pénalisant la contrainte de couplage en vitesses By v +
Bjov = 0. D'une maniére différente de celle de la méthode du lagrangien aug-
menté standard, nous ne pénalisons plus la contrainte Bi1v = 0 qui peut étre
traiter efficacement pendant la résolution du probléme du fluide.

2. PRESENTATION DE L’ALGORITHME AUGMENTE

Pas 1 Initialisation
Soient p >0, k=0, >0, v_; € R™2, Ao € R™
Pas 2 Résolution du probléme de la structure

trouver v € R™2, tel que

(5) (AS + TBEQBQQ) VEp = fS e B&)\k 3 TB;ngl’l)k_l

Pas 3 Résolution du probléme du fluide
trouver (vg,pg) € R™ x RY, tel que

(6) Ap + TBélel B{l Vi — fr— Bél)‘k = T‘BélBngk
By 0 P 0

Pas 4 Réinitialisation

(7) Ak+1 = Ak + p (B21vg + Bapuy)
k + k + 1 retour au pas 2

Remarques. C’est le paramétre r qui fait la pénalisation de la contrainte
B1v 4+ Byov = 0. Pour r = 0 on obtient l’algorithme présenté dans [4].

Le systéme (6) peut étre résolu d’une maniére efficace par un algorithme
d’Uzawa,/gradient conjugué préconditionné.

Le critére pratique d’arrét est || By vy, + Bayll € e

3. CONVERGENCE DE L’ALGORITHME AUGMENTE

On prouve maintenant un résultat de convergence de ’algorithme présenté
ci-dessus.

THEOREME 1. Sous les hypothéses (2), (3) et (4), pour tout v_; € R™,
i 25 }, Valgorithme (5)~(7) construit

IBa1]*” || Baz ) _ _
une sutte {(vg, vg, P, )‘k)}kzo convergeant vers la solution unique de (1).

A €ER™ et0 < p <r+min
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Démonstration. On va faire la preuve en trois étapes:
1) li =wvet li =
) Jim (v) =v et lim (vg) =v
2) lim (Ag) = A
Ic-.—>oo
3) lim (p) =p
k—00
1) Soient (v,v,p,A) la solution du systeme (1) et {(ve, vk, Pk Ak) b0
la suite donnée par I'algorithme (5)—(7).
On utilise les notations suivantes:
Vo =V—Vk, Uk=V— Uk, Dp=P— Dk A=A—Ap.
D’apres (1) on a Bayv + Bogv = 0 et en utilisant (7), on obtient
Xk%—l = Xk +p (leﬁk + Bzgvk) .
On utilise maintenant I'égalité
2
lla+ 6% = llal® + 1]l + 2 (a, b)
et on obtient
< 2 < 112 _ pul ~ 10 )
@) Pkl = [l + 0% || Bo1T + Baa||® + 20 (i, BV + BaaTk) -
On a ’égalité suivante:
9) (Xk, B219k + B2alk) = (B Ay k) + (B Xk, ) -
D’aprés (1) on a
Agv + Béz)\ = fget Bojv + Bogv =0,
ce qui donne
Agv + 7By (Bayv + Baov) + BipA = fs.
D’aprés (5) on a
Agvp + 7”332 (321'Uk—1 + Bgzl/k) -+ Bég)\k = fs.
En utilisant les deux derniéres égalités, on obtient
(10) BEZXIC = —AgTy — T‘BEQBngkﬁl = T'BEQBQQE/C
d’ou
(Bgy—\ka’jk) T
(11) = — (AgDk, U) — 7 (BlyBa1Tk_1, %) — 7 (BhyBoalk, k) =
= — (Agiy, k) — 7 (Bo1D—1, Baak) — 1 (BaaUk, Balk) -
D’aprés (1) on a
Apv + Bflp -+ BEIA = fr et Bojv + Bagv =0
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ce qui donne
AF’U -+ B{lp ol TB;I (B21’U + ngl/) it B§1>\ = fF.
D’apreés (6) on a
Apv + Bhpk + ‘T‘B;l (Bajvg + Bzgllk) + B§1>\k = fF

En utilisant les deux derniéres égalités, on obtient
(12) Bélj\k = —Apvy — B{lpk == rBélBglﬂk = ’I‘Bélngﬂk
d’ou

(Bélj‘k”ak) i

= — (Apy, Ug) — (Bi1Dk, Uk) — r (BY B0k, Ox) — r (BS Bagl, 0k) =

= — (AFOk, Ux) — (P, B110k) — 7 (B21Uk, B210x) — r (Baalg, Ba1Ug) -

Mais d’apres (1) on a Byjv = 0 et d’aprés (6) on a Byjvy = 0 . Donc, on
obtient B1;0; = 0 ce qui implique

(13)  (BSgAk, Ok) = — (Apx, O) — 7 (B210k, Ba19x) — 7 (Baolk, Ba1 ) -
D’apres (8), (9), (11) et (13) on obtient
SN2 (s 2
2™ = M ||” =
= 2p (AsUk, Ug) + 2rp (Ba10g_1, Boa ) + 2rp (Baaiy, Baaby,)
+2p (AFUy, O) + 2rp (Ba10k, Bo10k) + 2rp (Bagivg, B210k)
—p2 ||Bgll_)k + Bzzl7k||2 :
En utilisant dans I’égalité ci-dessus 'inégalité suivante
2 (B210g—1, B2aly) > — (Bo1Ug—1, Bo10g—1) — (B22Uk, Boaiy)
et le fait que rp > 0 on obtient I'inegalité
T2 s 2 _
121" = e > 20 (Ase, 21) —
—rp (Ba10g—1, B210k—_1) — rp (Baalk, Bagiy) + 2rp (Baalg, Baaiy) +
+2p (AFUg, O) + 2rp (B210, Bo10k) + 2rp (B2, B210g)
—p? || B21 + Boat||®
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ou écrite d’une maniére équivalente
(I%ell® + o 1Bavsall?) = (Res]|* + ol Bason)2) >
> 2p (Ask, ) + 20 (ApOy, Uk) — p* || Ba1y, + Baag||” +
+7p (BaaUk, Bazly) + rp (Ba10k, Ba10x) + 2rp (Bogig, Bo1Ug) =
= 2p (Ask, ) + 2p (AFTk, Ok) + p (r — p) || Ba10x, + Baad||* .

On utilise maintenant les hypotheéses (2) et (3) dans la relation ci-dessus

et on obtient

— = 2 42
(||>\k||2+7"ﬂ||3215k—1||2) = (“)\k+1H +7p || Ba1 0| ) >
(14) ) P
> 2pas ||| + 20ap ||Okl|* + p (r — p) || Bar©x + Bagig||®.

Dans la suite nous démontrons que la suite

{H)_\kﬂz +7rp ||lei7lc—1||2}lCZO

" ST { oF ag }
4CTol te pour 0 < p < r + min :
est décroissante p P ”321”27 ||B22||2

Si 0 < p < r alors on déduit de (14)
(IRel* + o 1Baesl) = ([ Mers]]® + ol Bausil?) >

(15) i
> 2paig ||7x|* + 2par ||Ok]12,

d’ol on obtient le fait que la suite {Hj\;gHQ + 7p || B210k—1 ”2}k>0 est décroissante.

On a les inégalités

1Ba1 () + Baz (7)[1* < (I Baa || |14 ]] + | Baz | 1]1)* <
<2 (1B 151 + 1Bl 1712
Sir < p alors
p(r = p) ||B21 (0k) + Baz () |1> < 20 (r — p) (||lel|2 1BxlI* + || B2 I? ||’7k”2>
et en tenant compte de (14) on obtient
(”5\k|l2 +rp ||B21'L_1k—1”2> = (”5\k+1||2 +rp Hleﬁkllz) >
(16) > 20 (as + (r = p) 1 Ball?) 1)) +

+2p (ozp + (r —p) HB21||2> [CATEe
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Sir<p<r+ mjn{ o = & 2} alors en utilisant I'inégalité (16) on
B2 ]| || Bz |

obtient que la suite {”)\g—.“2 +rp |fB21‘5k—-1||2}k>0 est décroissante.

Mais une suite décroissante avec les termes positifs est convergeante, d’ou

i [(I1? + o Basial?) = (sl + ro 1Bl = o0

En utilisant les relations (15) et (16) on obtient la conclusion de Ia premiére
étape.

2) Intéressons nous maintenant 3 la convergence de {Ag},~ -
D’aprés la premiere étape, la suite {”5\&:"2 +7p||By10r_1 H2}k>0 converge

ap g
I1B21]*" (| Baz*
conséquence, il existe au moins une sous-suite {Ak.}s>o convergente vers un
point d’accumulation \*. 3

En passant & la limite dans D’égalité (10) et en tenant compte de la
premiére étape, on obtient

pour 0 < p < r+ min{ }, donc {Ax},~, est bornée et, en

B, (X = \) =0.

Mais sous I'hypothése (4) on a rang(Bj;) = m, donc les colonnes de B, sont
linéairement indépendantes, ce qui implique \* = ), c’est & dire {/\k}kzo a un
unique point d’accumulation.

Pour finir la deuxiéme étape, on utilise le résultat suivant: dans un espace
de dimension finie, une suite bornée avec un unique point d’accumulation est
convergente.

3) Intéressons nous maintenant i la convergence de la suite {py}.-, N
D’apres (6) on a -

Apuv + Bflpk + 7‘351 (levk + ngl/k) + Bél)\k = fp.

D’apres les deux premidres étapes, on obtient que B! py est bornée. Sous
'hypothése (4) on a rang(B);) = ¢ et on déduit que {pi}i>o est bornée. Soit
p* un point d’accumulation de cette suite. En passant & la limite dans I’égalité
(12), on obtient

B, (p* —p) = 0.

Puisque rang(B11) = ¢ , alors p* = p. Selon le méme type de raisonnement
que celui utilisé dans la deuxiéme étape, on obtient la convergence de {Pr}iso
vers p. N
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