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LA MÉTHODE DU LAGRANGIEN AUGMENTÉ POUR UN
PROBLÈMtr D'INTERACTION FLUIDE-STRUCTURE

CORNEL MARIUS MUREA

, Abstract. In [3,-p. 91] is presentecl a not-conditionally stable numerical method forsolving a time-depend fluid siructure interaction problem. Tiis method consists il.;ld;at each time step the mixed hybrid system (1) and to find out: u the velocity of the fluid, itlre velocity of the structure, p the prãss,,.e òf'th. fl.rid and À the fo.ce o' the fluid-st¡uctureinterface.
In order to solve the system (1),

aìgorithm or the Augmented Lagrangien'
the fluid-structure problem in J decãupl
the fluid and structure problems a." .rot
well established theories and software for the

^ . - Alternatively' we can use the iterative method presented in [4] in order to solve thefluid-structure linear system via partitionea p.ocea.rris. u;i;il#ely, this method con-verges slowly
Based on the method used in [4], we p:esent in this paper an augmented algorithm,where the continuity ofthe fluid and sìiucturã velocities on theäontact surfãce is penalized inorder to improve the convergence rate. Numerically, the continuityãiìrr! n"i¿ and structurevelocities on the contact surface has the form B27u * Bzzu :0.
The convergence of the method is proved in the third section.

1. INTRODUCTION

soient rLLt Tt2t q et rn quatre nombres naturels non nuls. sans risque
de confusion, on utilise la même notation (.,.) pour les produits scalai'es
euclidiens de IR.nl, R", lRq et IRm. Aussi, on fait là même cànvention pour la
norme euclidienne ll"ll : @,lI .

on note par M^,n (lR) l'ensemble des matrices de zn lignes et n coronnes
sur iR.

- -Dans 13' p' 91] est présenté un schéma numérique inconditionnellement
stable pour la résolution d'un problème évolutif tridimensionnel d,interaction
entre un fluide incompressible et une structure élastique.
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ce schéma consiste à résoudre à chaque pas en temps un système linéaire
du type suivant: trouver u Ia vitesse du fluide, , la vitesse dL la structure,
p la pression du fluide et À la force de contact sur l'interface fluide-structuró
tel que

À partir de cette méthode, dans la section suivante on construit un al-
gorithme augmenté en pénalisant la contrainte de couplage en vitesses Buu *B22u:0. D'une manière différente de celle de la métho¿e ¿u lagrangien aug_
menté standard, nous ne pénalisons plus la contrainte B11u :0 qui peut êtr"e
traiter efficacement pendant la résolution du problème du fluide.

La méthode du

2. PRÉSENTATION DE L'ALGORITHME AUGMENTÉ

Pas 1 Initialisation
Soient p > 0, lc:0, r Þ 0, u_t € IRn2, À6 € IRm

Pas 2 Résolution du problème de la structure
trouver u¡ e Rn2, tel que

(5) (lt + ra!rra22) un : Ís - BLrÀt, - rB!228¡u¡_y

Pas 3 Résolution du problème du fluide
trouver (r*,pn) € IR.zr x iR.Ç, tel que

(6)
Ae -t rBBtBzt B!,,

B:n0

(7)

Pas 4 Réinitialisation
Àft+r : Àn i p(Bztrx I B22u¡)

k +- k * 1 retour au pas 2

3. CONVERGENCE DE L'ALGORITHME AUGMENTÉ

3
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(1)

Ap € Mn, (R) matrice symétrique, tel que
1ap ) 0, Vr,l € IR.7¿1 , (Apwr,.t) > orll.rll"

13) t A, e Mn, (lR) matrir e symmétrique, tel que\ / 
l. los > 0, Vw2 € lRn2, (Asw2,.r) > "rll.rll,Bn e M0,", (R) , Bzt e M*,n, (R) , Bzz e M^,n, (R) ,

./" e R"", "fs € lR"r.
On note

B:(BI O \"-\"" a")
et par la suite, nous travaillerons sous |hypothèse suivante

(4) rang(-B) :q+rn.
sous les hypothèses (2), (g) et (4), le système (1) admet une sorution

unique.

Remarque. L'égalité B¡u :0 représente la forme discrète de la condition
d'incompressibilité du fluide et l'égalité Buu t B22u:0 représente la forme
discrète de la condition de couplage en vitesses, i.e. les vitesses du fluide et de
la structure sont égales sur la surface de contact fluide-structure.

Pour la résolution du système linéaire de type mixte-hybride (1) on peut
utiliser plusieurs algorithmes parmi lesquels ,rorr, .itorrr: I'aþorithm e d,rJiawa
(voir, par_exemole, [1]) et la méthode du lagrangi"r, urrg-..rié (voir, par exem-
ple' [2]). Mais, les algorithmes cités ci-dessus ne permettent pas la résolution
découplée du problème fluide-structure, c'est à dire les problèmes du fluide et
respectivement de la structure ne sont pas résolus sépãrément. on ne peut
donc pas utiliser les théories et les codes numériques áéjà existants pour cha-
cun de ces deux problèmes.

On peut surmonter cet inconvénient en utilisant la méthode itérative
présentée dans [4] pour la résorution découplée du problème fluide_structure.
Malheureusement, cette méthode converge lentement.

Remarques. c'est le paramètre r qui fait la pénalisation de la contrainte
Bzp * B22u:0. Pour r:0 on obtient l,algorithme présenté dans [4].système (6) peut être résolu d.'une manière efficace par un aigärithme
d' U zaw a f gradient conj ugué préconditionné.

Le critère pratique d'arrêt est llB21u¡ t B22u¡ll { e.

Ap0
OA,

B:: 0
Bzt Bzz

{

) (;:) : ( re - BhÀ* - rBg'Bzzv* 

)

On prouve maintenant un résultat de convergence d.e I'algorithme présenté
ci-dessus.

THÉonÈn¿p 1. Sous les.hypothèses (2), (S) et @, pour tout u_1€ R,r,
À¡€lRmeúo(p( ( ap dc ì

unesuite{(ur,,o,ol,"^:;}W;,#l:),',!"'"',:"::::::';::"î,i*"*
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Démonstrati,on. On va faire Ia preuve en trois étapes:

1) /liä @ò : u ct fim (r*) :,
2) JÏà (Àt) : À

3) Æä 
(Px) : P

1) Soient (u,r,p.,À) la solution du système (1) et {(u¿, utc, Ph, À*)}¡>o

la suite donnée par I'algorithme (5)-(7).
On utilise les notations suivantes:

Tk : u - uk, uk : I) - uk) Pk:P - PIct Àt : À - À¡'

D'après (1) on a B¡u I Bzzu: 0 et en utilisant (7), on obtient

Àr+r : \n -t P(Bn''n + B22uh) '

On utilise maintenant l'égalité

lla+ bll2 : lloll2 + llóll2 i 2@,b)

et on obtient

(8) llf**r ll' : lll* ll' * ,' llBzpt 1- B22u¡,112 1- 2p (À¡,, Bztun + B22uk) .

On a l'égalité suivante:

(9) (),e,Bvu¡+ B22uk): (A[r\¡,,ø*) + (A$r\n,'n)'

D'après (1) on a

Asu * B!r¡, : fs et, B^u I B22u : 0,

ce qui donne

(10)

d'où

Asu I rBlrr(F,21u -l B22u) + B!r¡,: ¡t'
D'après (5) on a

Asu¡ I rBt2 (B2Luk: * B22u¡) * B$),¡, : f 5

En utilisant les deux dernières égalités, on obtient

B3rÀ*: -Asut, - ratrn¡)'k-7 - rB!22822u¡

(a!r\r''r) :
(11) : - (Asu¡¡,rn) -, (a$rar1a¡,-1,ùn) - r (B$rB22u¡,u¡)

-- - (Asr*,rn) - r (BzP*-t,Bzzun) - r (822u¡,,Bzzù*)

D'après (1) on a

Apu I Bl,tP + B!.rÀ: lp et Bztu I B22u :0

La méthode du laeraneien

ce qui donne

Apu t Bltp + rBtl (B^u i B22u) + BL^ : f p.

D'après (6) on a

Apu¡ * B!.pn 1- rBlr(Buun * B22up) + Bh^h : f r,.

En utilisant les deux dernières égalités, on obtient

(L2) BLr\r: -Apun - Blrpr - rBlrrB¡u¡ - rB!21822ù¡,

d'òu

(a|r^r,'*) :
: - (Apu ¡, u n) - (Blrp *,, *) - r (AlrÙvø *, u t") - r (B!rra22u ¡, a t) :
: - (Apu¡,un) - (p*, Bnun) - r (B¡u¡, Buu*) - r (822u¡r, Bztu*) .

Mais d'après (1) on a B¡u : 0 et d'après (6) on a B¡u¡, :0 Donc, on
obtient Bnun: 0 ce qui implique

(13) (Bl"\r,ar) : - (Apux,uù - r (Buun, Bztux) - r (822u¡, Bzpù .

D'après (8), (9), (11) et (13) on obtient

llr*ll'- lllo*'ll':
: 2p (Asùx,ut) I 2r p (B¡u¡-¡ Bzzut) I 2r p (Bzzut, Bzzu*)

-l2p (Apu¡,At) + 2r p (821u¡, Bztu*) -l 2r p (Bzzrn, Bztun)

-p2llB^uk -f B22u¡,112 .

En utilisant dans I'égalité ci-dessus I'inégalité suivante

2 (Bvu¡-1, Bzzut) >- - (Bztrn-t, Bztun_t) - (Bzzrx, Bzzux)

et le fait qùe rp ) 0 on obtient I'inegalité

llI* ll' - llI**, ll' > ro (Asu¡,, u¡) -
-r p (821u¡-t, Bztùk_t) - , p (Bzzù*, Bzzu*) -l 2r p (Bzzun, B22u¡) *

*2 p (Apu ¡, A r) t 2r p (Bvup, Bztu *) I 2r p (Bzzut, Buu *)

-p2llBnu* -t B22u¡ll2
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ou écrite d'une manière équivalente

( ll 
l- ll' -t r p llBvoo-, ll') - ( ll 

ro*' ll' *, r llBn,xll') >

> 2p (Asu¡,rn) -l2p (Apu¡,,un) - p2 llBzpn + Bzzu*ll2 +

ir p (822v¡, Bzzun) -l r p (Bvu¡, Bztu*) * 2r p (Bzzù¡,, B21u¡r) :
:2p(Asu*,un)'f2p(Apu¡,"ù -l p(, - p)llBztut + B22rkf .

On utilise maintenant les hypothèses (2) et (3) dans la relation ci-dessus
et on obtient

I ulor. en utilisant l,inégalité (16) onI

Mais une su*e décroiss anr e ."".,.: ; :l]": ;:ll1rl::î::-"ïeante, d, òu

;5i f (ff uf f +,pllBzpn-ttt,) - (ttr*+,11, + rpllB2la¡ll,)] : o

En utilisant les relations (15) et (16) on obtient la conclusion de la première
étape.

2) Intéresso 
{Àr}r>0.

D'aPrès la p ar-rll'j 
uroconverge

Pour0lp{, ,oestbornéeet,en
conséquence, il e convergente vers unpoint d'accumulation À*.

En passant à la limite dans r'égarité (10) et en tenant compte de rapremière étape, on obtient

BlrQ.-À) :0.
Mais sous l'hypothèse_ (4) on a rang(822): rn, donc les colonnes de Bj, sont
linéairement indépendantes, ce qui implique À* : À, crest à dire {À¿}*- u ,r,
unique point d'accumulation.

Pour finir la deuxième étape, on utilise re résurtat suivant: dans un espace
de dimension finie, une suite bornée avec un unique point d,accumulation est
convergente.

3) Intéressons nous maintenant à la convergence de la suite {pr} uro lD'après (6) on a

Apu¡ç t Bl,tpn + rB$r(Bzpt i B22u¡) + BL^k : Íp.
D'après les deux premières étapes, on obtient que Blrp¡ est bornée. sous
I'hypothèse (a) on a rang(811) : q et on déduit n"" øÌ*ro est bornée, soitp* un point d'accumulation de cette suite. En pumurrt'a iíiÍ-it. dans l,égarité
(72), on obtient

BBz@. - P) :0.
Puisque rang(811) : g , alors p* : p. selon le même type de raisonnement
que celui utilisé dans la deuxième étape, on obtient lu.o.ru"rg"nce d.e {p*}nrovers p. n

o
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(14)
( 

l l 
l- 

l l' -t r p llB¡a*-, ll') - ( l[o*' ll' *, o llnrrø rll') 2

) 2pas ll"rll' + 2pap lla¡,112 I p (r - p) llBuut * 822Ð¡ll2

Dans la suite nous démontrons que la suite

{ ll I ll' * r p llBzo,,-' ll'}*ro

)
a,F as

est décroissante pour 0 < p < r * min

Si 0 < p ( r alors on déduit de (14
IIE'"IP, IIE;P

)

(15) (lllll' i rpllB2lor-'ll') - (ll^**' ll' *,oll+,raoll") 2
) 2pas ll"oll' + 2pap llu¡ll2 ,

d.'oùonobtientlefaitquelas"ite{lllkll'*rollBzpt-tll'}*roesrdécroissanre.
On a les inégalités

llan (ø*) * Bzz (t*)ll' S (ll&z|l ll¿rll + llazzll llzrll)' <

< z (lla^ll' llarll' + llr,zrll2 llrrlf) .

Sir(palors

p (r - p) llBn(¿*) + Bzz (r*)ll' < zp (, - p) (llarrlt' llarll' + llBzzll2 ll"rlf)
et en tenant compte de (1a) on obtient

( 
l l 

^- 
l l' -t r p llBvuo-, ll') - ( l l 

r**' ll' *, r llp^o tll') >

(16) (o" * (, - p) llarrll') lùt

(o" * (, - p) lllrrll') llor

>2p

i2p

+
t

2
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At¡stract. The theory of singular integral equations and boundary ploblems for ana-

lytic functions with piecewise Hölder and piecewise continuous coefficients along Lyapunov

curves has been developed rather completely. Many rvorks are devoted to this theme, among

which we mention only fundamental ones [1 6]. Further the theory of singular integral

equations and boundary problems deveìoped intensively in such directions as, for example,

wàakening conditions on the class offunctions under consideration [7-8], on the coefficients

of equations and boundary problerns [9-11], the extension of admissible curves [12-16], the

study of singular equations which do not satisfy the condition of Hausdorff normal solvability

[12], of ringitul. intlgral equations with non-diagonal singularities (with shift) [18-25], etc'

The present work is a survey of problems and results reìated to the influence of corner

points of integration contour on various properties of singular operators' The main atten-

tion is paid to properties obtained by the author and which differ from the corresponding

properties in the case of a Lyapunov contour. Note that the case of an rrnlimited contour

has been considered in the author's work [26]

1.. ON THE E,SSENTIAL NORM OF SINGULAR OPERATORS

TnpORpvi 1.7. Letl be a p'iecewise Lgapunou contour with a fi,ni,te num-

ber of selfi,ntersect'ion po'ints, tt, tz, ..', tn be soïne po'ints on l, 0t, þ2, "',
Bn be real nurnbers and

TL

(1.1) p(t):\lt-trl7o
k:1

The operator

(1.2) (srp) Ø: * I*u" (r e r)
I
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