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CONVtrXITÉ AU StrNS DIRECT OU INVERSE ET
APPLiCATIONS DANS L'OPTIMISATION VECTORIELLE

NICOLAE POPOVICi

Résumé, Le but de cet article est d'étudier les problèmes d'optimisation vectorielle

ayant des fonctions objectifs convexes au sens direct ou inverse. Il s'agit notamment de

donner des conditions suffisantes pour que l'image d'un ensemble cône-convexe, propriété

qui joue un rôle important dans la plupart des méthodes de scalarisation utilisées dans

I'optimisation vectorielle.

1. INTRODUCTION

La cône-convexité de I'image des objectifs joue un rôle important dans

la plupart des méthodes de scalarisation dans I'optimisation vectorielle. Il
est bien connu que cette propriété est satisfaite dans le cas des objectifs

cône-convexes, mais elle n'est plus valable dans le cas des objectifs cône-

quasiconvexes quelconques. Nous nous pïoposons ici d'identifier, dans un cadre

abstraite, une classe des fonctions quasiconvexes, qui ont certaines propriétés'
qui les rassemblent à des fonctions quasiconvexes, qui ont certaines propriétés
qui les rassemblent à des fonctions cône-convexes lorsqu'on reprend le cadre

vectoriel.
Considérons deux ensembles E1 et E2 rßn vides, l1 : E1 x Et 3 Et

et 12 : E2 x E2 3 Ez deux applications multivoques et CI C E2 x E2 lurre

relation binaire. Nous adopterons la convention que Q : E2 3 Ez, (lA :
{y' e ørl(y,a') € O}, Yy e 82.

De plus, nous utiliserons les notations suivantes:

{l-a:{u'e nrlae Oa'},Çì"a:Ez\(C¿v) ,Yve El2.

Si Y est un partie non vide de 82, alors

{tY :u {f¿y I a eY}, [f¿]Y : o{Ogr I a eY},
[o-]Y:r-r{0-slaeY}.
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Rappelons [1] que I'ensemble polaire de ), par rapport à CI est définie par

ctç-y : [0] [o-] y.

Les notions suivantes ont été introduites par nous dans [b]:

DÉr'txlrrox I.7. tlne part'ie X de Elest d,i,te l1-conuere, si

fr ("t, *') c X, Yrt,r2 € X.

DÉ¡'rxrtror.r 7.2. so'it x une parti,e non uid,e etll-conuere d,e E,1. (Jne

foncti,on f : X -+ E2 est d,i,te (l¡Q)-quasiconuene sur X si

Í (t1(r1,"')) c ck¿- i/ @'),1 ("r)j,yr7,r2 e x.
Il est aisé de vérifier [6] que les fonctions (fr,CI) - ciuasiconvexes peuvent

être caractérisées en termes d'ensembles de niveau, comme suit:

PRoposItIoN 1.1. soit x un sous-ensemble l-conuere non u,id,e de E1
et soit f : X -+ E,2. Les assertions suiuantes sont équ,iualentes:

1) f est (ly0)-quas,iconuere sur X;
11) Lf (A): {, e. X: f (r) e Oy} estll-conue{xe,Vy e E,2.

ce résultat montre que la (f1, o)-quasiconvexité est une généralisation
naturelle de la quasiconvexité classique des fonctions à valeurs réeiles. Si .Ð1et
E2 sont des espaces vectoriels, C est un cône convexe dans E2 et

ft ("t, ,') : conv {rl ,r2} , vrt,r2 € E1(1) r, (at ,a2) :.on'iu' ,a2\ , va1,a2 e Ez
QA:A-C,VyeE2,

alors la notion de (f1,Í-))-quasiconvexité coïncid.e avec la notion de C- quasi-
convexité au sens de Dinh The Luc. Rappelons [3] qu'une fonction vectorielle
f : x -+ E2 défrnie sur une partie non vide et convexe d,e E2 est dite:

i) C-quasiconvexe sur X, si

/ ((1 - t) rr +tr2) e u - c,va € lf ("t) + cl n [¡ ("r) + cf ,, v], 12 € x,
Vú e [0,1];

ii) C-convexe sur X, si

/ ((1 - t)rL +tr2) e(1 - ú) r ("t) +tf (r2) - c, vr7,r2 e x,vú e [0,1].
'En particulier, si Ez : lR' et C : R! alors une fonction I : (h,..., fò ,

I t Ri est R.i-(quasi)convexe si et seulement si les fonctions 1,,,..,.,, f" ,'X _+
lR sont (quasi)convexes au sens classique.

Convexité au sens direct ou inverse 77

2. CONVEXITÉ AU SENS DIRECT OU INVERSE

Notons que I'application multivoque 12 n'intervient pas dans la Définition
L.2, ce qui montre que la notion de quasiconvexité est indépendante de la
structure de convexité de E2 et qu'elle est plutôt liée à la relation binaire Q,
qui remplace I'ordre induit par un cône lorsque la structure est vectorielle. En
utilisant essentiellement la structure de convexité induite par 12, nous avons
proposé dans [5] les notions de convexité généralisée suivantes:

DÉr'txlrro¡r 2.r. soi,t x un sous-ensemble non u,id,e etlr-conuere d,e E,¡.
Nous d'irons d'une fonction f : X -+ E2 qu'elle est:

i) (lr,l2,dl)-conueïe au sens direct sur X, s,i

(2) / (rr (r1, ",)) c c¿rz (/ ("r), f ("r)),vr1,r2 Ç x;
ii) (fl,l2r0)-conuere au sens,inuerse sur X, si

(3) rr(f ("t), f (",)) c 0-/ (r, ("', *2)),vrt,r2 e x.
THÉonÈup 2.r. soi,t x un sous-ensernble non uid,e etll-conuere d,e E1

et soit f : x -+ E2 une foncti,on (fr,fz, Çl)-conuere au sens d,i,rect sur x. si
la relation dl est transi,ti,ue et de plus, Qy est l2-conuere quel que soit y e 82,
alors la fonction f est (11,Q)-quasi,conuere sur X.

Démonstrati,on. Soient r7,r2 € X et U e Ez tels que f ("r), f ("2) e
Og. Puisque Og est un ensemble l2-convexe, on a fr(Í ("r), .f ("r))'C{lA,
d'où. on tire ol2 (t ç"'¡ , f ("")) c o (og). La relarion o éranr rransitive, on
a CI(Os) c (CIg/) et donc Ofz (/ ("r),1("r)) c 0e, Il en résutre que

r¿rz (/ (",), f ("r)) . ch_ {/ ("'), I ("")} .

Ensuite, puisque / est une fonction (fr,fr,o)-convexe au sens direct sur x,-
ona

/ (rr (21, "')) c orz (/ (r1), ¡ ("2))
ce qui montre que ,f est (f1, Í^))-quasiconvexe sur X. n

Remarques 2.1. Considérons le cas particulier dans lequel E1 et E2sont
des espaces vectoriels, c est un cône convexe dans E2 et 11, 12 et e sont
définies par (1).

1-. Il est aisé de voir que toute fonction C-convexe sur une partie convexe
x de El est à la fois (f 1, f2, f))-convexe au sens direct et au sens inverse sur x.

2- En vertu du Théorème 2.7 1l résulte que toute fonction (f1,f2,e)-
convexe au sens direct sur x est une fonction C-quasiconvexe surx.

3. En prenant Ez : lR et c : IR.-r nous retrouvons le cas des fonctions
scalaires.
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a) Dans ce cas) une fonction f : X + IR est (fr,fz,f))-convexe au sens
direct si et seulement si elle est quasiconvexe sur X au sens classique.

En effet, dans ce cas on a Of2 (¡ ("'),Í (r,)) :] - oo,ma*{/ (r1),
f ("'))] et donc la condition (2) est équivalente à

f (t"r + (1 - t)*t) < 
^u*{.f ("t),f ("')},vrl,r2 €x,vt € [0,1].

b) Il est aisé de voir que Ia condition (3) est satisfaite par n'importe quelle
fonction f : X -+ IR. En effet, en supposant le contraire, il existe rL,r2 e X
et f € [0, 1] tels que

tf ("t) + (1 - t)Í ("') < f (srr + (1 - ')*'), Vs e [0,1].
En particulier, pour s e {0,1}, ceci entraîne

tf ("') +(1 -t)l("t) (min{t1"'¡,f (",)}, vre ¡0,t] .

On aboutit à une absurdiié.
Par conséquent, toutes les fonctions à valeurs réelles sont (f1,lz,Q)-

convexes au sens inverse.
Les exemples suivants montrent que les conclusions de la Remarque 2.1,3

ne sont valables que pour des fonctions scalaires; plus précisément, il existe
des fonctions vectorielles cône-quasiconvexes qui ne sont (f1,12,f))-convexes
ni au sens direct ni au sens inverse.

Eremple 2.1. Soient Er : IR, Ez : lR2, C : RT et 11, fz, O définies
par (1). Considérons Iafonction f : Uufù: X: [0,1] + IR2, où het fz
sont définies par

h@):
-1 si r€10,7141

4r-2 si rellaftlal
1 si rel3l4,tl
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Par conséquent, la fonction / n'est (lr,fz,o)-convexe ni au sens direct
ni au sens inverse.

Dans ce qui suit nous allons voir que les fonctions cône-quasiconvexe qui
sont aussi convexes au sens directe et inverse ont certaines propriétés qui les
rassemblent à des fonctions cône-convexe.

3. APPLICATIONS DANS L'OPTIMISATION VECTORIELLE

Rappelons que si E2 est un espace vectoriel ordonné par un cône convexe
C, alors une partie Y de E2 s'appelle C-convexe si Y * C est un ensemble
convexe. On sait que si I , x -+ Ez est une fonction C-convexe sur une
partie non vide et convexe d'un espace vectoriel -81 , alors I'image / (x) est un
ensemble C-convexe. Dans ce qui suit nous allons montrer que les fonctions
(fr, fz, f,))-convexes au sens inverse ont unee propriété analogue.

Considérons de nouveaux deux ensembles non vides E1 et 82,11 : _Ð1 x
Et 3 E1 et 12 : E2 x Ez 3 E2 deux applications multivoques et Í) C E2 x E2
une relation binaire.

DÉ¡'lNIuoN 3.I. Une part'ie non uid,eY d,e E2 s,appellera (12,e)-conuere.
s1,

l, (a',a') c {l-Y, Vy|,a2 e Y.

TsÉonÈnrp 3.7. Soi,t X un sous-ensemble non u,id,e etlr-conuere d,e E.1.
Si f : X -+ E2 est une fonction (fr,fz, {l)-conuere au sens inuerse sur X,
alors f (X) est un ensemble (lz,{l)-conuere

Démonstraúion. Soient y|,A2 e f 6). Si 21, 12 e X sont tels que yl -
f ("') et y2 - f ("') alors 11 (r',r') C X, car X est l1-convexe, et donc

CI-/ (rr ("t,*')) c 0-/ (x) .

D'autre part, / étant (f1,f2,O)-convexe au sens inverse sur X, on a

rr(f ("'),f ("')) c f¿-/ (r1(rr,r2))
et donc l, (A',a') c 0- f 6). ¡

Dans le cas particuliel des fonctions vectorielles, on obtient le résultat
suivant:

coRolr-¡¡np 3.1. soient E1 et E2 d,eur espaces aectoriels, c un cône
conue:xe d,e E2 et so'ient lr, lz et Q défi,ni,es par (1). Si, f : X -t E2 est
une fonction (fr,l2,Q)-conuere au sens inuerse sur une partie x non uid,e et
conueïe de E1, alors f (x) est un ensernble c-conuere, c'est à dire f 6) +c
est conuere.

5

et

fz@):
1,-4r si r€,0,7141

0 si r elllaftla[
3-4r si rel3l4,7]

Il est aisé de voir que les fonctions lt et lz sont quasiconvexes et donc
/ est cône-quasiconvexe au sens de Dinh The Luc, c'est à dire / est (f1, f,l)-
quasiconvexe sur X.

D'autre part, pour rr1 : 0 et 12 :1 on a

f (rr (rt,r2)¡ : / ([0,1]) :
: ({-1} x [0,1]) u ([-1, t] x {o}) u ({1} x [-1,0])

et
rr(Í ("') , I (",)): conv{/ (0) , / (1)} : {(ú, -t) lt € [-i,1]]

ce qui montre qu'aucune des conditions (2) et (3) n'est satisfaite.



6

I

Nicolae 6 7 Convexité au sens direct ou inverse 81

L'étude de la cône-convexité de I'image / (x) de I'objectif du problème (P)

est motivée par le résultat suivant, qui est déjà classique dans l'optimisation
vectorielle [8]. Désignons par ,S' Ie simplexe standard de I'espace lR¿:

80

Démonstrat,ion. D',après le Théorème 3.1 il suffit de montrer qu'une partie

non vide y de Ezest C-cónvexe si et seulement si elle est (12, f))-convexe' Or,

cette équivalence est immédiate, compte tenu de (1)' I

Remarques3'l,l.Lecorollaireci-dessuscontient,enparticulier,lecas
des fonctions vectorielles C-convexes (vu la Remaryue 2.1,1)'

2. Considérons la fonction f : X: [0,1] -+ IR2, définie par

(r,l - r) si r el0, 1l\ {1,2}
(Il2,Il2) si r :0

(0,1) si r:ll2

s,.:

et par SB : ^9r,n 
Int(rei) son intérieur relatif.

Lptr¡tt¡p 3.1. Si Y est un sous-ensemble non a'ide deRn, alors

[J Argmin{< À,s > la e Y} c MinY,
À€s9

I I nrsmin{< \,U} laeY) cWMinY.
\J

À€,9.

Si de plusY estR\-conuere, alors

WMinY: U Argmin{< À,g > la e Y}.
l€,5.

Le théorème suivant donne une caractérisation de I'ensemble des solutions
faiblement-efficientes pour des problèmes d'optimisation vectorielle ayant Ia
fonction objectif convexe au sens inverse.

THÉonÈrvrp 3.2. Si I : (h, f2,..., f ò t X -+ IR?l est une fonction (f r, fz,
{l)-conuere au sense inuerse sur une parti,e X non ui,de et conuere d,e E1, alors

I' ens emble de s s olutions fai,blement- effici,entes du problème d' opt'im'is ation u ec-

tori,elle (P) admet la représentation:

WMin(Xlf) : U Argmin{<r,/(") > lre X}.
l€sø

Dé.monstration. C'est une conséquence immédiate du Lemme 3.1 ef du

Corollaire 3.1. !

L'importance pratique du théorème ci-dessus est motivée par le fait qu'il
permet d'utiliser la méthode classique de scalarisation d'un problème d'optimi-
sation multicritère convexe par des coefficients d'importance dans Ie cadre plus

général des problèmes ayant des fonctions objectif convexes au sens inverse.

Notons que la classe des fonctions vectorielles convexes au sens inverse

est assez riche, car elle contient en particulier toutes les fonctions composées

d'une fonction convexe avec une fonction ratio-affine au sens de Rothblum [7]:

DÉnnlrION 3.2. Soi,t X un sous-ensernble non u'ide et conuere de l'espace

euclid,ien R^. une foncti,on p : x -+ Rft eú dite ratio-ffine s''il eriste une

fonction aectoTielle ffine H : (ht, '.., hn) : X -+ IRe eú une fonction ffine

À : (Àr,...,Àr,) € Rî | Dln : t
i=I

r @):

Cette fonction n'est pas (fr,fz,C))-convexe au sens inverse sur X' car pour

rr:Il4et12:7f2ona
0-/ (rr (rt,*')) : f [114,112]) + R'* :

: {(ú,1 -¿) | ú € {0}u [1i4,t/zt]+n'z*

et donc
1_

(rlB,7lB):Tl, ("') + f ("')) etz(Í ("') ,/ ("')) \o-/ (rr (*',*'))'

D,autre part, il est aisé de voir que 
"f 

(X) est IRI -convexe, ce qui montre

que Ia réciproque du Corollaire 3'1 n'est pas vraie'

Tournons maintenant notre attention vers I'optimisation vectorielle' Dans

ce qui suit,El sera un espace vectoriel, Ez: IR' (n' e N' n>2) et C: R?'

De -ê.,'e, les applications multivoques f1 et f2 et la relation binaire Q seront

définies par (1).
Rappelonsquepourtoutsous-ensemblenonvideYdelR'",lesensembles

des poi.rts efficients ãt faiblement-efficients de Y sont définies par

MinY : {ao eY lY fiao - R? : {so}}
WMinY : {io € Y I Y 1,ao-tnt (mi) - Ø}'

si / : (.fi,..., rò , x -+ IR?z est une fonction vectorielle définie sur un

sous-ensemble non íia" X de ¡1, alors les ensembles des solutions efficientes

et faiblement-efficientes du problème d'optimisation vectorielle

ft@)
-> mrn

(P)
r"@)
reX

sont définies Par

Min (x | /)
wMin (x I /)

)ennin/(x))
) e wMin/ (x))

:{roeX f("0
:{roeX l("0
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à, ualeurs ré,elles h: X -+ Rfr eú une Íonct,ion ffine à ualeurs ré.elles h: X -+
]0, -[ telles que

p(r) : (hr(") lh(") , ..., hk@) ln@)), Vr e X.

pnoposruoN 8.1. Soi,t p : X -+ Rk une foncti,on ratio-ffine défi,ni,e sur

I'ensemble non u,ide et conuere x c lR." et soit g i Y -+ IRn une fonct'ion
R!-conuere, d,éfinie sur un ensemble conuex)e Y c lR.ft tel que p (X) C Y ' Si

lr, lz et {l sont d,éfinies par (1) (où fu: IR-, Ez : IR' et C : Rl) alors

la foncti,on composée f :gop: X -+lR.n est àlafoi,s (l'¡12,Q)-conuere au

sens d'irect et au sens znuerse sur X '

Démonstrati,on. En tenant compte du fait que les fonctions ratio-affines

transforment les segments en segments [7], c'est à dire

P (conv {*t,*'}): conv ({p ("t) , p ("')}) , V"t, 12 e X,

ii est aisé de voir que, sous les hypothèses de la proposition, les deux conditions

(2) et (3) sont satisfaites, d'où la conclusion. n

Pour conclure, notons que les fonctions vectorielles convexes à Ia fois au

sens direct et au sens inverse sont des fonctions quasiconvexes qui ne sont pas

forcément convexes, ni strictement quasiconvexes' mais qui possèdent des pro-

priétés supplémentaires utiles dans I'optimisation vectorielle, notamment pour

i'étod" de Ia structure topologique des ensembles d'efficience [2] et pour cer-

taines méthodes de scalarisation des problèmes d'optimization multicritère [4].
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THE OPTIMAL EFFICItrNCY INDEX OF A CLASS OF HERMITE
ITERATIVE METHODS WITH TWO STEPS

ION PAVALOIU

Abstract. The inverse interpolatory polynomials of Hermite type with 2 nodes, all
having the same order of multiplicity q € N, provide a class of iterative methods for solving
scalar equations. In this note we determine the iterative method with the highest efficiency
index: the optimal method is obtained for q - 2.

1-. INTRODUCTION

As we have shown in [7], the problem of determining the Hermite interpo-
latory interative methods having the optimal efficiency index cannot be solved
in the general case. We have determined however in [7] some upper and lower
bounds for the efficiency indexes; these bounds depend on the coefficients of

, the characteristic equation whose positive root provide the convergence order
of the considered equation.

In this note we shall consider a subclass of Hermite interpolatory meth-
ods, based on two interpolatory nodes which have the same multiplicity o¡der
S € N. We shall use the efficiency index defined in [a] for determining the
method with the optimal efficiency index.

Let I:Ío,d, o,be R, a1b, f : I -+ -R and consider the equation

(1) /(r) :0.
.We 

assume that this equation has a unique solution r ela,b[. For solving
the above equation we consider a function g : I -+ I and we also assume that
z is the unique fixed point of. g in I.

For approximating z there is usually taken an element from the sequence
(r")"ro generated by the iterative method:

(2) tstr: S @r), s : 0, I,..., rs e I.
More generall¡ if h : Ik -+ I is a function of k variables whose restriction

to the diagonal of the set Ik coincides with g, then the following sequence may
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