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ZUR INTERPOLATION GESTREUTER DATEN

EGON SCHEFFOLD

Abstract. In dieser Note wird gezeigt, dafl man gestreute beziechungsweise regulire
Daten ohne Hinzunahme willkiirlicher Daten mit ein und derselben Methode interpolieren
kann. Die interpolierende Funktion s kann in einem gewissen Funktionenraum als Spline-
Funktion betrachtet werden, fiir welche der Ausdruck

(/ [ (o (””’y’)zdmdy>1/2

minimal wird. Obwoh! die Spline-Funktionen Tensorprodukte von Funktionen einer Vari-
ablen sind, handelt es sich dabei nicht um die Tensorprodukt-Methode.

1. INTERPOLATION GESTREUTER DATEN

Gegeben seien n Punkte (z;,y;) im Euklidischen Vektorraum R? und n
reelle Zahlen z;(1 <% < n). Es geht nun darum, durch die n Punkte (z;, y;, ;)
im R? eine hinreichend glatte Fliche zu legen, d.h. eine moglichst einfache
differenziebare Funktion f : R? — R zu finden, so daf gilt: f(zi,1;) = 2, fir
1<i<n. A

Als theoretischer Hintergrund fiir dieses Problem geniigt die folgende, aus
der Hilbertraum-Theorie bekannte Tatsache:

SATZ 1. Es sei H ein reeller Hilbertraum und V die lineare Hille der n
linear unabhangigen Vektoren ui,uo,...,u, € H. Dann gili:
(i) Zu jedem n-Tupel (21, 22,-..,2,) € R™ gibt es genau dann ein u € V
mit (u,u;) =z firl <i<n.
(i) Firve H mit v #u und (v,u;) =2 fir 1 <i<n gilt
v—u€V?h flull < o]l und (v —ul < ol

Wir wihlen nun im R? ein Rechteck T := [a, b] X[c, d] so, da§ die n Punkte
(%i,¥:) in Inneren von I liegen. Im Beispiel ([2], 5.) sind die Funktionen
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aus dem Funktionenraum K22 () durch 9 Koordinaten darstellbar. Zur
Vereinfachung setzen wir nun die ersten 8 Koordinaten gleich 0 und erhalten

fiir das Rechteck I den entsprechenden Funktionenraum K(()2’2) (I), bestehend
aus den Funktionen f mit der Darstellung

flz,y) = /: /Cy(:c —s)(y — 1) f(s,t)dsdt

fir alle (z,y) € I, wobei f ein Element des reellen Hilbertraumes L3(I) ist.
Da nach ([2], 1.5) eine eindeutige Beziehung zwischen f und f besteht, nennen

wir f die (Hilbertraum-) Koordinate von f. Die Funktionen aus Ké2’2) (I) sind
stetig differenzierbar (vgl. [2], 1.3).
Fiir festes (z,y) € I sei auf I die Funktion £,y definiert durch

é(w,y)(sat) = (:I) = 3)+ y (y = t)+7
wobei wie iiblich (z — s)4 bedeutet:

( ) (x—s) fir s<uz
T —8)y =
T 10 fir s> z.

Eine Funktion f € Ké2’2) (I) 148t sich dann mit Hilfe des inneren Produkts
(,-) auf L%(I), der Funktionen £, ,) € L2(I) und ihrer Koordinate f € L2(I)
kurz so darstellen:

flz,y) = (5(z,y), f)

fiir alle (z,y) € 1.
7Zu jedem Punkt (z,y) € I definieren wir nun eine Knotenfunktion k(; .y €

Kgm) (I) wie folgt:
k(m,y) (Sa t) T (é(s,t)a g(m,y))

— /ab Cd(x—71)+(y—72)+(8—Tl)+(t—72)+d’fld72
= (/ab(m— 71)+(8 -Tl)+dT1) (/Cd(y —72)+(t—72)+d72) .

b
kz(s) := / (x —11)4(s —71)4dr  und

Wir setzen

d
b0 = [ =mt=m)dn,
c
Die Auswertung der beiden Integrale ergibt:
k(o) (5,) = ka(s) - ky(t)
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(z 65) (= 665) +(s—a)($_22')_ fir s<z
ka(s) = (z —a)® (z —a)?
o . +(3—"1)—2"“ fir s>z
und
—#)3 —c)® —¢)?
G e o T iy oy
ky(t) = — )3 —¢)?
(y —¢) (y —c) =
o +(.£_C)_2,_ fiir t>y

Unter einer Spline-Funktion verstehen wir nun eine Linearkombination
von Knotenfunktionen. Knotenfunktionen zu inneren Punkten von I sind
linear unabhingig, wie aus dem Beweis des ndchsten Satzes hervorgeht.

SATZ 2. Sei P = {(z1,91),---, (%n,Yn)} ein Knotensatz im Innern des
Rechtecks I, bestehend aus n verschiedenen Knoten. Ferner seien n reelle
Zahlen z;(1 < i < n) vorgegeben. Dann exzistiert genau eine Linearkombina-
tion [ =Y i) ik(g, 4,y der n Knotenfunktionen kg, vy mit BRG] =2 iy
1 <1< n.

Beweis. Wir zeigen zunichst, daf8 im Hilbertraum L*(I) die Koordi-
natenfunktionen é(;; ..y linear unabhéngig sind.

In L*(I) sei nun >0, Bi€(z; ) = 0 mit B; € R fir 1 < ¢ < n. Da
>ois Bi€(s;,y,) eine stetige Funktion auf I ist, folgt

n

Zﬁi(wi —8)p-(yi—t)4 =0 firalle (s,t)€l.
i=1
Ordnet man die Knoten (z;,y;) lexikographisch an und ist (Zn,Jn) der

letzte Knoten in dieser Anordnung mit Koeffizient f,, so gibt es positive
Zahlen 1 und ro mit

0= Zﬁz(@ —8)4 - (Ui — 1)+ = Bp(@n — 8)(Fn — ¥)
i=1

firZp—r1 <5 <Zp und g, —r2 < t < Y,. Hieraus folgt B 0 Analog ergibt

sich B,,_; = 0. So fortfahrend erhélt man, daf alle Koeffizienten f; gleich 0

sind. Die Funktionen £, ,,) sind also linear unabhangig in L?(I). Nach Satz
n

1 gibt es genau ein u == Y Qg ;) € L? (I) mit
=1

(u, g(mi’yi)) =Zzj fuir1 <7< n.
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Nun ist
n
5= (0 Fang) = D % (oo o)) =
i=1
n
=i Zal (E(wg ,y; ’ (muyl ) Zaz I,,y; J’yj)
i=1

fir 1 < j < n. Dies bedeutet, es gibt genau eine Spline-Funktion f mit
f(zi,y;) = % fiir 1 < j <mn, ndmlich f = E ik 1) -
Die Koeffizienten «; sind die elndeutlg bestlmmte Losung des Gleichungs-

systems

n

(*) Zk(xivyi) (Xj,yj) C oy = 74

i=1
fir 1 <35 <n,qed. O

2. SPLINE-INTERPOLATION IN K% (I)
Es sei f € K (2 2) (I) und P = {(z1,41),---,(%n,yn)} ein Knotensatz im
Innern von I Nach Satz 2 existiert dann genau eine Spline-Funktion sy :=
Z 0 - K(gy i) mit s5 (%5, 95) = f (zj,y;) fir 1 < j < n. Als Ma8 fiir die Dichte

des Knotensatzes P im Rechteck I definieren wir die Grofle

ar)= s {in o=+ - 00%}

(wy)el (1sisn

Fir die Spline-Interpolierende s¢ von f gelten nun folgende Aussagen:

Satz 3. (i) Ist g € K((,Z’Q) (I) mit g # sg und g (z,y;) = f (i, u:) fir
1 <4< n, so gilt
g1l > 11571l
wobei ||| die Hilbertraum-Norm von L? (I) bedeutet.
(ii) Der Fehler lifit sich mit der Supremumsnorm |||, wie folgt ab-
schatzen:

If = s¢ll., < Cd (P) H}H mit G =2/(b—a)({d—c) (b+d—a—c).
(iii) Ist (P,) eine Folge von Knotensdtzen im Innern von I mit li_)m d(P,) =
n—o0

0, so konvergiert die Folge der dazugehdrigen Spline-Interpolierenden ((Sf)n)
von f gleichmdfig gegen f auf I.
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Beweis. Zu i) Aus %(zi,yi) =gy fir1 <i<n folgt

n n
s = Zai’é(mi,yi} = Zaig(zi,yi)-
i=1 i=1
Nun gilt fir1 <7< n:
g (x4,95) = 5(m,-,y,~),§) = f (24, 95)
sy (z,95) = 5(z,-,yj),5f) = f (z;,5) -
Nach Satz 1 ist daher ||57|| < |[g]l. Zu ii) Sei (z,y) € I. Dann existiert ein
Knotenpunkt (z;,y;) mit |z — z;] < d (P) und ly — | < d (P). Aus
s; (@) — f (z,9) = 55 (@,y) — 57 (@5,45) + f (25,95) = [ (%,9)
folgt
|ss (z,y) = f (z,9)] < s (@,9) - "'f (4, 95)| + | f (25,57) — f (@ 9)| =
= | (Elew) — Ewsru)r 7 Ewa) ~ Empu) I )| S
|E(s ) = &z || 13711+ |[Ete) — Eeyom) Hﬂ
< 2\ f|[ 1Eew) — Elwsou)

da ||5fl| £ “fn nach (i). Nun ist

|

Ferner gilt

N

b d
// 5= 8), (y— )y — (55— ), (5 — 1)) dsde

Eea) ~ Ewi )

[(z—8)y (y =)y — (25 )+(y1—t+|<
< |(.’L‘—S)+{( t)+ (y] t)+}| +| Y — )+{ :L‘—S - .’L‘j—— +}|
<(b-a)ly— yg|+(d—6)|x—$g|<(b—a+d-) (P).

Hieraus folgt
e ~ Eapan]| < G—atd=0) - d (P VE-a) =0
und somit

ls;— fll, <2(+d—a—c) (b—a)(d—c)-d(P)“f”.

Zu iii) Dies folgt sofort aus Punkt (ii), q.e.d. [
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Die vorher betrachteten Spline-Funktionen verschwinden auf den Rechteck-
seiten {(z,¢) :a <z <b}und {(a,y) :c <y < d}, und die Knotenpunkte liegen
im Innern des Rechteckes. Diese Beschrinkungen lassen sich vermeiden, indem
man zum Beispiel den ganzen Raum K (>2) (1 ) als direkte Hilbertsumme seiner
9 Koordinatenrdume betrachtet. Fiir diesen Raum lassen sich zu den Sétzen 2
und 3 analoge Aussagen beweisen. Fiir die interpolierenden Spline-Funktionen
s ist dann die folgende Hilbertsummen-Norm minimal:

bt = (stoe+ (Zotwa) + (Zsta) + (s taa) +

d

c/ ((3(12)28(&, ?}))2 + (a%)—gs (a, y))zdy+

/b ((_;:?9 (if,cJ)2 + (@%b (m,c))gdm +

a

d /b /d <<am)fiay)23(¢’y))2dxdy

Was die Darstellung und Berechnung von Spline-Funktionen anbelangt, ist
aber die Sache um einiges umfangreicher.

.+.
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