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ZUR INTERPOLATION GESTREUTER DATEN

EGON SCHEFFOLD

Abstract. In dieser Note wird gezeigt, daß man gestreute beziehungsweise reguläre
Daten ohne Hinzunahme willkürlicher Daten mit ein und derselben Methode interpolieren
kann. Die interpolierende Funktion s kann in einem gewissen F\rnktionenraum als Spline-
F\rnktion betrachtet \{erden, für welche der Ausdruck

(1, I G#*"(", s))' o'u,)'''

minimal wird. Obwohl die Spline-F\rnktionen Tensorprodukte von Funktionen einer Va¡i-
ablen sind, handelt es sich dabei nicht um die Tensorprodukt-Methode.

1. INTER,POLATION GESTREUTER DATEN

Gegeben seien n Punkte (*¿,Aò im Euklidischen Vektorraum iR2 und n
reelle Zahlen z¡(I < i < n).Es geht nun darum, durch die n Punkte (r¿,y¿,2¿)
im IR3 eine hinreichend glatte Ftäche zu legen, d.h. eine möglichst einfache
differenziebare Funktion /: IR.2 -+ IR zu fi.nden, so daß gilt: f (r¿,A¿): z¿,-fur
L 1i 1n.

Als theoretischer Hintergrund für dieses Probiem genügt die folgende, aus
der Hilbertraum-Theorie bekannte Tatsache:

Setz 1. Es sei H ei,n reeller Hilbertraum undV d'ie lineare HüIIe der n
I'i,near unabhöngi,gen Velctoren ut¡ltr2t. . . ,un e. H . Dann gilt:

(i) Zu jedem n-Tupel (A, 
"2,. 

. . , zn) € IR." 9iôú es genau dann ein u Ç V
mit (u,u¿) : z¡ für L < i 1 n.

(ä) Fíir u € H mi,t u I u und (u,u¡) : z¿ für I < i < n gilt

u-ueyr, ll"ll < llrll und llr-"ll < llrll.
Wir wählen nun im IR2 ein Rechteck I :: îa,b]x [c, d] so, daß die n Punkte

(r¿,Aù in Inneren von .f üegen. Im Beispiel ([2], 5.) sind die F\rnktionen
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aus dem Funktionenrarm K(2,2)1O) aurch 9 Koordinaten darstellbar. Zu

Vereinfachung setzen wir nun die ersten B Koordinaten gleich 0 und erhalten

für das Rechteck I den entsprechenden Funktionenruu Kf,2'')(1), bestehend

aus den Funktionen / mit der Darstellung

f @,ù : [" fo @ - s)(a - t)f þ,ú)dsdú\ t¿' 
Jo J"'

für alle (r,a) e 1, wobei / ein Element des reellen Hilbertraumes,L2(1) ist.

Da nach ([2], 1.5) eine eindeutige Beziehung zwischen / und / besteht, nennen

wir / die'iHitu"*ru,rm-) Koordinate von /. Die Funktionen il1s l(f,2'2)(1) sind

stetig differenzierbar (vgl. [2], 1.3).
Für festes (*,ù e .I sei auf I die Funktion ã1r,y¡ definiert durch

ë6,s¡(s,t) :: (r - s)+ '(a - t)+,

wobei wie üblich (, -.t)+ bedeutet:

((r- t\ für s1r
(" - ")* 

: 
lò für ,, *.

Eine F\rnktion / e K[''') (1) läßt sich dann mit Hilfe des inneren Produkts

(., .) auf L2Q), der Funktionen õ1ø,y¡ e L2Q) und ihrer Koordinate f e f21f¡
kurz so darstellen:
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mit

,(r -")2 für s ( r'2

o für s>Í

und

Unter einer Spline-Funktion verstehen wir nun eine Linearl<ombination
von Knotenfunktionen. Knotenfunktionen zu inneren Punkten von 1 sind

Iinear unabhängig, wie aus dem Beweis des nächsten satzes hervorgeht.

Strz 2. Sei, P: {(rr, Ut),...,(*n,y")) ei,n Knotensatz'im Innern rl,es

Rechteclcs I, bestehend aus n uersch'iedenen Knoten. Ferner seien n reelle

Zahlen zi(I < i < ,) uorgegeben. Dann eristiert genau e'ine Linearkombina-
tion f ,:DT:taik(rn,ao) der n Knotenfunktionen k@n,yu) mit f (r¿,aù : z¿ für
I 1i, 1n.

Bewei,s. Wir zeigen zunächst, daß im Hilbertraum L2(I) die Koordi-
natenftrnkt\onen ãç*n,y ¡ linear unabhängig sind.

m f2Q) sei nun D" ,þ¿ë@n,!j;) :0 mit É¿ € m für 1 ( i 3 n' Da

ÐT:, þ¿ë@0,r.¡ eine stetige Funktion auf ,I ist, folgt

n

\,00{"0 - s)+ ' @¿ - ú)+ : 0 für alle (s, Ú) e 1'

i:r
Ordnet man die Knoten (r¿,y¿) lexikographisch an und ist (r",y") det

letzte Knoten in dieser Anordnung mit Koeffizient Bn, so gibt es positive

Zahlen 11 und 12 mit
n

o :l3Ár¿ - s)+' (9¿ - ú)+ : Bn@, - t)@" - t)
i:1

firr rn-rr 4 s 1în und yr, -rz 4 t l Un.Hieraus folgt Bn: 0. Analog ergibt

sich Brr_1 : 0. so fortfahrend erhält man' daß alle Koeffizienten B¿ gleich 0

sind. Die tr\rnktionen õ@,,aò sind also linear unabhängig in L2Q)' Nach Satz

1 gibt es genau ein u :: 
,Ðoontrrr,ou) 

e L" (/) mit

2
3

f @,ù : (rr,,ot,i)
für alle (r,y) e I.

Zu jedem Punkt (*,,a) e l definieren wir nun eine Knotenfunktion k@,s) e

I<t''") (r) wie fotgt:

kç*,r¡(s,t) :: (ô1",r), ë@,ù)

I"u I"'o - rù+(a - rz)+(, - rÒ+(t - r2)¡dr1dr2

(1"' o- ',)+(" - ",)*d"') (1.'r -,2)+(t -,2)¡a"z)

Wir setzen

k" (s) ::

kr(t) ::
l"u

1",

(r - n)-.'(s - r1),rdr1 und

(y-rz)+(t-12)¡dr2.

Die Auswertung der beiden Integrale ergibt:

lcp,s¡(s,t) : k,(s) 'ko(t) L<j<nfürã@, o")) : 'ju
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Nun ist

,-,å/-\zj : lu,ã(rn,aù): La; (6(cr,v;), e("¡,y)):
i=l

: it, (r{*,,0,),1(,,,0u)): Ë dik(,u,a,) @¡,ai)
i=l i=I

für 1 ( j < n. Dies b deutet, es gibt genau eine spline-Funktion / mit

f @¿,uù : zi f:iir I < j <n, nämlich I : D a¿k(kr, tu)'
i:l

Die Koeffizienten a¿ sind die eindeutig bestimmte Lösung des Gleichungs-

systems

Nun gilt für 1 < j 1n :

s (r¡,u) : 
f@i,r,),n).: 

/ (r¡,aì,

s ¡ (r¡,uì : l;o,,0ì,lr) 
: f @¡,uì .

Nach satz l- isr daher llã¡ll < ll/ll . zu ii) sei (z,y) e I' Dann existiert ein

Knotenpunkt (r¡, st\ ^ii l" - àtl S d' (P) und le - uil < d (P)' Aus

,¡ @,a) - f @,a) : st @,ù - s¡ (r¡'aì + I @¡'aì - f @'a)

Beweis. Zu i) Aus ã(",,yu) : ã(*u,yr) für 1 ( i ( n' folgt

:t
i:1

(r¡,9¿)aie
,AiÉ(*nlt: ait

i=l

für1(j(n,q.e.d.

2. SPLTNE-INTERPOLATTON rN ri'?''z) 1r¡

Es sei f e X[2'z) (/) und P: {(rt,at),.'.,(*n,y,,)} ein Knotensatz im
Innern von I. Nach Satz 2 existiert dann genau eine Spline-Funktion s"f ::
n

D oo'k(*r,an) mit s¡ (*¡,Aù : f (ri,y¡) f]Últ I < i < r¿. Als Maß für die Dichte
i=l
dei Knotensatzes P im Rechteck 1 definieren wir die Größe

{
(*-r)'+@-aù'

@,,ùl< lr¡ (", ù -.s r (".¡,a¡)l + | f @¡,a¡)

þ,,", -;1,,0,¡;;,) I 
i 

l(q"" ) - 
t(*,,o,),;Ð-

ì",,r - t@¡¡,s¡) 
l[ rr,iri + 

llar,,rr - il",,r,,ll ll4

=, llill llt",,,'- 
;ø,,0¡ll,

da llr¡ll = ll4l nach (i). Nun ist

11r,,,,, -t(,¡,oùil : {/ i U"- s)+ (a - t)+ - (*¡ -')+ (v¡ -t)*)'u'u'ì

folgt

lt¡ @,a) -

Ferner gilt

und somit

lls¡ - /ll- < 2 (b + d - a' - c) rftø - a) (d - c)

Zu iii) Dies folgt sofort aus Punkt (ii)' q'e'd'

mln
r<i1n

mit C :2 b-o)(d-")'(b+d-a-c

n

i,=7

d, (P) :: sup
(n,s)eI

il/ - "¡il- < cd (P) ll4l

I u(*,,r') (":,Y:) ' ai : zi

- f @,s)

1

Für die spline-Interpolierende s/ von / gelten nun folgende Aussagen:

S¡rrz 3. (i) /sú s e Kt2'2) Q) mi,t g I s¡ und, s(*¿,aù: I (r¡,aù fü,
l<i<n,sog'i,lt

lllll > llrill '
wobei llll die Hilbertraum-Norm uon L2 (I) bedeutet.

(ä) Der Fehler ki!3t si,ch mi't der Supremumsnorm ll'll* wie folgt ab-

schätzen:

l(" - ")* fu - t)+. . (r,i - s)+ (v1. ú)*1. <

< l(, -,)+ {(s :a.-üi_tlîil+ lis¡ tÐ;i(" - j)* !"i-:')*}l <

l'(b:¿) fu' - y,li (d- "ii* - "¡l< (b- a* d - c) d (P)'

Hieraus folgt

llt",r, -t(,¡,o¡) ll = 
tu - ar d- 

")
d (P). (b-") d-")

)

(iii) /sú (Pn) ei,ne Folge uon Knotensätzen im Innern uon I mi,t lim d (P") :

0, so konuergiert d,i,e Folge d,er d,azugehöri,gen spline-Interpol'ierenden ((s¡)r)
uon f gleichmd'uig gegen f auf I '

d (") ll4l
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Die vorher betrachteten Spline-Funktionen verschwinden auf den Rechteck-
seiten {(*'") : a I r ! b} und {(o,y) : c 1 y ( d}, und die Knotenpunkte liegen
im Innern des Rechteckes. Diese Beschränkurrg"r, lurr.r, sich vermeiden, indem
man zum Beispiel den ganzen Raum 7ç(2,2) (1) als direkte Hilbertsumme seiner
9 Koordinatenräume betrachtet. Für diesen Raum lassen sich zu den sätzen 2
und 3 analoge Aussagen beweisen. Für die interpolierenden Spline-Funktionen
s ist dann die folgende Hilbertsummen-Norm minimal:

l"l : (,6,"¡' . (#,(,,"))' * (&,@,"))' . (h,1o,"¡)'+\
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SOME SEQUENCES SUPPLIED BY INEQUALITIES AND THtrIR
APPLICATIONS
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Abstract. In order to prove the convergence of Ishikawa and Mann iterations, the
convergence of one type of sequences is needed. Our purpose, in this note, is to give a new
proof of the convergence for one of them. We also give generalizations for the sequences.

Keg word,s: nonnegative real sequences.a

b d
2

r/2

tr( 6++
@ù'

s (r,a) drdy 1. INTRODUCTION
ac @")

was die Darstellung und Berechnung von spline-Funktionen anbelangt, ist
abel die Sache um einiges umfangreicher.

The convergence of Mann, Ishikawa iterations are studied in the papers

[3], [4], [5]. This iterations are approximating the fixed point of strictly psedo-
contractive mapping. One role in the convergence of them is given by some
real nonnegative sequences, which are verifying one type of inequalities.

In Proposition 2.1, we give another proof to Lemma 2.1 from [ ]. The
proof from [4] of Lemma 2.1 is similar to that of Lemma 1.2 from [5]. Lemma
2.1 is used to prove the convergence of the Ishikawa iteration in [a].

In Proposition2.2 we will study the convergence of the real, nonnegative"
sequence (ørr), given by the following recurrence:

an+r1(I-u)a"*anM,
where ur e (0,71, M ) 0 are fixed numbers, and an e (0,7),Vn € N, a,, -+ 0.

Proposition 2.3, (see [3]), is a generalization of Proposition 2.2, but the
sequence isn't necessary convergent to zero. The sequence (a") is given by the
following recurrence:

en+r1(I-an)anIanM,
where DË, o¿n: (nt an e (0,1), Vn € N, and M > 0 is fixed.

In another context, Proposition 2.4 generalizes Proposition 2.2. The se-
quence (o") is given by the recurrence:

an+r1(L-o,n)an*dncn,,
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