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HOMMAGE À LA MÉMOIRE DE TIBERIU POPOVICIU

ELENA POPOVICIU

Dedié à la mémoire de l’Academicien Tiberiu Popoviciu

Résume. On évoque l’activité scientifique de l’académicien Tiberiu Popoviciu
le fondateur de l’Institut de Calcul de Cluj-Napoca de l’Académie Roumaine et

le fondateur de l’École Mathématique Roumaine d’Analyse Numérique.

Mots clé. approximation, interpolation, fonctions d’ordre supérieur (convexes,
non-concaves, polynômiales, non-convexes, concaves), Théorie de l’allure, F -
convexité.

1.

L’académicien Tiberiu Popoviciu est né à Arad (Roumanie), le 16 février
1906. Ses travaux sont devenus des points de départ pour des recherches im-
portantes. Ses résultats forment, aujourd’hui, un chapitre distinct de l’Analyse
Mathématique ayant des ramifications dans l’Analyse Numérique, la Théorie
de l’Approximation, la Théorie et la Pratique du Calcul, y compris, le Calcul
avec des ordinateurs.

Les travaux de Tiberiu Popoviciu sur la convexité d’ordre supérieur, sur la
représentation de certaines fonctionnelles et encore d’autre sujets mathémati-
ques sont considérés comme un chapitre de l’Analyse fonctionnelle.

En ceux qui suivent, je désire évoquer les résultats obtenus de Tiberiu
Popoviciu specialement dans la Théorie de la Convexité. Je désire, aussi,
remarquer certaines directions de recherche qui ont eu comme point de départ
les résultats de Tiberiu Popoviciu. Pour des détails on peut consulter la bib-
liographie qui se trouve à la fin de cette note.

Naturelement il ne faut pas oublier les importants résultats sur les opéra-
teurs linéaires et positifs, y compris les opérateurs de S.N. Bernstein, les
résultats sur la quasi-convexité, sur les fonctions spline, sur certaines équations
fonctionnelles et beaucoups d’autres.
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2.

Comme disciple et collaborateur de Tiberiu Popoviciu j’ai eu la chance de
diriger l’un des secteurs de recherche de l’Institut de Calcul. En cette qualité,
je suis devenue, aussi, le rédacteur en chef de la Revue d’Analyse Numérique et
de Théorie de l’Approximation, plusieurs années. Mes Séminaires de recherche
(il s’agit de trois Séminaires) ont été fondés quand j’ai été chercheur à l’Institut
(1960, 1967 respectivement 1972). Le programme de ces Séminaires est en
étroite liaison avec celui ci de l’Institut et, par consequence, avec les recherches
et les travaux de Tiberiu Popoviciu. Les trois Séminaires sont en pleine ac-
tivité, encore, aujourd’hui. Ils s’appelent ”Séminaire de Théorie de la Meilleure
Approximation, Convexité et Optimization”, ”Séminaire de Recherches Inter-
disciplinaires” et ”Séminaire d’Equations Fonctionnelles, Convexité et Approx-
imation”.

On remarque que l’activité scientifique de Tiberiu Popoviciu et celle de
l’Institut qu’il a fondé ont déterminé un mouvement d’une grande amplitude
qui est orienté vers les divers branches des mathématiques.

3.

Maintenant, pour souligner les resultats obtenus comme applications ou
bien comme généralisation des travaux de Tiberiu Popoviciu, j’en donnerai
des exemples.

Je l’ai dit, plus haut, qu’on distingue, parmi les recherches de Tiberiu
Popoviciu, la Théorie des Fonctions d’Ordre Supérieur (convexes, non-conca-
ves, polynômiales, non-convexes, respectivement concaves). On peut mettre
en évidence plusieurs voies pour arriver à cette théorie. Dans la monographie
[7] on peut remarquer les inegalités (1) et (5). Si l’entier n ≥ −1 est fixé et
X ⊆ R a le card X ≥ n + 2, on considère la fonction

(3.1) f : X → R.

Soit Y ⊆ X et card Y ≥ n + 2. Considérons l’ensemble de points distincts

(3.2) {x1, x2, . . . , xn+2} ⊆ Y

Pour obtenir les définitions de [7] il faut considérer aussi le cas dans lequel

(3.3) x1 < x2 < · · · < xn+2.

Désignons par Ph l’ensemble des polynômes de degré au plus égal à h. On
désigne par

(3.4) L(Ph;u1, u2, . . . , uh+1; ·)



3 Hommage à la mémoire de Tiberiu Popoviciu 83

l’opérateur d’interpolation de Lagrange construit pour les points distincts
u1, u2, . . . , uh+1 de X. Pour la fonction (3.1) l’image

(3.5) L(Ph;u1, u2, . . . , uh+1; f)

est un polynôme P ∈ Ph

P =

h∑
i=0

aiei, ei : R→ R, ei(x) = xi, i = 0, 1, . . . , h.

On a P (ui) = f(ui), i = 1, 2, . . . , h + 1.
La différence divisée

(3.6) [u1, u2, . . . , uh+1; f ] = ah

a un rôle très important.
Pour la fonction (3.1) considérée ici et en supposant (3.3), on a

(3.7) f(xn+2)− L(Pn;x1, x2, . . . , xn+1; f)(xn+2) =

= (xn+2 − x1) . . . (xn+2 − xn+1)[x1, x2, . . . , xn+2; f ].

On peut énoncer les définitions de Tiberiu Popoviciu.

Définition 3.1. La fonction (3.1) s’appelle
(3.8) convexe (non-concave, polynômiale, non-convexe respectivement con-
cave)

d’ordre n, sur l’ensemble Y , si l’on a
(3.9) [x1, x2, . . . , xn+2; f ] > 0 (≥ 0,= 0,≤ 0 respectivement < 0) quels que
soient

les points (3.2) de l’ensemble Y .

Définition 3.2. La fonction (3.1) s’appelle
(3.10) convexe (non-concave, polynômiale, non-convexe, respectivement con-
cave)

d’ordre n sur l’ensemble Y , si l’on a
(3.11) f(xn+2)−L(Pn;x1, x2, . . . , xn+1; f)(xn+2) > 0 (≥ 0,= 0,≤ 0, respec-
tivement < 0)

quels que soient les points (3.3) de l’ensemble Y .

Si on considère les deux définitions 3.1. et 3.2., on remarque que la relation
(3.11) exprime une propriété geometrique. Comme on peut le voir dans [14],
[17], cette propriété geometrique permet la construction d’une définition ana-
logue à celle de Tiberiu Popoviciu dans le cas dans lequel au lieu de l’ensemble
Ph on fait intervenir un ensemble interpolatoire quelconque, d’ordre h+1, sans
être linéaire.

Si nous nous rapportons, maintenant, à la relation (3.9) et à la définition
3.1. qui contient cette relation, nous remarquons la linéarité de la fonction-
nelle différence divisée qui intervient. A cause de cette linéarité et à cause
de la linéarité du calcul avec les différences divisées, les deux voies suivies
pour obtenir la définition des fonctions d’ordre n offrent des possibilités de
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généralisation tout à fait différentes. Pour en avoir des exemples concernant
les diverses généralisations on peut consulter [14].

Je désire fair encore une remarque. Les deux définitions 3.1. et 3.2. peuvent
être considérées comme des résultats d’un procédé de comparaison. Pour
obtenir 3.1. on a comparé la fonction (3.1) avec les éléments de l’ensemble
Pn+1. D’autre part, pour obtenir la définition 3.2, on a comparé la fonction
(3.1) avec les éléments de l’ensemble Pn. Dans le premier cas le critère a été
le signe des différences divisées (3.9). Dans le deuxième cas le critère a été
le signe de la différence (3.7). En même temps, la relation (3.7) exprime la
liaison entre les deux procédés de comparaison.

Si l’on considère l’interpolation dans des espaces abstraits (voir [14], [15],
[17]), alors on peut exprimer la comparaison, dont nous venons de parler, à
l’aide des opérateurs d’interpolation abstraite.

4.

Je désire, maintenant, dire quelques mots concernant les ensembles interpo-
latoires et la comparaison d’une fonction (qu’on doit preciser) avec les éléments
d’un tel ensemble.

Soit D un ensemble de fonctions réelles et d’une variable réelle, définies sur
l’intervalle [a, b]. On donne les points uk, k = 1, 2, . . . , h, h ≥ 1, distincts de
l’intervalle [a, b]. On donne aussi les nombres réelles yk, k = 1, 2, . . . , h.

Définition 4.1. L’ensemble D s’appelle interpolatoire d’ordre h sur l’inter-
valle [a, b] ou bien du type Ih[a, b] s’il existe, dans D, une fonction ϕ et une
seule qui satisfait les conditions ϕ(ui) = yi, i = 1, 2, . . . , h.

Soit donnée la fonction

(4.1) f : [a, b]→ R

et les ensembles F ⊂ G. On suppose que F est du type In[a, b] et G du type
In+1[a, b]. L’entier n ≥ 1 est fixé.

Soit l’ensemble de points

(4.2) x1 < x2 < · · · < xn+1

de l’intervalle [a, b]. On désigne par

(4.3) l = L(F ;x1, x2, . . . , xn; f)

où

(4.4) l(xi) = f(xi), i = 1, 2, . . . , n,

la fonction l ∈ F dont l’existence et l’unicité sont satisfaites.
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Définition 4.2. La fonction f s’appelle F -convexe (F -concave) sur [a, b]
si l’on a

(4.5) l(xn+1) < f(xn+1) (respectivement l(xn+1) > f(xn+1))

quels que soient les points (4.2) de [a, b].

On désigne l’ensemble des fonctions qui sont F -convexes (respectivement
F -concave) sur [a, b] par C(F, [a, b],+) (respectivement par C(F, [a, b],−)).

Les ensembles C(F, [a, b],+) et C(F, [a, b],−) ont beaucoup de propriétés qui
les font importants. J’ai étudié ces ensemble dans mes travaux (voir [14]).

Ici les ensembles F ⊂ G ne sont pas supposés linéaires. Dans le cas F =
Pn−1 on obtient les fonctions convexes d’ordre n− 1 sur [a, b] et les fonctions
concaves d’ordre n− 1 sur [a, b].

Désignons par C[a, b] l’espace linéaire, doué de la norme uniforme, des fonc-
tions continues sur [a, b]. Pour une fonction

(4.6) f ∈ C[a, b]

quelconque on peut se poser la question d’étudier les propriétés de la fonction

(4.7) gf ∈ G

qui satisfait l’égalité

(4.8) max
x∈[a,b]

|f(x)− gf (x)| = inf
g∈G

{
max
x∈[a,b]

|f(x)− g(x)|
}
.

On sait que l’ensemble G contient une et une seule fonction gf .
Dans [14] on trouve le

Théorème 4.1. Si f ∈ C(F, [a, b],+) (ou bien f ∈ C(F, [a, b],−)) alors on
a gf ∈ C(F, [a, b],+) (respectivement gf ∈ C(F, [a, b],−).

La démonstration de ce théorème résulte en se basant sur la propriété
d’alternance de Tschebytschef et en sachant qu’une fonction de C(F, [a, b],+)
(respectivement de C(F, [a, b],−)) ne peut pas prendre les valeurs d’une fonc-
tion de l’ensemble F que sur au plus n points distincts de [a, b]. Il faut consulter
[14].

5.

Les propriétés obtenues par comparaison avec celles des éléments des en-
sembles Pn ⊂ Pn+1 ou bien de F peuvent être étudiées d’une manière plus
générale en se basant sur la théorie de l’allure [15], [16].
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Soient donnés les ensembles non-vides A et B et l’ensemble aussi non-vide

(5.1) T ⊂ {T |T : A→ B}.

On considère la partition

(5.2) B =
m⋃
j=1

Bj , m ≥ 3, Bi ∩Bk = ∅ pour i 6= k.

Définition 5.1. L’élément a ∈ A a l’allure

(5.3) (Bi, T )

si l’on a

(5.4) T (a) ∈ Bi.

Définition 5.2. L’élément a ∈ A a l’allure

(5.5) (Bi, T )

si l’on a

(5.6) T (a) ∈ Bi

quels que soient les opérateurs T ∈ T .

En considérant d’une manière convenable les ensemble A,B, T et la par-
tition (5.2) on retrouve les propriétés données par les définitions 5.1. et 5.2.
dans le cas des fonctions F -convexes, F -concaves, quasi-convexes, et partic-
ulierement dans le cas des fonctions d’ordre n au sens de Tiberiu Popoviciu.
Mais comme on peut le voir dans [15], [16], [18] on a des allures encore plus
générales. On peut consulter aussi les travaux de mes disciples et collabora-
teurs [1], [2], [3], [4], [5], [19], [20].
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