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Zusammenfassung. Mit C* (I) bezeichnen wir den Vektorraum der auf dem
Intervall I = [a, b] k-mal stetig differenzierbaren reellwertigen Funktionen verse-
hen mit der Norm der gleichméfigen Konvergenz in Funktions- und
Ableitungswerten. In der vorliegenden Arbeit wird aufgezeigt, daf3 die abso-
lute Projektionskonstante eines endlichdimensionalen Teilraumes X von C* (I)
iibereinstimmt mit der relativen Projektionskonstanten von X in C* (1), falls auf
C* (I) die Norm ||-||§ verwendet wird. Es wird ferner nachgewiesen, daf§ dieses
Ergebnis nicht mehr giiltig ist, falls man auf C* (I) zu anderen #quivalenten
Normen iibergeht. In diesem Fall erhalten wir jedoch Abschétzungen fiir die
absoluten Projektionskonstanten.

MSC 2000. 41A65, 46B99.

1. EINLEITUNG

Es sei X ein normierter Vektorraum und Y ein normierter Obervektorraum,
der auf X die Ausgangsnorm induziert. Dann ist (vgl. E. W. Cheney und K.
Price [2])

inf {||P|| € R | stetige lineare Projektion von Y auf X},

P(X,Y) = { oo, falls keine stetige lineare Projektion existiert,

die relative Projektionskonstante von X in Y. Hierbei ist ||P]|| die Opera-
tornorm der stetigen linearen Projektion P. Die Grofie

P(X):= sgpP(X,Y),
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wobei Y die Gesamtheit aller normierten Obervektorrdume von X durchlauft,
die auf X die Ausgangsnorm induzieren, heif3t absolute Projektionskonstante
von X.

In [9] wurde gezeigt, daf} fur einen endlichdimensionalen Vektorraum X

P(X) :sgpP(X,Y)

gilt, wobei das Supremum nur iiber alle endlichdimensionalen normierten O-
bervektorraume Y von X genommen wird. Mit diesem Ergebnis wurde in [10]
bewiesen, daf fiir jeden endlichdimensionalen Unterraum X von C(I) gilt

P(X)=P(X,C ).

Hierbei ist C(I) der Vektorraum der auf dem kompakten Intervall I = [a, b]
stetigen reellwertigen Funktionen versehen mit der Supremumsnorm

1flle = Slél;lf(ﬂf)\ fir feC(I).

Im folgenden wird untersucht, inwieweit dieses Ergebnis auch fir endlichdi-
mensionale Teilrdiume X von C¥ (I) gilt. Dabei ist C* (I) der Vektorraum der
auf dem Intervall I k-mal differenzierbaren Funktionen versehen mit der Norm
der gleichméfigen Konvergenz in Funktions- und Ableitungswerten.

2. DER ZUSAMMENHANG VON P(X) UND P(X, C*(I))

Auf dem Vektorraum der auf dem Intervall I k-mal stetig differenzierbaren
Funktionen betrachten wir fiir f € C¥ (I) die Norm

1715 = max (1D"f ()], D*Sll.).

0<v<k—1

Hierbei ist das Element ¢ € I fest gewéhlt.

Dann erhalten wir das sowohl in approximationstheoretischer als auch in
funktionalanaly-tischer Hinsicht (vgl. z. B. D. B. Goodner [5] und
B. Griindbaum [6]) interessante Ergebnis:

SATZ 1. Es sei X ein endlichdimensionaler Teilraum von CF (I). Dann gilt
unter Verwendung der Norm |||z und fir c € I

P(X)=P(X,C*(D)).
Beweis. Wir betrachten die Abbildung

j:CH(I) = C(J)
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mit J =1 U.S, wobei S und j durch

k-1
S = U {b+i+1€ R},
i=0

j(f):=g mit g|;:=D"f
gb+i+1):=D'f(c) (0<i<k—1)

definiert sind. Hierbei sei der Raum C(J) mit der Supremumsnorm versehen.
Dann ist die Abbildung j eine Isometrie. Folglich gilt (vgl. [9] )

P(X,CH(I)) = P(j (X), C ().

Ist m(S) der Raum der auf S definierten reellwertigen Funktionen mit der
Supremumsnorm, so folgen die Isometrien

C(J)=C ) @em(S)
iX)=DFX)aY
mit einem geeigneten Teilraum Y von m(S). Insgesamt erhalten wir also
P(x,c*(n) =P (DF(X)aY, C(1)om(S))
= max {P (D*(X), C(I)), P(Y,m(S))} (vel J. Blatter
und E. W. Cheney [1])
= max {P (D*(X)),P(V)}
=P (j(X))=P(X) (vel. [9)).

Bezeichnet Hfl ik den Teilraum der Polynome vom Grad < n + k als Unter-

raum von C* (I) und II,, den Teilraum der Polynome vom Grad < n als
Unterraum von C(I), so gilt (vgl. [10]):

P (T8, CF (1)) = P(IT,,C (1))

Mit Satz 1 erhélt man also folgendes
KOROLLAR 2. Es gilt
P(T5,) = P (I, C (1))

Da bekanntlich (vgl. M. Golomb [4], E. W . Cheney und K. Price [2] und
[8]) gilt:
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S —1) < P(IL,C) <\,

mit A\, = 7;1—2 -logn + 1,27033 + &, wobei ¢, eine monoton fallende Nullfolge
ist, die nach oben durch 0,166 beschréankt ist, erhalten wir mit Korollar 2 die
Abschétzung:

FoOn—1) < P(Ih,) < A
Wir betrachten im folgenden auf C* (I) die Normen

— k _ v
e =max {|flle» [D*flle} wnd [If] = max, D]

fiir f € C* (I).

Ist nun X ein Teilraum von C* (I), so verwenden wir auf X und auf
C* (I) die Norm ||, bzw. die Norm |-||,. Die zugehérige relative Projektion-
skonstante nennen wir P (X ,OF (I )) und die absolute Projektionskonstante
Py (X) baw. Py (X,C*(I)) und Py (X).

Wir werden zeigen, daf} in diesen Féllen die universelle Eigenschaft aus Satz
1 nicht erhalten bleibt. Hierzu bendtigen wir einige Hilfsmittel.

Fiir einen Teilraum X von C* (I) bezeichnen wir mit S (X*) die Einheit-
skugel von X*. Dabei ist X* der topologische Dualraum von X versehen mit
der kanonischen Norm. Ferner ist ext S (X*) die Menge der Extremalpunkte
von S (X*) (vgl. N. Dunford und J. T. Schwartz [3]). In Analogie zu dem
bekannten Ergebnis fur C(I) (vgl. N. Dunford und J. T. Schwartz [3]) be-
weist man

LEMMA 3. Es sei X ein Teilraum von Cl (I) unter der Norm |-|,, die in
diesem Fall mit ||-||, dbereinstimmt. Dann gilt

ext S(X*) C A:={+6;,+8, e X" |z e},
wobei die Funktionale durch
6, (f)i=f(@) und & (f):=f () (feC (D)
definiert sind.

SATZ 4. Fiir den Raum 113 erhalten wir mit I = [0, 1] die Abschdtzung

P (1) = B, (1) > Py (11}, C* (1)) = P, (11}, € (D)) .
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Beweis. Die Abbildung P : C* (I) — I} mit

P(f)=1(0)-m+(f(1) = f(0) -m

ist sicherlich eine Projektion auf IT}, wobei die Monome 7o und 71 definiert sind
7o () = 1und 71 (x) = z fir x € I. Man rechnet leicht nach, daf fir die Oper-
atornorm von P gilt ||P|| = 1. Also folgt P (II}, C (1)) = P, (I1}, C* (1)) = 1.
Angenommen es wire P (II}) = P, (II}) = 1. Dann hat S (H%*) genau 4
Extremalpunkte, ndmlich +z% und +2%. Damit gilt fiir alle f € I1}

1f]ly = sup{|z" ()] : " € S (X7)}
=sup{lz* (f)|:2* € E} mit E =extS(X")

= Inax |z7 (f)] (vgl. N. Dunford und J. T. Schwartz [3]).

Wir wéhlen zunéchst f = my — % -m € H%. Dann erhalten wir

171l =1 = max |z (£)].

Hierbei kénnen wir 0.B.d.A. z7 (f) = 1 annehmen. Nun ist 27 = +J, oder
x] = ié; mit einem geeigneten ¢ € I (vgl. Lemma 3). Da fir g € T

g (f)=1—5q und & (f)=—3

gilt, folgt 2} = dp. Nun betrachten wir g = mo + m; € IIj. Wegen |g|, = 2
und Jp (g) = 1 folgt 0.B.d.A. 25 (g9) = 2. Aus

5q(9) =1+¢qg und 5('](g) =1 fir gel
entnehmen wir 5 = 0;. Demnach muf fiir h = 7 — % - 7o gelten
A, = max {|a (0)], [h (1)]} = 1,

was im Widerspruch zu ||h||; = 1 steht. O

Fiir den Banach-Raum C* (I) 148t sich also nicht die universelle Eigenschaft
aus Satz 1 garantieren.

Jedoch erhalten wir in diesem Fall eine Abschétzung. Dazu benétigen wir
(vgl. B. Griinbaum [6] und [9])
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LEMMA 5. X und Y seien normierte Vektorraume und die Abbildung A :
X =Y ein topologischer Vektorraumisomorphismus mit

I14]| - HA“H <XAER, M#£0.

Dann gilt fiir die absoluten Projektionskonstanten
- PY)SP(X)<A-P(Y).

Da die auf C* (I) verwendeten Normen ||-||f, |-|, und ||-||, topologisch
aquivalent sind, erhalten wir:

KOROLLAR 6. Fiir die absoluten Projektionskonstanten eines endlichdimen-
sionalen Teilraumes X von C* (I) gilt

Pi(X) = O (P(X,CH(1)) und Py(X)=0(P(X,CH1))).

Insbesondere erhalten wir fiir den Polynomraum Hfj 4 mit Korollar 6 und
Satz 1

Pi(IT,,) = O(P(IIk,,, C(1))) = O(logn)  und
Py(TI% ) = O(P(IIk ., C*(1)) ) = O(logn).
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