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INTERPOLATION PAR DES FONCTIONS ENTIÈRES

GHIOCEL GROZA∗ et NICOLAE POP†

Résumé. Soit A une algèbre normée unifére commutative complète sur un corps
commutatif à valeur absolue non triviale. L’article montre qu’il existe une fonc-
tion entière, ayant les coefficients en A qui donne une solution pour un problème
d’interpolation infinie en A.
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1. INTRODUCTION

Ce travail est consacré à l’interpolation par des fonctions entières dans une
algèbre normée unifère commutative A [2] sur un corps commutatif K à valeur
absolue non triviale | | [1]. Rappelons qu’une valeur absolue non triviale sur
K est une application | | de K dans [0,∞) qui satisfait:

VA1. |α| = 0⇔ α = 0;
VA2. |αβ| = |α| |β|;
VA3. |α+ β| ≤ |α|+ |β|;
VA4. ∃ α ∈ K, α 6= 0 tel que |α| 6= 1.

Si x ∈ A, la norme de x se note ‖x‖ et on sait que
N1. ‖x‖ ≥ 0 et ‖x‖ = 0⇔ x = 0;
N2. ‖αx‖ = |α| · ‖x‖;
N3. ‖x+ y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖;
N4. ‖xy‖ ≤ ‖x‖ · ‖y‖, ∀ x, y ∈ A, ∀ α ∈ K.

Nous noterons IA[[X]] l’ensemble des fonctions entières sur A. Donc f =
∞∑

n=0
anX

n ∈ IA[[X]], an ∈ A, si la série converges dans A quel que soit x ∈ A.

Soit {xn}n∈N une suite d’éléments de A telle que
C1. xn est inversible ∀ n ∈ N;
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C2.
∥∥∥xnx

−1
n+1

∥∥∥ < 1, ∀ n ∈ N;

C3. lim
n→∞

∥∥x−1
n

∥∥ = 0.
Si A = K = C, ‖x‖ = |x| et {yn}n∈N est une suite d’éléments de A, on sait

[4] qu’il existe f ∈ I A[[X]] telle que
(1) f(xn) = yn, ∀ n ∈ N.

La démonstration utilises le produit de Weierstrass et le théorème classique
de Mittag-Leffler. Si A = K et la valeur absolue surK este non-archimèdienne,
il existe [3] alors des corps K et des fonctions qui n’admettent aucune décom-
position raisonnable en produit, donc le problème n’est plus accessible par
les méthodes multiplicatives. Le problème de la construction de f este plus
difficile si A n’est pas un corps ou norme n’est pas multiplicative.

2. INTERPOLATION SUR UNE ALGÈBRE NORMÉE

En utilisant des méthodes additives nous obtenons le résultat suivant.

Théorème 1. Soit A une algèbre normée unifère commutative complète
sur un corps commutatif K á valeur absolue non triviale. Si {xn}n∈N est une
suite d’éléments de A qui vérifie C1−C3, alors pour suite {yn}n∈N d’éléments
de A il existe f ∈ I A[[X]] qui vérifie (1).

Preuve. Nous voulons construire une suite de polynômes {Pk}k∈N,
(2) Pk = ak0 + ak1X

n1 + · · ·+ akkX
nk ∈ A[X]

qui vèrifient
(3) 0 = n0 < n1 < · · · < nk,

(4) Pk(xi) = yi,

pour tout k ∈ N et pour tout i ≤ k. De plus, si k ∈ N∗, Bk =
∥∥∥x−1

k−1

∥∥∥nk−1
,

Cki = ni

∥∥∥x−1
i

∥∥∥ni − ‖ak−1i‖, alors on a

(5) ‖ak0 − ak−10‖ < Bk ,

(6) ‖aki − ak−1i‖ < min {Bk, Cki} , ∀ i = 1, 2, . . . , k − 1;

(7) ‖aki‖ < ni

∥∥∥x−1
i

∥∥∥ni
, ∀ i = 1, 2, . . . , k.

Soient Dk le déterminant

(8) det


1 xn1

0 xn2
0 · · · xnk

0

1 xn1
1 xn2

1 · · · xnk
1

· · · · · · · · · · · · · · ·
1 xn1

k xn2
k · · · xnk

k
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et pour tout i = 0, 1, . . . , k,D(i)
k le déterminant obtenu à partir de Dk en rem-

plaçant les éléments de la colonne d’indice i+ 1 par les éléments y0, y1, . . . , yk.
Alors on a

(9) Dk = Ek ·
k∏

j=1
x

nj

j ,

où

(10) Ek = det



1
(
x0x

−1
1

)n1 (
x0x

−1
2

)n2 · · ·
(
x0x

−1
k

)nk

1 1
(
x1x

−1
2

)n2 · · ·
(
x1x

−1
k

)nk

1
(
x2x

−1
1

)n1 1 · · ·
(
x2x

−1
k

)nk

· · · · · · · · · · · · · · ·
1

(
xkx

−1
1

)n1 (
xkx

−1
2

)n2 · · · 1


.

De plus, on voit que

(11) D
(i)
k = E

(i)
k ·

k∏
j=1
j 6=i

x
nj

j ,

où E
(i)
k est le déterminant obtenu à partir de Ek en remplaçant les éléments

de la colonne d’indice i+ 1 par les éléments y0, y1, . . . , yk.
Soit P0 = a00 où a00 = y0. Nous allons construire la suite Pk par récurrence

sur l’entier k.
Soit k = 1. La relation C2 nous donne

(12) lim
n1→∞

E1 = 1

et
(13) lim

n1→∞
E

(0)
1 = a00 .

Rappelons [2] que le groupe A∗ des éléments inversibles de A est une partie
ouverte de A. Alors, puisque D(1)

1 ne dépend pas de n1 et d’après (12), (13),
(9) et (11), il existe n1 ∈ N∗ telle que E1 soit inversible et

(14) ‖D(0)
1 D−1

1 − a00‖ < B1 ,

(15) ‖D(1)
1 D−1

1 ‖ < n1‖x−1
1 ‖

n1 .

Nous choisissons un entier n1 qui vérifie ces conditions. En résolvant, suivant
le théoreme de Cramer, le système (4) pour k = 1 on obtient

(16) a1i = D
(i)
1 D−1

1 , i = 0, 1 .
Donc, d’après (14), (15) et (16), les relations (3), (4), (5) et (7) sont verifiées
pour k = 1.
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Soient maintenant Pk satisfaisant aux conditions (3)–(7) et Ek inversible.
Nous allons construire le polynôme
(17) Pk+1 = ak+10 + ak+11x

n1 + · · ·+ ak+1kx
nk + ak+1k+1x

nk+1 ∈ A[X] .
Donc, nous cherchons le nombre nk+1 ∈ N∗ et les éléments ak+1i ∈ A,
i = 0, 1, . . . , k + 1, tels que les relations (3)–(7) soient verifiées en remplaçant
k par k + 1 et Ek+1 soit inversible.

Les relations C2 et N4 nous donnent
(18) lim

nk+1→∞
Ek+1 = Ek ,

(19) lim
nk+1→∞

E
(i)
k+1 = E

(i)
k , i = 0, 1, . . . , k .

Alors, puisque D(k+1)
k+1 ne depend pas de nk+1, d’aprés (18), (19), (9) et (11) il

existe nk+1 ∈ N∗ telle que Ek+1 soit inversible et

(20)
∥∥∥D(0)

k+1D
−1
k+1 −D

(0)
k D−1

k

∥∥∥ < Bk+1 ,

(21)
∥∥∥D(i)

k+1D
−1
k+1 −D

(i)
k D−1

k

∥∥∥ < min {Bk+1, Ck+1i} , i = 1, 2, . . . , k ,

(22)
∥∥∥D(k+1)

k+1 D−1
k+1

∥∥∥ < nk+1
∥∥∥x−1

k+1

∥∥∥nk+1
.

Nous choisissons un entier nk+1 qui vérifie ces conditions. En résolvant, suivant
théorème de Cramer, le système (4) on obtient

(23) ak+1i = D
(i)
k+1D

−1
k+1 , i = 0, 1, . . . , k + 1 .

Donc, les relations (3)–(6) sont verifiées et aussi la relation (7) pour i = k+ 1.
De plus,

‖ak+1i‖ ≤ ‖ak+1i − aki‖+ ‖aki‖ < Ck+1i + ‖aki‖ =

= ni

∥∥∥x−1
i

∥∥∥ni
, pour tout i = 1, 2, . . . , k

et la relation (7) est verifiée.
Nous noterons

(24) b
(i)
k = aki, pour i, k ∈ N et k ≥ i .

Alors, d’après (5), (6), on a

(25)
∥∥∥b(i)k+m − b

(i)
k

∥∥∥ ≤ Bk+1 +Bk+2 + · · ·+Bk+m , ∀ m ∈ N .

Or A est complete et, lorsque C3 est satisfaite, la série
∞∑

j=0
Bj converge. Par

conséquent, pour tout i ∈ N, il existe ai ∈ A tel que

(26) ai = lim
k→∞

b
(i)
k .
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Soit

f =
∞∑

i=0
aiX

i ∈ A[[X]]

et nous montrerons que f ∈ IA[[X]].
En effet, d’après la relation (7), on a

(27) ‖ai‖ ≤ ni

∥∥∥x−1
i

∥∥∥ni

et la condition C3 montre que f est une fonction entière sur A.
Il reste á montrer que f vérifie la relation (1).
On a

Sk(xn) = a0 + a1x
n1
n + · · ·+ akx

nk
n

= Pk(xn) + Sk(xn)− Pk(xn)

= yn + a0 − ak0 + (a1 − ak1)xn1
n + · · ·+ (ak − akk)xnk

n ,

d’où

‖Sk(xn)− yn‖ ≤ ‖a0 − ak0‖+ ‖a1 − ak1‖ · ‖xn‖n1 + · · ·+

+ ‖ak − akk‖ · ‖xn‖nk .(28)

Or, d’après (25), pour m→∞, nous avons

(29) ‖ai − aki‖ ≤
∞∑

j=k

∥∥∥x−1
j

∥∥∥nj
,

donc les relations (28) et (29) impliquent

(30) ‖Sk(xn)− yn‖ ≤
k∑

i=1
‖xn‖ni

∞∑
j=k

∥∥∥x−1
j

∥∥∥nj
.

Notons Mn = max {‖xn‖ , 1}. De la condition C3, pour k assez grand et j ≥ k,
nous obtenons

(31)
∥∥∥x−1

j

∥∥∥ ≤ (2Mn)−1 .

Alors
∞∑

j=k

∥∥∥x−1
j

∥∥∥nj ≤
∞∑

j=k

(2Mn)−nj ≤ (2Mn)−nk

(
1− 2−1M−1

n

)−1

et d’après (30) on a pour k assez grand

‖Sk(xn)−yn‖ ≤ kMnk
n (2Mn)−nk

(
1−2−1M−1

n

)−1
=k

(
1− 2−1M−1

n

)−1
2−nk .
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Donc f(xn) = lim
k→∞

Sk(xn) = yn et la théorème est démontrée. �
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