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Abstrait. Le probléme d’inégalités variationnelles, lancé au milieu des années
soixantes par Hartman et Stampacchia dans le cadre du calcul des variations,
et celui des problemes aux limites des équations aux dérivées partielles, prend
depuis quelques années une importance grandissante dans ’étude théorique et le
traitement numérique de plusieurs types de problémes pratiques et scientifiques
d’intérét capital.

Les techniques d’optimisation constituent un bon stimulant conduisant a une
méthodologie riche et pleine d’expériences. A ce propos, ce probléme est converti
en un probleme d’optimisation équivalent, avec ou sans contraintes, ayant les
propriétés requises pour un traitement convenable.

Notre travail, se rattache a des méthodes d’optimisation sans contraintes.
Nous avons pu mettre en ceuvre plusieurs versions de ces algorithmes présentées
dans un cadre comparatif signifiant, a travers des problémes mathématiques
importants.
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1. INTRODUCTION

Le probleme d’inégalités variationnelles (VI P) consiste a:

trouver z* € C tel que:
(VIP) { (F(z*),x —a*) > 0,Vx € C,

ol F': R" — R"™ est un opérateur continu, différentiable et C' C R".

Ce probléme (VIP) joue un grand role dans plusieurs domaines (probleme
d’équilibre en économie, la théorie des jeux, calcul variationnel, probleme de
transport en recherche opérationnelle), il constitue également, une formulation
générale de plusieurs probléemes mathématiques importants (I’optimisation
convexe différentiable, le probléme de projection, les systémes non linéaires,
les problémes de complémentarité linéaire et non linéaire).

*Département de Mathématiques, Faculté des sciences, Université Ferhat Ab-
bas, Sétif, 19000, Algérie. e-mail:  kettab2@yahoo.fr, a_keragheldz@yahoo.fr,
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Récemment, (VIP) a connu une évolution remarquable tant sur le plan
théorique que sur celui de la pratique. Des efforts considérables ont été ef-
fectués un peu partout dans le monde, visant la mise au point d’une véritable
méthodologie pour (VIP).

Notre travail rentre dans le cadre d’une étude qualitative et adaptative des
investigations, introduites tout récemment, concernant la résolution effective
de (VIP) via des techniques d’optimisation.

L’approche en vue, est celle des fonctions de mérite qui passe par la con-
version de (VIP) en un probleme d’optimisation sans contraintes intéressant:

min f(z)

vIp) & (p){ M
Les algorithmes les plus illustres proposés dans ce contexte, nécessitent
a chaque itération la résolution d’un sous probleéme variationnel affine pour
déterminer la direction de descente. Ce dernier fait I'objet de nombreuses
études concernant I'existence, 'unicité de la solution et la mise au point d’une
procédure de résolution adéquate. Ce papier est organisé comme suit, dans la
section 2 on présente le probleme d’optimisation sans contraintes équivalent au
probléeme d’inégalité variationnel (VIP). Dans la section 3 on s’intéresse a la
résolution du probleme d’optimisation en utilisant deux algorithmes de premier
et second ordre. D’autre part, a travers une étude théorique approfondie, on
donne les conditions d’existence et d’unicité de la solution du sous-probléme
variationnel affine tout en dégageant les difficultés d’ordre pratique rencontrées
au niveau de la résolution. Enfin, des résultats comparatifs signifiants sont

présentés et analysés dans la derniere section.

2. PROBLEME D’OPTIMISATION EQUIVALENT A (VIP)

L’idée générale consiste a transformer (VI P) en un probléeme d’optimisation
différentiable avec ou sans contraintes dont le point stationnaire est une solu-

tion de (VIP).

DEFINITION 1. La fonction f : R™ — R est dite une fonction de mérite
pour (VIP) si arg ménf(:n) coincide avec ’ensemble des solutions de (VIP).

Ici arg mclnf(x) désigne l’ensemble des minimiseurs globaux de f sur C.

Ceci motive, la transformation de (VIP) en probleme d’optimisation de la

forme: _—
min f(z
(P) { z e,

ou on peut envisager des méthodes de déscente a convergence globale.
La premiére fonction de mérite proposée est diie & Auslender [3]:

f(a) = max{F(@)'(z ~ 1)},

Malheureusement, cette fonction n’est pas nécessairement différentiable.
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Auchmuty et Fukushima [3] ont considéré la fonction régularisée:

(@) = (F(2), 2 = yy(2)) = § llyy(2) — 2|,

ot y(z) = Pro(z — v 1F(z)) est la projection de (z — v 1F(x)) sur C.
Pour transformer (VIP) en un probleme d’optimisation sans contraintes,
Peng [5] a proposé la fonction:

My (z) = éfa(z) — af%(a:), a>1,
cette derniére est généralisée par Fukushima et al. [7] par:

9op(r) = falz) — f3(x)/B > a > 0.
Alors:

(VIP) = () { 0 Bl

et on a le résultat devenu classique:

THEOREME 1. [9] Pour tout x € R™ wérifiant Vgag(x) = 0, st la matrice

jacobienne VF (x) de l'opérateur F est définie positive, alors x est une solution
de (VIP).

3. RESOLUTION DU PROBLEME (P)

3.1. Méthode de premier ordre. On vérifie trivialement que si Vgaz(z*) #
0, alors d* = —Vg,s(2%) est une direction de descente pour g,z en z*, d’ott la
possibilité de résoudre le probleme (P) par une méthode de gradient classique.
z¥ ici désigne itéré a Pétape k.

On peut également envisager une méthode de premier ordre plus attractive
utilisant la direction de Fukushima [4] donnée par:

d* = ya(2") — ys(a®) + pla(a® — ya(a")) — B(a® — ys(a*)),
ou p > 0 (suffisamment petit).
Un premier algorithme prototype peut ainsi étre défini comme suit:

ALGORITHME 1.
Début algorithme
Données: € > 0; p > 0; a, B € R tels que 8 > a > 0,
a) Initialisation: 2° € R"; k =0;
b) Calculer:
= yy(a") = Pre(a® =97 F(a), v € {a, B}
— d(z*) = VF(2")(ya(2") —ys(2")) = (2" —ys(a")) +a(a® ~ya(2¥))
ou
— d(z*) = ya(z) — ys(2) + pla(z — ya(@)) — Bz — ys()));
- Si Hd(mk)H < ¢ stop: z¥ est une solution de (VIP);
— Sinon aller en c).
c) Calculer:
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— tp, = argmin f(a* 4 td(2*)), t €]0, 1] (recherche linéaire);
— oF = ok 4t d(2F);
d) prendre k =k +1 et retour en b).

Fin algorithme.

REMARQUE 1.

e La convergence de l’algorithme est globale.
e Le calcul de la projection dans d(z*) n’est pas évident pour C quel-

conque.
e La détermination de ty nécessite une procédure convenable basée sur
des régles de sélection du type Armijo. O

3.2. Méthode du second ordre. La dérivée seconde de la fonction de mérite
gap Nétant pas disponible, Peng et Fukushima [6] ont proposé en 1998 la
méthode de Newton hybride (NH) suivante:

3.2.1. Principe de la méthode (NH). La direction de déplacement est donnée

par d(z) = z(x)—x ou z(z) est une solution du probléme variationnel linéarisé
(VIP)L

trouver z € C' tel que:
(VIP)L <F(azk) +VF($k)t(Z—:Ek),l’—Z> >0, Vz € C.

REMARQUE 2. d(z) est une direction de type Newton, qui assure la décrois-
sance de la fonction de mérite gog en x, et on a le résultat suivant: O

LEMME 1. Supposons que VF(x) est une matrice définie positive, Vo € R™.
Si x n'est pas une solution de (VIP), alors d(z) = z(x) — x est une direction
de descente de gog.

Notons que la démonstration de ce résultat est tres fastidieuse et impose
des conditions supplémentaires sur les parameétres a et [ .

ALGORITHME 2. (NH)
Début algorithme
Données: (,e >0 ;a,8 € R tels que 8 > a > 0.
a) Initialisation: 20 € R"; k = 0;
b) Calculer:
o p
~ Gas@)=(F@*), 950"~ @) )= 5 v @) —a* 45 [ys @)
— Vgas(a"®) = VF(z")(ys(a*) — ya(2")) + B(a* — ys(a*)) — afz —
Yo (x%));
- Si ’gag(xk)‘ <e ou HVgaB(a:k)H < & Stop: x* est une solution de
(VIP);

— Sinon aller en c).
c) Calculer:

2

)
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—dF = 2F — 2F, tel que 2F solution du sous probléme variationnel
linéarisé
e
(VIP) { <F(xk) + VF(2*)(2F — 2F),y — zk> >0,VyeC

— 5% gap(a® + d¥) < (gap(a®), prendre Ay =1 et aller en e);
— Sinon prendre d¥ = —Vg,s5(x*) et aller en d).
d) Calculer:
— A\, = argmin gap(z* + Ad¥) X € [0,1] et aller en e)
e) Calculer 21 = 2% 4+ )\ d¥
f) Prendre k =k + 1 et retour en b).
Fin algorithme.

3.2.2. Propriétés de l’algorithme.
Avantages: La convergence de I’algorithme est globale et superlinéaire.
Difficultés:

e Le calcul de la projection dépend directement de la structure de I’en-
semble C.

e L’algorithme nécessite la résolution du sous probleme variationnel li-
néarisé (VIP), a chaque itération qui domine le cofit de calcul.

e Le choix pratique des parametres « et 3 n’est pas bien établi.

3.2.3. Résolution du (VIP),. La résolution du probleme (VIP) dépend en
grande partie de celle du sous probleme (VIP)r. A ce propos, il faut étudier:
I’éxitence, I'unicité de la solution et proposer une méthode convenable pour
calculer cette solution.

a) Existence de la solution.

LEMME 2. [6] Soit x € R™ et considérons le probléme (VIP)y,.
Si VF(x) est une matrice définie positive, alors (VIP)r admet une solution
unique z(x) et on a:

x est une solution de (VIP) <= z(x) = =.

b) Méthode de résolution du sous probléme (probléme ouvert). Conformément
aux structures spécifiques de l’ensemble C, on peut envisager a priori deux
alternatives pour résoudre (VIP):
1) Méthode de projection. Cette méthode est utulisée dans le cas ot ’ensemble
C possede une structure simple (C' = R", R}, un hypercube, etc.,...) auquel
cas le calcul de la projection est trivial.

Le schéma itératif de base pour ces méthodes est le suivant:

2F 1 = Pro (b — AF(2)),

ou A est une constante positive.

Nous avons considéré une méthode de projection proposée a 'origine par
He, Solodov et Tseng (HST) [1], pour résoudre les problemes d’inégalités vari-
ationnelles linéaires, qui nécessite une seule projection par itération.
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Posons:
VF(zF) = Q, F(z*) — VF(z*)zk = ¢
G(z) =Qz+q.
Le probleme (VIP) s’écrit alors sous la forme:
trouver z € C tel que:
(VIP)L{ (Qz+q,x—2) >0, Vx e C

I’algorithme correspondant est le suivant:

ALCGORITHME 3. (HST)
Début algorithme
Données: € > 0.
e Initialisation: 2° € C, k = 0.
o Calculer:
— e(2¥) = 2F — Pro(2% — G(2F))
Tant que He(zk)H > ¢ faire:

o — Calculer )
[[ezM]]

T e
= S (T4 QM)e()
— Prendre k =k +1
Fin tant que.
Fin algorithme.

LEMME 3. Si:
e () est une matrice semi-définie positive,
e L’ensemble des solutions de (VIP)r, n’est pas vide.

Alors: la suite {zF}, générée par Ualgorithme de (HST), converge vers une
solution de (VIP)p.

2) Méthode d’optimisation. Rappelons que si F' est le gradient d’une fonc-
tion convexe différentiable f quelconque, alors (VIP) n’est que la condition
nécessaire et suffisante d’optimalité du probléme d’optimisation convexe:

(P){ min f(x)

reC

Appliquons ce résultat sur le sous probléme variationnel linéarisé:

trouver z* € C
(VIP) { (Fp(z*),2 —2*) > 0,Vz e C
o Fi(2) = VF(a%)z + F(ab) — V()b = VG(2),
et
G(z) = =2TVF (") 2 + (F(2*) — VF(aF)zF)z.
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Donce, (VIP), est équivalent au probléeme d’optimisation suivant:

{1

Pour résoudre le probléeme (P)r, on distingue en particulier les deux cas
suivants:
1) C est un polyedre convexe, i.e.

C={zeR" Az =0b, >0}, AeR"™" beR™

Le probléeme d’optimisation équivalent a (VIP)y est un probléeme quadra-
tique convexe:

in (42 )z ) — T)T)Z
(P { Bin (3 VE: + (F() ~ VF@)2)

qu’on peut résoudre moyennant un algorithme spécifique au problémes de la
programmation quadratique convexe.
2) C est de la forme

C={zeR" fi(z) <0,i=1,..,m}.

Dans ce cas, z* est une solution de (P)r, & IN* € R tel que (2, A*) est une
solution du systéme:

VG() + S AVSi(z) =0,
=1
Alfl(z) :0, 1= 1,...,m.

Ce probleme peut étre résolu par une technique convenable aux systémes
non linéaires.

(KT)

3.2.4. Convergence de l'algorithme (NH).

THEOREME 2. [6] Supposons que F est un opérateur continu et différenti-
able et soit {x*} la suite générée par Ualgorithme (NH).

Alors, tout point d’accumulation x* de la suite {xk} est un point stationnaire
pour la fonction gags.

THEOREME 3. [9] Supposons que lopérateur F est continu, différentiable et
fortement monotone.

Alors, pour tout point z° € R™, la suite générée par l'algorithme (NH)
converge vers la solution unique de (VIP).

0

4. IMPLEMENTATIONS NUMERIQUES

Dans ce paragraphe, on s’intéresse au comportement numérique des algo-
rithmes présentés dans la section 3 dans un cadre comparatif.

On traite des classes de (VIP) connues par leurs importance en analyse
numérique:

e Les systemes d’équations (C' = R"): la projection y,(x) est triviale.



104 Samia Radjeai, Abdelkrim Keraghel and Djamel Benterki 8

e Le probleme de complémentarité: C =R'}.

La projection y,(z) = Pre(z — v 1F(z)) est donnée par:

[0 st ox—~TlE(x) <0
v (@) = { r; —y 'F;(z) sinon » V7ER

e (VIP) avec C rectangle de R™ : i.e.,

O = ﬁl[ai,bi] | a; € RU {—o0}, b € RU {+00}).

La projection y,(z) = Pre(z — v 1F(z)) est donnée par:

a; si x;—y 1Fi(x) <0
yy(x) = @ — Y IF(x) si oa; <xi—y'Ei(x) <b, VyeER

Dans un premier temps, on présente des tests numériques effectués sur les
trois classes d’exemples cités auparavant, en utilisant I’algorithme I (section
3.1). La direction est calculée de deux fagons, une fois par la méthode du

gradient classique (G), et une autre fois par celle du descente sans gradient
(DSG) diie a Fukushima.

Tableau 1.
Taille | Nombre d’itérations | Temps d’exécution (s)
G D-S-G G D-S-G
Exemple 1 4 17 11 0.05 0.00
Exemple 2 4 21 16 0.11 0.00
Exemple 3 3 17 10 0.05 0.00
Exemple 4 4 16 26 0.06 0.05
Exemple 5 9 38 17 0.17 0.05
Exemple 6 15 41 36 0.27 0.21
Exemple 7 4 18 10 0.05 0.00
Exemple 8 4 25 19 0.11 0.05
Exemple 9 9 17 17 0.11 0.06
Exemple 10 20 76 21 0.88 0.05

Commentaires des résultats:

Nous remarquons que le calcul de la direction par l'algorithme (DSG) est
moins cotteux que l'algorithme (G), du fait que ce dernier demande plus
d’itérations et de temps. Ce qui n’est pas surprenant car 'itération de l'al-
gorithme (G) possede plus d’opérations que celle de I'algorithme(DSG).

De toute évidence, il serait intéressant de comparer ’algorithme (DSG) avec
lalgorithme (NH) qui utilise une direction du type Newton.
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Tableau 2.
Taille | Nombre d’itérations | Temps d’exécution (s)
G D-S-G G D-S-G
Exemple 1 4 1 11 0.05 0.00
Exemple 2 4 1 16 0.05 0.00
Exemple 3 3 1 10 0.00 0.00
Exemple 4 4 2 26 0.16 0.05
Exemple 5 9 17 17 7.08 0.05
Exemple 6 15 26 36 11.28 0.21
Exemple 7 4 1 10 0.00 0.00
Exemple 8 4 2 19 0.16 0.05
Exemple 9 9 1 17 0.00 0.06
Exemple 10 20 - 21 - 0.05

Commentaires des résultats:

On remarque que le nombre d’itérations dans l'algorithme (NH) est nette-
ment inférieur & celui de 'algorithme (DSG). Par contre, le temps de calcul
est considérable dans (NH), ceci est dii au calcul cotiteux de la solution z* du
sous probléme variationnel linéarisé.

4.1. Conclusion. La méthode que nous avons étudié, possede des propriétés
théoriques confortables: convergence globale et super-linéaire.

Cependant, son comportement numérique n’a pas la méme appréciation du
fait que le sous-probléme définissant la direction de déplacement reste une
véritable géne malgré les aménagements que nous avons apportés.

Notre étude montre aussi que pour l'instant, les méthodes de premier ordre
sont privilégiées numériquement grace a leur simplicité algorithmique d’une
part et leur performance d’autre part.

Les méthodes de second ordre constitueront sans doute l'objet d’études
prosperes dans un proche avenir.
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