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Abstract. Dans cet article on présente une synthese sur les principaux travaux
liés au probleme de complémentarité linéaire semi-défini. La présentation est
donnée de fagon a rendre le bagage utilisé pour ce probléeme comprehensible et
permettant de nouveaux développements.
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1. INTRODUCTION

Soit S™ I'espace des matrices symétriques d’ordre n et S le cone des ma-
trices semi-définies positives de S™. Etant donné une transformation linéaire
L :S™ — S™et une matrice (Q de S™, le probleme de complémentarité linéaire
semi-défini associé a (L, Q) (abbréviation SDLCP(L, @Q)) est défini comme suit:
Trouver une matrice X € S% telle que :

LX)+ Q€ ST, et (X,L(X)+ Q) =tr(X(L(X) +Q)) = 0.
Autrement dit SDLCP(L, Q) est équivalent & trouver un couple de matrices
(X,Y) € F tel que :

X, YeS!,Y-L(X)=Q et(X,Y) =tr(XY) =0.
Ici (X,Y) désigne le produit scalaire défini sur S™ par :

n n
(X,Y) =te(XY) =) > XyVy,
i=1 j=1
ou tr(A) désigne la trace de la matrice A = (a;;) d’ordre n définie par tr(A) =
Z?:1 Qi
et
F={(X,Y)eS"xS":Y — L(X) =Q}
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est un sous ensemble affine de S™ x S™de dimension Cette forme
de SDLCP est traitée par beaucoup de chercheurs (voir [4,5,6,7,12,13]). Ce
probleme a fait I’objet de nombreuses études de recherche ces derniéres années,

n(n+1)
—5

son importance grandissante peut étre mesurée par les différentes applica-
tions qu’il couvre, en 'occurrence : la théorie du contréle, la programmation
semi-définie, les systemes linéaires et bilinéaires, I'optimisation combinatoire
et structurelle et ’analyse du facteur minimum de trace. On mentionne aussi
que des résultats classiques de Lyapunov et Stein (le théoreme de stabilité
de Lyapunov et de Stein pour les problémes différentiels dynamiques continus
et discrets) sont aussi démontrés en utilisant la notion de complémentarité
linéaire semi-définie. SDLCP est aussi un cas particulier des problemes de
complémentarité défini sur les cones convexes fermés par : Trouver z € H tel
que z € K, y=L(z)+q € K* et (z,y)xk = 0,0t H est un espace de Hilbert
muni d’un produit scalaire (.,.)x et K est un cone convexe fermé auto-adjoint
(K = K*), K*est le dual de K dans H défini par :

K*={yeH:(y,z) >0,Vz e K}.

Pour H = S", K =87, K* =8, (X,Y) = tr(XY), on trouve SDLCP, qui
est a son tour un cas particulier du probleme variationnel suivant : soit H
un espace de Hilbert muni d’un produit scalaire (.,.), et K un convexe fermé
dans H alors le probleme des inégalités variationnelles (VIP) est de trouver
x € K tel que :
(f(z),y —z) >0, Vy € K,

ou f: H — H est une fonction donnée. Si K est un cone, alors (VIP) est
un probleme de complémentarité. Si H = S", K = S et f est une fonction
affine, on retrouve SDLCP.

Si de plus K = R’} l'orthant positif de R", alors on obtient le probleme de
complémentarité linéaire (LCP) : Trouver x, y € R”} tels que :

y=Mzx+q et xTy:O,

ou M est une matrice donnée dans R™*", ¢ un vecteur donné dans R” et 21y
est le produit scalaire usuel défini sur R™ par :

n
Jny = Z LilYi-
i=1

Pour plus de détails sur ce probleme le lecteur consultera les références [1, 3, 8] .
De ce fait, LCP peut servir de base pour développer une véritable méthodologie
pour SDLCP. Cependant, ’extension directe des résultats d’éxistence et
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d’unicité de LCP a SDLCP n’est pas immédiate. Deux problemes sont ren-
contrés, d'une part le cone S n’est pas polyédrique et d’autre part, le pro-
duit de deux matrices symétriques n’est pas commutatif. De plus les notions
utilisées dans LCP doivent étre reconsidérées pour les besoins de SDLCP.

Dans cet article on présente une synthese des principaux travaux liés a
ce probléme. La présentation est donnée de fagon a rendre le bagage utilisé
comprehensible et conduisant a de nouveaux développements.

L’article est organisé comme suit. La section 2, contient les notations et les
notions de base de la théorie des matrices. Dans la section 3, on donne des
exemples de SDLCP. La section 4, décrit des propriétés importantes pour les
transformations liées a 1’étude de ce probleme. Dans la section 5, on étudie
I’existence et I'unicité de la solution de SDLCP. Dans la section 6, on étudie les
problemes de complémentarité linéaire semi-défini issus des transformations de
Lyapunov, Stein et Two-sided. La section 7, contient une conclusion.

2. NOTATIONS ET NOTIONS DE BASE

Dans toute la suite, R™ désigne ’espace vectoriel réel sur le corps R, et R’
lorthant positif de R™. S™ désigne I'espace des matrices symétriques et S*
le cone des matrices symétriques semi-définies positives. S™ est un espace de
Hilbert muni du produit scalaire (trace) défini par :

n n
(A,B) =tx(AB) = Y 3" Aj; Bj;.
i=1 j=1
Pour toute matrice A € R™*™, ou R™ "™ est ’ensemble des matrices carrées
d’ordre n, tr(A) = Y"1 ai = ;1 A ot a;; désignent les éléments diagonaux
de A et \j(i =1,2,...,n) sont ses valeurs propres. La norme de Frobénius de

|4l = V/tr(A2).

L’écriture X = (>)0,ou X € S™, signifie que X est semi-définie postive

A est donnée par :

(définie positive), et z *xy = (z;y;)"_; désigne le produit de Hadamard (com-
posante par composante) de x € R™ par y € R™.

On cite maintenant quelques notions de base de la théorie des matrices qui
seront utiles par la suite (voir [4,13, 15]).
1) A € R™™ est dite une matrice normale si AAT = ATA (on AT désigne la
transposée de A). Si de plus AAT = I, ot1 I est la matrice identité d’ordre n,
alors A est dite orthogonale.
2) Toute matrice X € S™est diagonalisable c-a-d il existe une matrice or-
thogonale U telle que X = UDU" avec D =diag (dy,ds, . ..,d,) ol d; sont les
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valeurs propres de X.

3) X =0 = UXUT = 0 pour toute matrice orthogonale U.

4) X =0,V >0= (X,Y)>0.

5) X >0,V =0, (X,)Y)=0=[XY=0&YX=0]

6) X € 8", (X,)Y) >0VY = 0= X > 0. Dans ce cas le cone S est dit
auto-adjoint.

7) X,Y € 8" avec XY = Y X, c-a-d X et YV sont des matrices commuta-
tives, alors il existe une matrice orthogonale U, et deux matrices diagonales
E et D telles que : X =UDUT et Y = UFEUT.

8) Pour toutes matrices A, B € R™*" : tr(AB) =tr(BA).

9) Le rayon spectral de A, p(A)est défini par :

p(4) = max {|A| : A € o(A)},

ou
o(A) = {X: X valeur propre de A}

désigne le spectre de la matrice A.
10) Une matrice A € R™*" est dite :

e Positivement stable si chaque valeur propre A de A possede une partie
réelle strictement positive (Re(A) > 0).

e Schur stable si p(A) < 1, c-a-d toutes les valeurs propres se trouvent dans
le disque unité du plan complexe.

Selon la propriété 5, SDLCP devient : Trouver le couple (X,Y) € S™ x S™
tel que :

(1) X, Y €S, Y-L(X)=Qet XY =0.

La propriété (5), s’appelle condition de complémentarité.

3. EXEMPLES DE SDLCP

Dans cette section on donne six exemples du probleme complémentaire linéaire
semi-défini. Les trois premiers problémes sont cités dans la these de Y.Song
géométrique [10] et SDLCP par bloc, les trois derniers exemples sont donnés
dans la these de Master de J. Krislock [11] dans le traitement de trois types
de problemes d’optimisation de moindre carrés a savoir le probléme de moin-
dre carrés semi-défini (SDLS), le probleme de moindre carrés semi-défini non
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symétrique (NS-SDLS) et le probleme de moindre carrés semi-défini avec con-
traintes dit aussi le probleme de moindre carrés semi-défini d’inégalités ma-
tricielles linéaires (LMI-LS).

3.1. Probleme de complémentarité linéaire (LCP). Reprenons le
probleme de complémentarité linéaire (LCP) : Trouver z et y € R tels
que :

y=Mz+qecR} et Ty = 0.

En effet, LCP est un SDLCP car si on se donne une matrice M € R"*™et un
vecteur ¢ € R™ et que nous définissons la transformation linéaire L : S™ — S™
par :

L(X) := Diag(Mdiag(X)),

ou diag(X) est un vecteur dont les composantes sont les éléments diagonaux
de la matrice X et Diag(z) est une matrice diagonale dont les éléments sont les
composantes du vecteur x on trouve le probleme de complémentarité linéaire
semi-défini SDLCP(L, Diag(q)) : Trouver X € S™ tel que :

X € 8", Y = L(X) + Diag(q) et (X,Y)=0.

Alors on a le résultat suivant : X est une solution de SDLCP(L, Diag(q)), si
et seulement si diag(X) est une solution de LCP (M, q).

3.2. SDLCP géométrique. SDLCP(F) géométrique est apparu pour la
premiere fois dans les travaux de Kojima, Shindoh et Hara en (1997) sous
le nom du probléme complémentaire linéaire semi-défini géométrique car dans
ce cas le sous ensemble affine est quelconque de S™ x S™ et de dimension ”(#ﬂ)
au lieu de F. C’est a dire L n’est pas donnée explicitement. Il est donc défini

comme suit : Trouver un couple (X,Y) € S x S™ tel que :
(X, Y)e FnS" xS"et (X,Y)=0.

Cette version de SDLCP inclut le programme primal-dual semi-défini. En
effet, soit le programme primal semi-défini sous forme standard :

(SDP) H}}ntr(CX) sujet a: (Ag, X) =bg, k=1,2,...,m, X € ST,

oubeR™ CeS"et A, € S™, k=1,2,...,m, et son dual :

m
fnz%))(bTy sujet & : ZyiAi +Z=0C, ZcS.
Y i=1
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Alors le programme primal-dual semi-défini est équivalent & un SDLCP avec
I’ensemble affine F est donné par :

7 (X,Z) e S™ x 8", tel que : Jy e R™, >y Adi+Z =C,
N <Ai,X>:bi,, izl,...,m

A;,, CeS™ beR™.

SDP est un probleme trés important car d’une part il contient la program-
mation linéaire (LP) et d’autre part il a beaucoup d’applications telles que la
théorie du controle, la chimie quantique et I'optimisation combinatoire. Pour
plus de détails sur SDP (voir les références [2, 14]).

Il est clair que SDLCP est un SDLCP géométrique. Réciproquement,
considérons un sous ensemble affine F de 5™ x S™ de dimension % et
le probleme SDLCP(F) géométrique associé a F. On suppose sans perte de

généralité que :
F={(X,Y)eS" xS8": Li(X)+ L2(Y) = B}

ou L et Ly sont des transformations linéaires de S™ dans lui méme et B une
matrice de S™. On définit L : S3" — S3" et Q € S3" par :

X *x Y 0 0
L S =| 0 Li(X)+ La(Y) 0 ,
x *x 7 0 0 —L1(X) — La(Y)
0O 0 O
Q=10 —-B 0
0 0 B
Donc, si I'on pose :
X * x
W = x Y x|,
x x

alors il est facile de vérifier que si W est une solution de SDLCP, elle est aussi

solution de SDLCP(F). D’autre part, si (X,Y") est une solution du SDLCP(F)
géométrique, alors

X %

W = x Y

*

[eniEE R

est une solution du SDLCP.
Finalement, on déduit que la résolution de SDLCP(F) est équivalente a
celle de SDLCP.
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3.3. SDLCP par bloc. Soient nq,n9,...,n; des nombres fixés et S™
I’ensemble des matrices réelles d’ordre n;,i = 1,...,k. Soit S I’ensemble
de toutes les matrices diagonales par bloc X; € ST, i =1,...,k, c-a-d :
X 0 ... 0
Xy . .
S:={X= 0 2 cX; €S i=1,...k

0 0 0 X

Donc S est un espace de Hilbert muni du produit scalaire :
n
(X,Y) =te(XY) =) tr(X,Y7),
i=1

Soit Sy le cone convexe fermé des matrices positives semi définies dans S.
Considérons le probléme suivant : Soit £ : S — S une transformation linéaire
donnée et () une matrice de .S, trouver X € S telle que :

(2) X€S+,YZE(X)+QES+€t<X,Y>:0,

ce probleme inclut LCP si on prend n; = 1, pour tout ¢. De plus notre SDLCP
est un cas particulier de ce probleme.

Réciproquement, on peut formuler (2) comme un SDLCP. En effet, soit
m = ny + ng + -+ + ng et supposons qu’'une transformation linéaire L et
une matrice () sont données. Alors pour chaque i = 1,2,--- , k,il existe une
transformation L; on S™ avec L;(X;) sont les matrices bloc de la matrice
L(X). Définissons maintenant une transformation L on S™ par :

X x ... % Li(X1) = ce. %
e e |

: * L% : * L%

* * x Xy * * x  Lp(Xk)

Pour une matrice @ € S, si X est une solution de (2), alors X est une solution
de SDLCP(L, @) donnée par (1). Soit maintenant X € S™ une solution de
SDLCP(L, @), donc la matrice

X1 0 0
0 Xy
0o -0
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est une solution de (2) ou X; sont des sous matrices de X dont les lignes et
les colonnes sont indexées sur 'ensemble {n; 1 + 1, -+ ,n;—1 +n;}.

3.4. SDLS est un SDLCP. Le probleme de moindre carrés semi-défini est
un probleme d’optimisation convexe défini par :

1 9
DL mi —||AX — B
(SDLS) s )grelsz; 2 I I

oun A, B e R™™ et X € S™ Il est démontré que si la matrice A est de
plein rang (voir [11]), le probleme (SDLS) admet un minimiseur global unique
donné par les équations de Karush-Kuhn-Tucker (K.K.T) suivantes :

AT(AX - B) = 7,
(3) 3(Z+27) =Y,
(X,)Y)=0, X, Y =0.
Soit maintenant la transformation L : S™ — S™ définie par :
1
L(X) = 5(ATAX + XATA)
et )
Q= —i(ATB + BT A)
et soit ’ensemble affine :
F={(X,Y)eS"xS8":Y -L(X)=Q}.
Alors (X,Y) satisfait les équations dans (3) si (X,Y") satisfait le probleme
SDLCP suivant :
(X, Y)eF, X=0,Y =0,et(X,Y)=0.

Il est facile de vérifier que la transformation L est linéaire sur S™ d’ou en effet
(SDLS) est un (SDLCP).

3.5. NS-SDLS est un SDLCP. Le probleme de moindre carrés semi-défini
non symétrique est aussi un probléme d’optimisation convexe défini comme
suit :

(NS-SDLS)

1 2
i —|AX — B
.)lgéDQH I

S.a
ou
D= {X € R™™ . X est une matrice semi—déﬁnie}
et A, B € R™*"™,
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Ce probleme admet un minimiseur unique sur ’ensemble D si la matrice
A est de plein rang et dans ce cas (NS-SDLS) est équivalent a trouver les
matrices symétriques X et Y qui satisfont les équations de (K.K.T) suivantes :

AT (AX - B) = Z,
(4) LX +XT) =Y,
(Z,Y)=0, Z,Y = 0.
Alors (4) est équivalent au SDLCP suivant : Trouver le couple (Z,Y) tel que
(Z,Y)e F,Z=0,Y =0,et (Z,Y) =0 avec
F={(Z,Y)eS"xS":Y -L(Z)=Q},
oll )
L(Z) = 5((ATA)*Z + Z(ATA)!
et
Q= %((ATA)*lATB +BTAAYA).
Il est aussi facile de vérifier que L est une transformation linéaire de S™dans
lui meéme.

3.6. LMI-LS est un SDLCP. Le probleme de moindre carrés d’inégalités

matricielles linéaires est aussi un probleme d’optimisation convexe défini par :

. 1
(LMI-LS) min 5 | Az —bl|,

s.a. Kz

ol
n
Kz = E $iKia
=1

K;, (i=1,...,n),C € S", Ac R™" hecR"™ etz €R"
Sous les conditions suivantes :

e A est de plein rang

e L’ensemble des points strictement réalisables

{x eR": Kz < C}

est non vide, LMI-LS admet un minimiseur unique x caractérisé par le systéme
d’équations de (K.K.T) suivant :

(5) AT(Az = D)+ K*Z=0,Kz+Y =C, (Y,Z) =0, Z,Y =0,

ott K£* : S¥ — R™ est la transformation adjointe de K définie par (Y, Kz) =
(K'Y, z).
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Alors les équations dans (5) définissent un SDLCP comme suit : Trouver le
couple de matrices (Z,Y) tel que : (Z,Y) € F,Z = 0,Y = 0,et (Z,Y) =0,
ou

F={(Z,Y)eS"xS":Y =L(Z)+Q}
avec
L(Z) = K(ATA)"'Kk*Z
et
Q=C—-K(ATA) 1A .

On vérifie facilement que Lest une transformation linéaire de S™.

Dans la section suivante, on donne les définitions de quelques propriétés
liées a la transformation qui sont utiles dans ’étude d’existence et (d’unicité)
de la solution du SDLCP.

4. DEFINITIONS ET QUELQUES PROPRIETES

DEFINITION 4.1. Soit : L: S™ — S™ une transformation linéaire alors :
1- L est une P-transformation si :

[X €5 XL(X)=L(X)X 20| = X =0.

2- L est une Py-transformation si (L+el) est une P-transformation pour tout
e >0, ou I est la transformation identité dans S™.
3- L est une Pj-transformation si :

[XL(X)+ L(X)X < 0] = X =0.
4- L est une Py-transformation si :
X>0,Y >0, (X-Y)[L(X)—LY)](X+Y)=0=X=Y.
5- L est une transformation monotone (strictement monotone) si :
(L(X),X) >0(>0),

pour tout 0 # X € S™.

6- L est une super P-transformation si pour toute matrice U orthogonale, la
transformation linéaire L : S™ — 8™ définie par : L(X) = UTL(UXUT)U,
est une P-transformation.
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DEFINITION 4.2. L est strictement semi-monotone (ou L est dite
E-transformation) si :

[X =0, XL(X) = L(X)X < 0] = X = 0.

Si (L + ¢el) est strictement semi-monotone pour tout € > 0, alors L est dite
semi-monotone (ot L est une Fy-transformation).

Le concept des propriétés Ry et Qg, est similaire a celui de LCP, et on a
pour le SDLCP(L, @), les définitions suivantes :

DEFINITION 4.3. Soit L : S™ — S™ une transformation linéaire.
1) L possede la propriété Ry si la matrice nulle est la seule solution du
probleme SDLCP(L,0).
2) L possede la propriété Q si pour toute matrice Q € S™,SDLCP(L, Q)
admet une solution.

DEFINITION 4.4. L posséde la (globaly uniquely solvable) (GUS)-propriété
st pour toute matrice @ € S™, SDLCP(L, Q) admet une solution unique.

DEFINITION 4.5. Soit L : S™ — S™ une transformation linéaire. On dit
que :
1) L est une transformation de CS (column sufficient) si : V@) € S™, 'ensemble
des solutions de SDLCP(L, Q) est convexe (peut étre vide).
2) L possede la propriété de CC (cross commutative) si : VQ € S™ et X1, Xo
sont deux solutions de SDLCP(L, Q) alors : X1Ys = Y2X; et XoY] = Y71 Xy,
oY = L(X;) +Q,i=1,2.

DEFINITION 4.6. Soit L : 8™ — S™ une transformation linéaire. Alors la
transposé de L, LT : 8™ — S™ est définie par :
(L(X),Y) = (X, LT(Y)) pour tout X,Y € S™.
De plus, on dit que L est une transformation auto-adjointe sur S™ si L = LT

et normale si LLY = LTL.

5. EXISTENCE ET UNICITE DE LA SOLUTION DE SDLCP

L’existence de la solution de SDLCP est donnée par le théoreme di a Kara-
mardian [9].

THEOREME 5.1. Soit L : S™ — S™ une transformation linéaire. Si les
deuz problémes SDLCP(L, 0) et SDLCP(L, E), E étant une matrice définie
positive de S™, ont chacun une solution unique (éventuellement la solution
zéro), alors pour toute matrice Q € S, SDLCP(L,Q) admet une solution.
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Ce théoreme est donné dans un cadre plus générale c-a-d la transformation L
est définie sur des cones quelconques K qui sont convexes fermés auto-adjoints.
Alors le théoreme précédent est restreint uniquement au cone K = S7.

Maintenant, on donne quelques résultats d’existence et d’unicité de la so-
lution de SDLCP associé a des transformations qui vérifient la P-propriété et
la (GUS)-propriété.

Dans la théorie de LCP, 'existence et I'unicité de la solution de LCP pour
tout g € R", est présentée dans le cadre de ce resultat :

1- chaque mineur principal de la matrice M est positif.

2- pour tout x € R™(z # 0), il existe un indice ¢ tel que z;(Mx); > 0.
3- I'implication [z € R", zx Mz < 0] = x = 0 est satisfaite.

4- pour tout ¢ € R", LCP(M, q), admet une solution unique.

On rapelle qu'une matrice M € R™*" est une P-matrice (ou M a la proprieté
P) sil’une des conditions 1 ou 2 et 3 est satisfaite. Alors I'unicité de la solution
dans LCP (M, q) est décrite par la propriété P de la matrice M.

Tandis que si la matrice M est semi-définie positive, alors dans ce cas le
LCP(M, q) est dit monotone, de plus si son ensemble de points strictement
realisables :

Fstrz{(x,y)E]RQ":x>07y:Mx+q>0}

est non vide, alors ’ensemble de ces solutions est un convexe non vide.

De la condition (4), LCP est dit (globaly uniquely solvable) ou (GUS)-
propriété.

THEOREME 5.2. [4,13] Supposons que L : ST — S% posséde la P-propriété.
Donc pour toute matrice @Q € S™, SDLCP(L,Q) admet une solution.

REMARQUE 5.3. La P-propriété de la transformation L assure l'existence
de la solution mais non l'unicité. (voir un contre-exemple donné par Gowda &
al [4]). Contrairement & LCP ou la P-propriété assure 'existence et 1'unicité
de la solution. 0

Le théoreme prochain assure le résultat d’unicité dans le SDLCP(L, Q).

THEOREME 5.4. Soit L : S™ — S™ une transformation linéaire. Les asser-
tions suivantes sont équivalentes:
a) Pour toute matrice @ € S™, SDLCP(L, Q) admet au plus une solution;
b) L possede la P-propriété et la cross-commutativité;
c¢) L possede la (GUS)-propriété.

Introduisons maintenant des résultats pour les transformations linéaires
monotones.
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THEOREME 5.5. Soit L : S™ — S™ une transformation linéaire. Alors si
L est monotone, ’ensemble des solutions du probléme SDLCP(L,Q) est un
convexe peut etre vide pour toute matrice Q@ € S™.

COROLLAIRE 1. Si L : S™ — 8" est une transformation linéaire monotone,
alors

GUS = P.

Dans ce qui se suit on donne les conditions suffisantes pour qu’une trans-
formation L possede la (GUS)-propriété. (Voir [13]).

THEOREME 5.6. (Suffisance) Si L est une transformation strictement mo-
notone, alors elle posséde la GUS-propriété.

THEOREME 5.7. Pour une transformation linéaire L : S™ — S™, les impli-
cations suivantes sont vérifiées :

(6) stricte monotone = Py = GUS.
On donne maintenant un résultat qui inverse les implications du résultat (6).

THEOREME 5.8. Soit L : S™ — S™ une transforamtion qui posséde la P-
propriété. Si L est auto-adjointe, alors elle est strictement monotone et les
implications inverses suivantes sont satisfaites :

stricte monotonie < Py, & GUS.

6. ETUDE DE QUELQUES FORMES DE SDLCP

6.1. La forme de Lyapunov. La transfomation de Lyapunov associée & une
matrice carrée A est définie par :

La(X)=AX + XAT

La caractérisation de (GUS)-propriété est donnée dans le cadre du théoreme
suivant.

THEOREME 6.1. Considérons la transformation de Lyapunov L 4 avec A une
matrice donnée dans R™ ™. Alors les assertions suivantes sont équivalentes :
1) L4 possede la GUS-propriété;

2) A est positivement stable et semi-définie positive.

THEOREME 6.2. L4 posséde la Py-propriété si et seulement si A est une
matrice définie positive.
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THEOREME 6.3. Supposons que A est une matrice normale. Alors on a
pour la tranformation L4,

stricte monotonie =GUS = P.

6.2. La forme de Stein. Cette transformation est donnée par :
Si(X) = X —AxAT

pour toute matrice A dans R™*"™,
On a les résultats suivants pour Sjy.

THEOREME 6.4. Soit A € R™™"™ une matrice normale. Alors on a pour la
transformation Sa,

stricte monotonie =GUS = P.

REMARQUE 6.5. La caractérisation de la GUS-propriété pour la transfor-
mation de Stein reste un probléeme ouvert. ]

6.3. La forme de Two-sided. Cette transformation est donneé par :
My(X)=AXAT
pour une matrice A donnée dans R™ ", et on a aussi les résultats suivants :

THEOREME 6.6. Pour la transformation M on a:
1) M4 possede la GUS-propriété;
2) La matrice A est définie positive ou bien définie négative.

REMARQUE 6.7. Pour cette transformation on a :
GUS = P.
O

Pour plus de détails sur les démonstrations des théoremes précédents, voir les
références [4, 5,6, 12] et la référence [13].

Finalement, on mentionne que les formes de SDLCP données par les trois
derniers exemples [3.4, 3.5, 3.6] sont strictement monotones car leurs transfor-
mations sont strictement monotones. Alors elles possédent la GUS-propriété.

7. CONCLUSION

Dans cet article on a présenté sommairement les principaux travaux liés au
probleme complémentaire linéaire semi-défini. Cela facilite la comprehension
de ce probleme et conduisant a des nouveaux développement dans ce domaine.
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