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SUR LA SUITE DES OPERATEURS BERNSTEIN COMPOSES

HEINER GONSKA* and IOAN RASA'

Abstrait. Nous considérons une suite des opérateurs de Bernstein composés
et les formules de quadrature associées avec elles. Nous obtenons des bornes
supérieures pour ’erreur de 'approximation de fonctions continues et de I'appro-
ximation des integrales de fonctions continues. Les bornes sont données en
terme de modules de continuité d’ordre un et deux. Deux inégalités de type
Tchebycheff-Griiss sont aussi presentées.

ON THE SEQUENCE OF COMPOSITE BERNSTEIN OPERATORS

Abstract. We consider a sequence of composite Bernstein operators and the
quadrature formulae associated with them. Upper bounds for the approximation
error of continuous functions and for the approximation of integrals of continuous
functions are given. The bounds are described in terms of moduli of continuity of
order one and two. Two inequalities of Tchebycheff-Griiss-type are also included.
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1. INTRODUCTION

Dans l'article [I] D. Barbosu et D. Miclaus ont consideré une formule de
quadrature basée sur des polynémes de type Bernstein composés. Ils ont donné
une inégalité pour le reste de la formule de quadrature pour des fonctions dans
la classe C2[0, 1], I'éspace de fonctions définie sur l'intervalle [0, 1] ayant deux
dérivées continues. Dans cet article nous utilisons les opérateurs introduits
par les auteurs cités pour approcher toutes les fonctions dans la classe C[0, 1],
et nous donnons une évalution de ’erreur en utilisant le deuxieme module de
continuité.

De plus, nous étudions les itérations d’ordre r des opérateurs lorsque r — co.
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Pour la formule de quadrature de Barbosu et Miclaus, nous trouvons ’ordre
de grandeur du reste pour toutes les fonctions de ’éspace C[0, 1]. Notre note
contient aussi deux résultats du type Tchebycheff-Griiss concernant la non-
multiplicativité de I'opérateur et de la formule de quadrature.

2. DEFINITION DES OPERATEURS B, ,,,

Rappelons les faits suivants:

1. Pour a,b € R,a < b et f € R* le polynéme de Bernstein de degré
n € N associé avec f est donné par

n

Bi(fia) = gy - D (W)@ —a)f (b —a)" ™" - f (a+ kE2).

k=0

2. Pour g € C?[a,b] on a

g(z) — Botl(gyz) = — @m0 grie ) ¢, € (a,b).

Nous allons étudier la méthode d’approximation suivante pour les fonctions
continues definies sur [0, 1]:

On divise [0, 1] en sous-intervalles %=1, %], kE=1,...,meN. Sur [%, %]
nous considérons

3

k-1 k
m 'm

Bui(Fiw) = Bh7 (fa) = m-

-
I
o

Maintenant nous composons les B, ;(f;-) pour obtenir 'opérateur Bi,m defini
par

By (f;x) := Bui(f;z), size [%,%] 1<k <m.

Ceci nous donne une fonction polynomiale par morceaux de degré < n, con-
tinue aux points %, 1<k<m-1.

D’autre part, By, , est un operateur linéaire et positif réproduisant tous les
fonctions linéaires. Ces faits sont impliqués par ceux de l'opérateur Bernstein
classique (non-composé).

Les opérateus B, ,, constituent une généralisation de

e lopérateur de Bernstein sur [0, 1] - le cas m = 1,n € N,
e interpolation linéaire par morceaux Sa,, sur [0, 1] et aux points
) 1 _ 2 —1
-lecasn=1,m e N.

Chaque B, ,, est un cas spécial des operateurs spline de Schoenberg
(“variation-diminishing spline operator”) associés & une suite de nceuds ap-
propriée.



3 Sur la suite des opérateurs Bernstein composés 153

3. LE DEGRE D’APPROXIMATION PAR B, ,,,

Plusieurs des nos resultats ci-dessous seront formulés a I’aide du module de
continuité d’ordre deux, donné pour une fonction f € Cfa,b| et 6 > 0 par

W5 (£,0) = sup {| f(@—h) = 2/ (&) + f@+R)| s @+ hyw = h € [a,b], |h] < 3.

R, . 0,1
Nous allons aussi utilizer la convention wy := wg ].

Les deuxiémes moments By, ,,((e1 —2)?%;z), olt e1(z) = z, contrélent le degré
k=1 &k

d’approximation. Pour z € [W’ R] on a

k=1\/k
- T—— (-1
Bpm((e1 — 2)%2) = %
Maintenant nous utilisons le résultat suivant de Paltanea [5].

THEOREME 1. Si L : C[0,1] — C[0,1] est un operateur linéaire et positif
reproduisant toutes les fonctions linéaires, alors pour tous h > 0 on a

IL(f;2) — f(2)| < [L+ 50 - L((e1 — 2)%2)] wa(f3 h).
Si L((e1 — z)%;x) > 0 le choiz h = \/L((e1 — x)2; ) implique

L(f52) = f(@)] < § a5 VEer = 2%0));

cette inégalité est aussi valable si L((e; — x)%;x) = 0.
Il en résulte 'inégalité suivante:

PROPOSITION 1. Pourn,m € N, f € C[0,1] et x € [0,1] on a
k-1

\Bma;mf@nggm(ﬁ @%mguﬂa)

kel B1 ) <k <m.

3=

pour x € [

9

4. ITERATIONS DES B, ,,,

c 1 -7
Considérons B, ,,,,

chaque constituant

Bn,k:C[@ ﬁ]%ﬂn‘[k—1’£], 1<k <m,

m ’m ==
m

lorsque £ — oo, avec n, m fixés. Il est bien connu que

produit une suite d’itérations (B, x)¢, £ > 0, qui pour toutes f € C [%, %}
génére une suite de polynomes

1
(Bn)"(f)
k=1 k
m ’m

aux points ~—= et —, c’est-a-dire, £, = b1 ([). 1c1 1l en résulte que

points £=1 et £ clest-a-dire, ¢ = By, Dici il sulte g
Bum , € , 1| converge uniformement vers Sa_ f, l'interpolation
Bum)* clo,1 g f t Sa,. f, linterpolat
linéaire par morceaux.

qui approche, uniformement en [ ], la fonction linéaire ¢, interpolant
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En utilisant la transformation ¢ : [0, 1] — [a, b] donnée par ¢(z) = (b—a)x+a,
on peut écrire

n

B(fi) = g > (M@ —a)* (b —2)" Ff (a+ k- 252)

k=0
BOY(fotry)

S -y o0 (5), ave y=\a) = £=2.
k=0

|

Soit r € N, et considérons litération d’ordre r de BY™”, cest & dire, (BLa’b})T.
Nous utilisons le resultat suivant pour les itérations de B,, = BLO A donné par
Gonska, Kacsé et Pitul dans I'article [2].

PROPOSITION 2. Soit By,n € N, la suite des opérateurs de Bernstein clas-
siques. Pourr € N, f € C[0,1] et z € [0,1] on a

By (Fi0) = BuFio)| < § - wn(Fofal—0) (1= 1)),
Ceci implique immédiatement qu’on a, pour toutes f € Cla,b] et « € [a,b)],
(Bl (f:2) = B (f50) | =
_ ‘ (BO) (for; E_l(x)) ~B(fo z,e—l(x))(

(oe¢e @) (- 4))

( . 1
[ab( . (b—a) \/x ba)gb) ) (1_%)q~)

o (1

IA

o
'8
=

©
8
=

.Mto

I
\@
?
=
§~2
|
@
O“
|
8
N~—
—
—_
|
3|
SN—"
3
N——

Pour

et f:[0,1] — R considérons la fonction
_7F (k=1 k
Fo=flay: 5] 2R
Alors on en déduit

|(Brm)" (fi2) = S, (f52)| <
< S ™ (7]

ﬁ
=
8
|
x>~
3‘|
—
SN—
—~
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|
8
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—~
—
|
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% (f\/ % —:E)(l—%)T), sime[%,%],lékﬁm-

Donc nous avons

PROPOSITION 3. Pour l’itération d’ordre r de l'opérateur Em,m,? € C[o,1],
z € [0,1] on a l'inégalité

‘(En,m)r (?7 .CL‘) - SAm (?v CC)‘ <
<3N R -0 (1-2)), el E]1<k<m
Pour la norme uniforme il en résulte
1B (F) = S Dl < §8 (Fr o/ (1= 2)7),

c’est a dire la convergence uniforme (Bpnm)"(f) = Sa,,(f) pour n,m fizés et
T — 00.

5. NON-MULTIPLICATIVITE DE B,, ,,

Dans cette section nous démontrons une inegalité de type Tchebycheff-
Griiss. Nous allons utiliser I'inégalité generale suivante publiée en [4].

PROPOSITION 4. Si H : C[0,1] — C[0, 1] est un opérateur linéaire et positif
reproduisant les fonctions constantes, alors pour toutes f,g € C[0,1] et x €
[0,1] on a:

T(f,g;x) :=|H(f,g;x) — H(f;z) - H(g; )|
<1&(f;2v/H((e1 — 2)%2)) - @(g9;2v/H((e1 — )% 2)).
Pour t € [0,00) la quantité

w(fst) =sup {|f(z) — fy)|: [x —y| <t}

est le module de continuité d’ordre un, et le plus petit majorant concave du
module est donné par

(t—z)w(fy)+H(y—t)w(f,z) 0<t<l1
y_x b J— J— )

sup
0<z<t<y<1

B(st) =
w(f,1), t> 1.

En substituant dans l'inégalité la représentation des moments d’ordre deux
de By, on obtient

PROPOSITION 5. Pour f,g € C[0,1] et z € [0, 1] l"inégalité suivante de type
Griiss est valable:

m
“E=1)(E_ “E1)(E_
< iw <f;2 =) me) J)(g;Q =) Ge) ’"72(’” x)>, st x € [%,%]
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Remarquons que 1’ inégalité au dessus refléte le fait que B, interpole aux
pomtsa 0<k<m.

6. SUR LA FORMULE DE QUADRATURE BASEE SUR B, ,,,

La formule de quadrature introduite par Barbosu et Miclaus est donnée par

[ roas=3 [
f(@)da = f(@)da
0 =1/ 5t
~S 7 Bui(fia)da
Z;ﬂ; '

1
:/0 Emm(f;x)dx =:Inm(f).

THEOREME 2. Pour la formule de quadrature au-dessus on a

) = sty D 072,

k=1 =0

Démonstration. Soit k fixé. On peut écrire
k

2 Pttt =3 001 (o) [ a2 (5 )

. 17 n—i
()7 (2220 [ @) -] da
0
1
n i n—i kn—n+i
() | #0 o are g ()
LS ()BG L4 1) f (Ennt)

- Y (7 ()

=

Zf k:n n—i—z
m( n+1)

Une sommation pour toutes les Valeurs de k donne la répresentation desirée.
O

[e=]

Le résultat suivant est une amélioration significative du Theorem 2.2 de [1J.

THEOREME 3. Pour g € C?[0,1] on a

1
/ g<x>dx—fm,n<g>\ < ol g .
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Démonstration. La preuve résulte des (in)égalités suivantes:

IRCE Ina(0)| -
P ARCLEDS

3=

3
!
Q
1
33
&

k=1 k=1 =0
i TV

m k "
=13 [ @) - Bun(giolds

k=1" "m

N (z—2=L)(E—y) 4, k=1 &
= Zﬁ_l ——mgm—=g (G p)dal, Lo € (5 0)

k=1" "m

| /\

Hg”\looZ/L Ly (5 ) da
Ay R
k=1 0
1

= zn.lmQHQ”Hoo-/O t(1 — t)dt

= Tonm?2 Hg HOO

0
Dans le théoreme suivant nous utilisons la fonctionnelle K definie par

K (6, £C°10,11,€2[0,1]) = inf {[|f = glloc + 8119 ||oc : g € C2[0,1]},6 > 0.
THEOREME 4. Pour f € C[0,1] et pour m,n >1 on a

(i)

(i)

() - ‘ s £1C710,1],€%(0,1])

01
| raa ‘ fimd=).

Démonstration. Pour chaque f € C[0,1] on a

%\QO

[ 105 = (D] < 1511+ ke 32 3 e = 2

k=1 1:=0



158 Heiner Gonska and Ioan Rasa 8

Alors quelle que soit g € C?[0,1], nous deduisons, en notant H(f) :=
Jo F@)dz=Inn(f), que

H(f) =[H(f —g+9)I
<I|H(f—g)|+[H(g)|
<2[f = glloo + T3z 119" |loo-
Il en résulte
H(f)| <2 inf{Hf — 9lloo + 3z 19”10 : g € C*[0,1]}
=2 K (5755, f;C°[0,1], C?[0,1]) .

24m?2n>

U

Pour démontrer (ii) nous citons le Théoreme 4.2 de Gonska et Kovacheva
[3].

THEOREME 5. Soit (B, ||-||g) un éspace de Banach , et soit H : Cla,b] — B
un operator (pas nécessairement linéaire, pas nécessairement positif) satis-
faisant les conditions suivantes avec des constantes 7, «, Bo, B1, 82> 0 indé-
pendantes de f et g:

a) [[H(f+9)lls < H{[Hfl+[lHgllp}, pour toute f € Cla,b],
b) [|Hf||p < al|f|les, pour toute f € Cla, b];

c) [[Hgllz < Bollglloo + B1llg'lloe + Ballg”||oo, pour toute g € C*[a,b].
Alors, quelque soit f € Cla,b],0 < h < b_—a, nous avons

1 flls < 7 {Bol flloo + Zwn(Fih) + 3 (a+ Bo + 2 + 3 )wn(fih) }

Dans le cas présent nous prenons

Cla,b] = C[0,1], B =R,

v =1, a=2,ﬁo=0,51=0a52=ﬁ-
On obtient, pour 0 < h < 2,

[H(f )‘§%(2+h2‘6m2 )WQ(f h).

En choisissant h = —L nous arrivons a (ii). OJ
V6ém?2n ( )

7. NON-MULTIPLICATIVITE DE LA FORMULE DE QUADRATURE

Considerons maintenant de nouveau la formule de quadrature

1
0
Ici, notre but est de donner une borne supérieure pour la quantité

T(f,9)| = |Tnam(f - 9) = Inn(f) Inim (9) -
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A cette fin, nous utilisons de nouveau le majorant concave w et le resultat
suivant de [4], Th. 3.1.

PROPOSITION 6. Si L : C[0,1] — R est une fonctionnelle linéaire et positive
satisfaisant L(eg) = 1, alors pour toutes f,g € C[0, 1] nous avons

IT(f,9)| < 30(f;2V/T(e1,e1))@(g;2¢/T(e1,€1)).
Ic,
T(er,e1) = Llez) — [L(er)]*.
La proposition ci-dessus conduit a
PROPOSITION 7.

Uﬂ,m(f g) — In,m(f)ln,m(g){ < %Uv(fﬂ 12 + Gm%,)@(gﬂ\/ % + Gm%n)

Démonstration. 11 suffit de calculer
T(e1,e1) = Inm(e2) — [Lnm(e1)]*

1 1
:/ B m(eg; z)dz — [/ Bn,m(el;@dx]
0 0

1
:/ Bmm(eg;x)d:c—i
0

2

1 4 1
_12+6m2n' O

COROLLAIRE 1. Pour n,m — oo nous obtenons

[ ¢ o= [ s [ g

1 1 L A

n,m—00

< lim %C}(f;Q %2+6ni2n>(’~u<g;2 %2-%6”12”)

n,m—00

= 10(f; 75)%(9: 75)-

O
Remarquons qu’il s’agit d’une inégalité de type Tchebycheff-Griss pour la
fonctionnelle d’intégration ou la constante % est la meilleure possible.
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