


SUR tE PROLONOEMENT DES FONCTIONS CONVEXES

D'ORDRE SUPERIEUR
PAR

TIBERIU POPOVICIU

Le présent travail a pour but de compléter sur certains points la
théorie des fonctions convexes d'ordre supérieur qui a été exposée dans
notre Thèset).

Nous considérons des fonctions /(x) définies, unif ormes et rëelles
de la variable réelle Í sur un ensemble linéaire et borné E.

Désignons par V (d, o.2,. ..,o*+r) le déterminant de Vnr,l Drn Moxoe
des quantités a, et par U (a1, o.2,...,a*+ti/) le déterminant qu'on déduit
de V(a,, d2,...e-¡¡1) lorsqu'on y remplace les éléments de la dernière
colonne par

f @'t), f @r),' ' ,l@.0+')
respectivement.

Le quotient

far, ü2,' . .rar*r; TJ
_ U (o,, qz.. . ,e¡r¡f l)

est Ia diffërence divisëe d'ordre k de la fonction /(x) pour res points
distincts a.1t þt . ., 4k+1.

Les différences divisées sont liées par la relation de récurrence

l.a, o,",.,., a¡*r; ff : lq2, dsr..., ak+ti Íl- [op ar,..,,,t¡; fJ
d*+t - o't

[a; f ]: f (o.).

La fonction /(x) sera appelée convexe, non-concave, polynomiale,
non-convexe ou concdve d'ordre n sur I'ensemble E suivant que les
différences divisées d'ordre n f I sur tous res groupes de n f 2 points
de E sont ¡ 0, = 0,:Q, <0 ou < 0.

Ces fonctions forment Ia clusse cles fonctions ct'ordre n.

t) ,Sur quelques propriétés des fonctions d'une oq de deux variables réelles,,
Paris 1933.
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der einzuführen' Setzen wir statt ø' > Ó7' statt F - a' so gelangen wir
zu dem Schema;

b7

A¡ A1 o2

b2

Q5 06

bF, b6bo br

o7

wo die Punkte (a)bzw. (ú) gleichberechtigt erscheinen'

Die Konfiguration umfasst die Ecken und Berührungspunkte eines

der Må ein-und umschriebenen Simplexe aus R7. Es wäre interessant

über die zugehörigen projektiven Invarianten so zu verfügen, dass die

Konfiguration die höchste Anzahl von Automolphismen aufweise.

Manuscrit reçu le 16 Avril' 1934'



SUR LE PROLONG EMENT DES FONCTIONS CONV EXES D'ORDRE SUPERIEUR 77

II suffit évicremment de démontrer que Ia fonction est prorongeabredans I'intervalle (x,, x,), puisqu,elle l,est .rr.rn-pãini'À gîr.h. cle x, ouà droite de -r-. constrri¡sånr *. ton.t¡on dérivábr. ,eañrant re proron_gement.

Ii suffit de regarder Ia représentation géométrique de la fonctionpour voir qu'on peut prendre

Íi @), li G), Íí (x,) .

tels que cette suite vérifie justemer t res propriétés de convexíté cre raclérivée d'une fonction de 
-ra 

forme considéiée et ters aussi qr,on ait
fiG) a ¡x,, xr;.fJ , Íí(x^) s [rn,_r, xo,;l)

fx,-r, x,; Íl - fí (x¡) < [x,, x,or; f)
i_2,3,..., m_7

sans égarité si ra fonction est convexe. on peut maintenant construiref":\'),011: (tn t,*r) telle qu'ellç ait une dérivée continue se réduisant àliG,)' ÍiQ,+r) aux points xi, x¡+tet remprissant les conditions exigéespar le prolongement. (On pqqt par exemple prendre /, (x) représentéepar un arc d'ellipse vérifiant les conditions voulues)
gement au sens strict d,une fonction

s possible. par exemple si la fonction

{l¿+1"ìili,ï"iîåîïîT::1,1,.,ï;
ire une fonction de la classe (0x, I x¡

est toujours prolongeable au sens strict.
3. Soit/(x) d'ordre. n > I sur (l). Nous pouvons supposer rtt s n{)car si m - n { 2 re probrèm. .st àíti¿.ement résoru par re porynonre

P (x1, x2, , ., xn*r; f lx).
N'us atons examiner Ie prorongement sur un points x distinct despoints (1). Ce point est .orpri, entrË x,, ,,+, (à gauche de x, si i ,: 0,

ent ne dépeñd que des n f I
premiers points à droite de x z).

fonction est de la classe voulue

X¡-n, Xi-n+tr. . .Xi, X, Xi+1, xi¡zr. . .rXÍ+n+t

où on convient de considérer les points x1,x2,..., xi à gauche cle x sii < n * I (aucun si i:0) et les points xi¡r, xi¡2,..., xn,à droite cle xsi i >.rz -.n : I (auc.un si i:m) et nous garclerons cette conventioncfans la suite sans le dire expliciteient-

z) Voir loc. cit. l) p. 19.
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Il peut arriver qu'une fonction possède à la fois plusieurs proprié-
tés de convexité d'ordres différents. Nous dirons qu'elle est de la classe
(a, b, c,...) si elle possède des propriétés d'ordre a, b, c,.. pour met_
tre en évidence la nature de Ia fonction nous affecterons les nombres
o,b,c,...d'indices de la manière suivante: o, o',e,o',a', suivant quela
fonction est non-concave, convexe, polynomiale, non-convexe ou con-
cave d'ordre a. Il est utile de distinguer les fonctions de signe invariable.
Nous conviendrons de les apperer fonctiotts d'ordre l, et nous affec-
terons ce nombre d'indices, comme prus haut, suivant que la fonction
reste > 0, > 0, :0, 40 ou < 0.

Nous désignerons aussi par:

P(ar.4,...d.killx)
le polynome de LncnnNcE pour les points d.t,42, ..,eo relativement à ra
fonction / (x), donc le polynome de degré k - | qui prend res vareurs
f (a,) aux points 2,.

Dans la suite nous ferons constamment usage des propriétés des
fonctions d'un ordre donné ou d'une classe donnée qui sont d'émontrées
dans notre Thèse. Nous prions Ie lecteur de vouloir bien s'y rapporter.

Position du problème du prolongement

l. Nous dirons que ra fonction /(x) d'uhe classe donnée sur E se
prolonge sur un autre ensembre Er, s'il existe une fonction fr(x) de ra
même classe définie sur Ef E, et qui coincide avec/(x) iur E. Nous
dirons que la fonction se prolonge au s¿ns large si on' iegard la con-
vexité et la polynomialité comme des cas particuliers de laìon-conca-
vité. Dans Ie cas contraire, nous dirons que la fonction se prolonge au
sens strict' ce prolongement est plus restrictif et implique ìe prolónge-
ment au sens large.

Pour simplifier le langage nous appero ns orcrre maximum de / (x)
le plus grand ordre qui intervient dans sa classe.

2. Nous étudierons tout particurierement le prolongenrent des fonc-
tions définies sur un ensemble fini de m points

(l) xt{ xz a ... < xnr.

Les propriétés suivantes sont immédiates.
Toute fonction d'ordre0 our définie sar(r) se prolongedu setß

strict sur tout ensemble Er.
Toute fonction d'ordre mqximum l dëfinie sar (r) se prolonge au

sens lorge sur tout ensemble Er.
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Les conditions de prolongeabilité sont donc

(2) !¡-- lx¡, x¡at," ',x¡¡n, x;,f-l '0 ou > 0

j:i tfl, i-n+1,"',i +l
suivant que la fonction est non-concave ou convexe et suivant qu'il s'agit

d'un prolongement large ou strict.
Pour que la fonction se prolonge sur le point ¡ il faut et il suffit que

les inégalités (2) soient compatibles par rapport à Í (x) régardée comme

un paramètre. La fonction est alors prolongée par toute valeur de/(x)
vérifiant ces inégalités.

L'inégalité (2) signifie que / (x) a une position précise par rapport

aux polynomes
Pj - P (x¡, x¡pr,. . ., x j+n;/l ¡)
j:i-n,i-n+1,...,i+1.

On trouve facilement I'interprétation géométrique suivante :

Les polynomes P¡-,,, P ¡-n+2, P,-n10,. . ont une fonction limite supé-

rieure g, (x) et une tonction limite inférieure g, (x). De même soient

i',(x),4¡ (x) les deux fonctions limites correspondantes des polynomes

Pr-r*r' Pr-n*r' P¡-¡¡rr' ' "
Nous avons alors

g,(*) . | (x) z h,(x) oug,(x) < /(x) < 4¡(x) si

g,(x) z I @) <(,.(x) ou s,,( Ð > f G) ,î,(x)ti ll-t$ "-itl.impair

Les conditions nécessaires et suffisantes pour le prolongeabilité

s'expriment donc de la manière suivante:

n-i¡l + n-t 1
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Posons en général

(4) òj, j+ro+, :òj,¡¡zp¡r(x): y¡(x - x¡)(x - x¡+'). . .(x -- x¡+zp) *
I y¡+ro+t (x¡1,4r - x)(x¡anaz - x). . .(x¡¡n¡zp¡t x),

Ces quantités ne contient pas le paramètre Í (x) et l'inégalité

òï,j+ro+t>0ou>0
i - n < i 4 i +1, p >0,i+2p ll 4 i+1,0 </ z nt - n - |

exprime justenrent la compatibilité des inégalités /¡ > 0 ou ¡ 0, /i +zp+r >0
ou>0.

Les quantités (4) peuvent d'ailleurs s'exprimer facilement à l,aide
des (3). Ces sont des polynomes de degré 2p en r ne dépendant de la
fonction donnée que par I'intermédiaire de ses différences divisées cl'ordre
,r + I, ce qui était à prévoir.

Les inégalilés (5) expriment donc les cottclitions de prolongea-
bilitë.

Lorsqu'il n'y a qu'au plus trois quantités y¡ le nombre des condi-
tions est égale à zéro, donc:

Toute fonction d'ordre n sur (l) se prolonge ou sens strict sur
tout point à gouche de x, et tout point à droite de x^ ,.

Toute fonction d'ordre n dëfinie sør n f 3 points se prolonge au
sens strict sgr tout point.

La propriété suivante résulte du fait que les (4) sont des polynomes :

Si une fonction convexe d'ordre n sur les points (l) se prolonge
au sens strict sur un point x, elle se prolonge aussi ou sens strict
sur tout point dans le voisinage de x.

Les points sur lesquels une fonction convexe se prolonge au seng
strict forment un nombre fini d'intervalles ouverts. Les extrémités de ces
intervalles (-F ø exclus) sont des points où on peut faire le prolongement
au sens large; nous les appelerons les points singuliers de la fonction
convexe.

ll'

Etude de quelques cas simples de prolongement

5. Nous allons étudier complètement res fonctions' cl'ordre 2 rléf¡-
nies sur (l). Dans ce cas les quantités (4) s'écrivent

òl_r, ,*, : (x - x,_,) (x - x, ) (r,r, - x,_r) ¡å-, +
* (x - x, ) (t - x,+,) (x,+r- x¡_,) rå-t+
-| (* - r+,) (r xi¡z) (x¡*. - x, ) tå

i:3, 4,. . ., ffi 3.

E,G). å,(x) ou g,(x) < l¡r (x) si

gi (x) = lr¡ (x) ou g, (x) > å, (x) si

n- i¡l ¡ n-i¡l

2

ln-i ¡n-i¡l1

palr

est pair

est impair

4. Intróduisons la notation suivante

À'n+, : lx¡x¡+r,' ', f¡-¡n¡r;ll, J:1,)," 'rm - n - |

Posons

òj.,¡+r : !¡(x - x¡) * !¡+t(xr*u*, - x)

nous avons alors

(3) òj',¡*r : (f¡an¡, - xr) 41,+t

Les conditions òj,¡+, = 0, ou > 0 sont donc effectivement vérifiées,

autrement clit les inégalités./¡ - 0 ou > 0, /j+, > 0 ou > 0 sont toujours

compatibles.



I

¡

80 T'IBERIU POPOVICIU
SUR LE PROLONOEMENT DES FONCTIONS CONVEXES D'ORDRE SUPERIEUR 8,I

On voit facilement que .si la f onction est convexe elle se prolonge
au voisínage de tout point x.

Dans I'intervalle (x,, r¡*,) peuvent exister 2, l, ou 0 points singu-
¡iers suivant que l'équation òj_r,,+, (x) : 0 a deux racines rélles inégales,
une racine double ou aucune racine réelle dans I'intervalle (x,, x,*,). Dé-
signons par d.i, F¡¡1 ces points

x¡1 ü¡ + F¡+t ( f¡+1.

Prenons op F¡+rarbitrairement dans (xn ¡+,) et écrivons I'iclentité
en.r

ài_r,,*, : A (x - o,) (x -- F,+ri).

Nous en déduisons

Fn (o,) est un polynome du second degré en a, et on a coeff. cle afclans Fn (or) 
-- (x,+, -- x,) (2 x,+, - xi - x¡_-r) > 0.'

Fo (r,) : - (x,+, _ ,,), (x,*r_ x) (x,_ x,_,), Fo (x,*,) __- 0
donc

Fn (o,) : F, (a¡, oi) < o (x, { o,( x¿1¡).

Nous avons aussi F, (x) < 0, clonc

Fs ("i, x¡a¡) < o (x, { o,a r,*,).
F, (a,, F¡*,) ètant linéaire par rappor t à a, et F¡+r on en clécluit

F, [o.r, Fr*,) < 0 ( x, -- o., .- F,+r a r,_r,)
donc

F, (ø,, F¡¡¡ i x¡*,) ( 0 (x, { ai a p¡+t a ,,*,)
et aussi

F,(ou F¡+, i o¡+r): F (a¿, F¡'1i a¡¡1, o.¡+l) < 0

(xi1o.i. F,*, { x,+r( o¡+, ( x¡¡2).

Mais
Fr(ru F,*, i rr+,) ( 0, (x, { d¡ 1 l!,+, { x,+r)

clonc aussi

. Fr(or\,+ri o.i+r): F (ap F¡+ti o¡+r, r+2) < 0
(x, { o., a= F¡+t a t,*, ( or*, ( ,*r).

Finalement on en déduit que

F (ou 13,+, i a¡¡1, F¡*2) {o
(x, { o, ¿ 9¡+t( r,+, ( a¡+r ¿ F¡+z 1 x¡¡2)

ce qui est en contradiction avec (g,, ra propriété est donc démontrée.
. . rl.n résulte que ra distribution (z) des points singuriers est ra prusgénérale possible et nous pouvons trouver aussi pai res formures (ô)toutes les fonctions convexes d'ordre 2 ayant ces points comme points

singuliers. on peut aussi déterminer les fonctions qui n,ont pas d,autrespoints singuliers.
ces conclusions restent vraies pour les fonctions non-concaves,

seulement dans ce cas^les points àn þ,*, peuvent coïncider avec
l,' *,*l respectivement. on voit par e*empie que si ra fonction n'est pro-longeable sur aucun poínt de I'intervalle (x,, x,*,) elle est prolon_geable sur tout point appartenant à r'un à.! ¡ilii*ii.*-ir,-.,, ry),(x¡¡p x¡¡2).

Prenant

aå:4:aå:...-0, a3 >o,al:.0,,\3 --,0,.. 
6

(6)

où

(t,u-, - tr-r) aå ' (*,*, -- t,-,) aå-' (t,*, t) aå

A.
a

^'i
A'i'

A,: (r+, - *,) (o.,- x,*,) (i3ra, x,+,)
A',: (n,lp+,) (r,*, x¡+z- x, x¡_ ,) * o,r,t,+r(r,* r,_, - x¡+z- x,r_,) -

'x¡_.t xi+, (x¡+z x,) - x¡ xi+z(t+, - *r-,)
Aí: (t,*, x,_r) (o., -- t,) ([r+, - x).

Ces relations déterninent A!-2, Aå-t, Aá quand op fj¡+tsbnt données
et on voit que Au Ã',, Ai sont positifs Iorsque les points op ?,i+r.sont dans
(r,,rr*,).

Il en résulte qu'on peut prendre arbitrairement les deux points
singuliers ot, þi+r.

Plus généralement on peut déterminer toutes les fonctions d'ordre
2 ayant pour points singuliers les points

(7) r : 4Ír, F¡,¡1, 4i",'Þ¡r¡1, d'¡^, F¡"¡yr. . .

pris arbitrairement dans.les intervalles (r¡,r,,+,), (x¡", x¡,¡r),. . . pourvu
que i, ) i, -l- l, ir ) ir]- 1,. . .

6. Nous allons démontrer nlaintenant que dans deux intervulles
consecutifs (*,, *,+,), (x,+,, *,+r) ne peuvent pos exister ù la fois des
points singuliers.

On devraif en effet avoir

(s) Aí A,+, -- Ai Ai*, : O,

Désignons le premier membre par F (2,, [)¡¡1i e¡¡¡, F,rr¡ et posons

F, (o,, F,*; i o¡+r): F(ø¿, F¡¡1i a¡¡1, a¡¡1)

Fr(a¡,F¡¡ti o.i+t) - F(a,, F¿¡1i ø¡¡¡, f¿¡2)
Fr ("u i?+r i x¡+r) : (xr+, - x,+r) (r,+, - r+,) F.(o, f?,+r)
Fo (oJ : Eu (a,, o¡,), F¡ (o,) : F, (ø,, x¡¡¡).
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on obtient toutes les ionctions d'ordre 2 qui ne se prolongent sur aucun

point des intervalles

(x., x4), (xu, x6), (xr, xs),

Le nombre des points singuliers d'une fonction convexe cl'ordre 2

est au plus égal à m - 4 ou m - J1 suivant que nl est pair ou impair.

7. Si I'ordre de la tonction est plus grand que 2 cles cas beaucoup

plus compliqués de non prolongeabilité peuvent se présenter. Par

exemple les tonctions d'ordre n > 2 qui sont telles que

À1,+r:À?+,: ... :0, A?+r > 0, Al+t > 0,..

ne se prolongent sur aucun point de I'intervalle (x, xrr-r) si n¡ - n I

est inrpair et sur aucun point cle (x*, r,,-s) si m - n - 1 si est pair. Dans

ce clernier cas elles se prolongent d'ailleurs sur tout point de (rrr-s, x u,-r).
Si la classe de la fonction contient plusieurs conditions de cónvexité,

cles circonstances plus compliquées peuvent se présenter. On peut néa-

moins faire cles remarques intéressantes. Supposons que la fonction soit

de la classe (1,2): pour qu'elle soit prolongeable sur un point, il faut
et il suffit qu elle le soit comme fonction d'ordre 2. soient en effet

les polynomes

Pr:P(x,_", x¡-1, xt;l I x)
Pz:P (x,_r, xu x¡+t; Í 1 x) Q, -- 

P (x¡-,, r, ; / I x)

P.:P(x¡, xi¡r, xi¡z; Í I x) Qz: P (r,, r,+, ; I I x)

P¿:P(r,F,, r,+r, xi,:.; Í I x) Qr: P (x,+r, x,+r; I I x)

Les conditions de prolongeabilité sont

P, > Q,, P, > Qr, Po - P,, P¿ = Qt, P¿ = Qs, Q, >P,, Q2 = P3'

Or, nous avons, en examinant la figure représentative cle la fonction
P, = Q, dans (x' x,*,) la fonctlon étant d'ordre I

PztQe " n

Pn = P, par hYpothèse

Pn = Q, au point r parce que P, .- Q, dans (x,, r¡+,)
Po = Qs dans (x,, x,*,) la ionction étant d'ordre I

Q, = 
P, n ,, de la classe (1, 2)

Q2 = P" dans (x,, x,*,) la lonction étant d'ordre I

8. Considérons une fonction déiinie sur un ensemble quelconque

E.'On peut prolonger la fonction ou sens strict sur I'ensemble dérivë
E , exceptës peut être les extrémitës a et b. Lorsque I'ordre maxinlum
est plus grand que 0 ce prolongement se fait par continuité il n'est donc
possible'que d'une seule manière. Si I'ordre maximum est 0 la propriété

est à peu près évidente mais |unicité ne subsiste pas en générar. Le pro_
longement se fait au sens strict en vertu d'une pràpriété-connue s).

Toute fonction de crasse donnëe, bornéi dins re voisinage d,uneextrëmité, se proronge ou sens strict sur cette extrémité.
Nous supposons bien entendu que cette extrémité, á par exernple,

n'appartienne pas à E. on voit arors imrnécuatement quTt ,,iffit d. pr.n_
dre pour f (b)la lirnite de / (x) lorsque x - b. cette límite existe et estbien cléterminée.

Si I'extrémité ó (ou a) appartient à E la fonction peut y être dis_continue et il est arors crair qu'en gënëror ir est impossibre de proron_ger Ia fonction qu delà de ce point.
Examinons maintenant ra possibiritédu prorongement au derà d,uneextrémité, ó par exempre- si / (x) est d'ordré r^*iäur n, pour qu,eile

soit prolongeable au derâ de å ir est nécessaire qu'eile ,o¡1 i ,a', 6¡¡6-
rence divisée bornée dans re voisinage de ce point. on peut uoir facile_
ment que pour le prorongement au sens strict cette .ondition n,est pas
suffisante. Par exempre si ra fonction est de ra crasse (0,*, r *) et si raclérivée à droite au point ó est égare à zêro ra fonction ne se proronge
qu'au sens large, étant constante au delà de ó.

En général les dérivées Í' (b), -f,, (b), . . , /n) (b) existent au poìnt á
IÍ@þ) est par créfinition l¿ pênte dérivée a gaucrr.jet ir y ena qui sont
cl'un signe déterminé. Nous supposons, pour simplifiôr, que E est un inter-
valle (a, ó). si le prorongement est possibre au derà du point ö, notam-
ment dans I'intervalle (b, c) par la fonction f1e) jl faut que

f , p¡: f (b), Í:,) @): ¡rit e) i: r,2,. . . n _ |

et que ¡{! tttl soit s ou -ÍØ) (ó) suivant que ra fonction est non-con-
cave ou non-convexe d'órdre n.

on peut voir maintenant que mènre au sens rarge re prorongement
n'est pas toujours possiblea).

Si le polynome

h'+* b)'

est de la même classe que / (x) crans (ó, c) ir effectue re prorongement
(au seus Iarge). ll en est de même pour

n

Ð'+@- b)'*A(x - tùu+,
l'--0

A etant 7 ou 10 suivant que ,f (x) est non-concave ou non-convexe
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s) Voir loc. cit. t) p.26.

. _. ,Ð Par exemple u1e_f9nc!i9nde la classe (0,1,,2,3,) ne peut être prolongée audelà de lt si f' (b):0, l" (t,) *o (il est facile de construire de teltes fonltions¡.
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tl'ordre n. Dans certains cas ce prol<-rngement est au sens strict tel par

exemple si / (x) est d'ordre n simplement ou bien si elle est de la classe

(k, k + 1,. . ., n) ou (k*, k + l*'. ', nt)" ' etc'

On peut encore énoncer la propriété suivante :

La condition nécëssqire et suffísante pour qu'une fonction l(x'¡
jottissant tlons (a,b) des propriétës d'ordre k, k +1,"', f, de même

.sen.s, puisse être prolongée ou delù du point b est qu'elle soit ù nème

ttiffërence divisée bornëe dans le voisinage de b'

Le prolongement est au sens strict et peut aller aussi loin qu'on veut.

une propriété analogue a lieu pour I'extrémité ø, il faut alors con-

siclérer des propriétés d'ordre k, k +1,. . ., rt de sens alternés, comme il

résulte d'un changement de l'orientation de I'axe des x. Nous en cléclui-

sons aussi que:
La conditíon nëcessaire ét suffisante pour qu'une fonction d'or-

dre n dons (a, b)pøisse être prolongëe au sens strict dans tout inter-

valle est qu'elle soit ù nène dilÍérence divisée bornée.

III

Prolongement des fonctions convexes dans un intervalle.

9. considérons une fonction / (x) non-concave d'ordre n dans I'in-

tervalle (4, ó) et soit
xl 1xza...ç.Nrrr

une suite de points de cet intervalle.
Nous pouvons supposer, sans restreindre la généralité, que xt: o

xr,-- b comme il resultera de la méthode que nous allons exposer'

Posons encore

(9) À'n+,: ltu t,*r,' ', xì+n+t; lf, i:1,2," '' flt'- n - |

Nous allons supposer d'abord que les points x2, xsr' ' ' ' x,n-, tlivi-

sent rationnellement I'intervalle (x,, x,,,). On peut trouver alors un nom-

bre positif ò et des entiers positifs P1, P2,...,?nt_.t tels que

. x¡+r-J(r:PrD i:1,2,"',m' I

Nous emploierons les notations

P¡l Pzi " * P,: o', i :1,2," , m - l' P'n:0' [" u,-I: ?

Divisons I'intervalle (x, x^) en pp parties égales, p êtant un nom-

bre entier positif assez grand et soient

' x',- xr+ (i-1) ft, ¡ " x"--x)
P('

les points cle division. Nous avons alors

- f Fq,¡_.¡+r: x!, i:l'2'' ' ''nl'

SUR LE PROLONCEIT,iENT DES FONCTIONS CONVExES D'oRDRE supeRtÉuR g5

considérons une fonction v (x; p) définie dans I'intervalle (x' x,,,)
se réduisant à un polynome de degré n dans chacun des intervalles
(x, xr), (x, xr),..., (xnt_.t, fr,,). En posant

p, (x):
nous pourrons écrire

k
,1'(x;p): X Pr(x) dans (x¡, x¡¡1), k:1,2,..., m - 1.

j:l

Nous supposons que cette fonction est continue, donc

4 :0, j:2,3,. . ., ffi - I
ct que les autres coefficients sont en général des fonctions de p.

Nous allons examiner dans la suite la somme

lii, 1x-x)u'-,, j : t, ),. . ., ffi -li:0

pg-n pq+r

X \tt (x;; p) lx'p x'¡+v. ., x'¡+u+rill : t l, Í (x,,).
r:r í:t

(10)

il

I

10. Le premier membre de (10) peut s'écrire

ur (x',; ,, [ ä 
(-r¡u+r-, (,.f,t) f G',*) )l)l ¡n+t

Il en résulte immédiatement que

} {-ty,*' -' (Tt) v çx',-,; p)

ou la sonlmation s'étend de

0 à i -l pour i4.n+l
i -þp*n à n+t pour i >pp - n+l

0 à n+tpour r+l < i< pp--n+1.
La forme de la fonction nous montre que res seuls coefficients 7,

qui ne sont pas nuls sont les suivants
'( i¡'(pq-n+i. i:l ,2,' . .. n*l; Ip.t.*ù j:l ,2,. . ., ffi-2, i:2,3,. . ., n+1 .

On voit donc apparaitre dans le second membre de (10) rr groupes
de termes. Les groupes extrèmes contiennent n + r,les autres n termes.

Pour le premier groupe un calcul simple nous donne

(n) ä r¡f Q'): å l\rylr,+,.*,] tx,_,- t),-,(:)lG,,*,) l:
: 

É. 
,,IE('l') .t,+,+,li!1x,,, x,,,. .., x,,*,;tl.

t:0
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20. Toutes les quantités (12) disparessent dans la somme (ll).
Nous pouvons donc écrire:

lim
P>@ p

'(,ltn|-l
) ti-i t)' (fí :0, r > o, r?: (-l)"+r)

87

Nous avons dans ce cas

,l

j

lx¡ , n' r;
r:0

t
: t¡m. ! ft' 4 ci:p

(x',)ÍI

n+l

xi:lI
p tm ( T),,*,lt(x,):Ér:0

ï t rr+r-r(

Nous en déduisons

( -l Í (x,).

cr: 
E (T\f¡i,r-r

Les nombres G; se calculent facilement. Considérons le polynome

n r) ,r- xt)
considérons maintenant un groupe de termes intermédiaires:

n

Ð Tnr +'+t l ('ir,*,*r) l'i ' m ---2
i:l

et nous savons que les quantités.

fx'oei+r, xíe¡+r, ' ' ', {o{+i+ri lf i:0, 1,2, . . ,2 - 7

qui interviennent dans cette somme restent toutes bornées pout p>æ.
sans insister sur les détails du calcul, disons simplement que si on

prend pour les coefficients lif r des valeurs telles que:

10' lri*^!r*t : ai*, existe et soit finie'

2't. l^!f¡!,*t: o, i - l,), ...,, -t,It+Ø

on tfouve la relation.

l'!';;E' '(p.;¡i¡t I (xos'.¡¡¡'¡:

n-t r+i n

xr:0 T¡+.+t : i t)l n,+r X À;_" /¡" C¡
s:0

avec

nous avons alors

l'f:
I

(rld
clz

F'(z)

ì-l
F¿ (z) : (-r¡u+r X t-rf (n+ t 

; 
t+, 

1 
{r-t¡,'-'

r:0

l(,

. Gi:
d'ou en particulier

Gi:0 Potlf s:0, 1,2,..',n-i-1

GÍ-,: ( l¡u+,-i lþ #)'-"{r- l¡,-,1: (- r)n+,-i (n-i)l

Remarquons maintenant que noas ne savons rien sur les quantités
(12) i!lx'r, xr...., x',*ri f), i: l, 2,..., fl.

Prenons pour les coefficients Àf des valeurs telles que

l0

l:!;^l: Är existe et soit finie

20 les égalités

Eq)'(¡+,+t ,.å-,^l-" {r" G¡:s

soient vérifiées identiquement en p.
Il en résulte que:

l0 ).1,Àå,.", tf, tendent vers zéro pour p >æ,

l? *)"'i.-rT'lF+,,*, (Ò l":,

( - 1)n+'prl
n X,, xl

t / (xr*¡).

Il nous reste à voir ce qui se passe avec re dernier groupe de
terrnes.

(13) 'fror-^*, f (x'pe-o+).
j:l

Nous chercherons à nous arranger de manière que cette sornrne
nrultipliée par ! ait aussi une rimite finie pour p> oo. Ir suffit pour cerà
de recommencer la démonstration précédente en a[ant cette fois dupoint.x,,¿ vers le point x,, donc en renversant I'ordre des points
xp xz, .., xr,.Ce procédé revient à faire sur la fonction \[ (x; p) la
transfornation x i xn, I x, _.N, donc,

Ur', (x ; p) : e' (¡,, * xt - xi p)
etona

k
tlt, (r ; p) : i o, frl dans (r,, t :' - x^_'k¡,, x^ * xt --- x,,--x)

i:t k:7,2,..'rffi-'-1.
avec

n

Qr(x): X þi,(, - xt- xn,-|x,,_j+t)' i i:1,2, ...,m- t.
i:0
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Les trois propriétés sttivantes doivent être vérifiées:

10. tim. ,r!^ existe et est finie'
p--t"

20. Les égalités.
n

(r4) )j p.;-, ft" c'i : o i: 1,2, ' ' , n

sont vérifié 
"" 

¡diliiiquement en p.

30
lim i>0.p->Ø

une fois ces égalités satisfaites on voit qu'on peut toujours s,ar_
ranger de manière que 20 soit vérifiée aussi.

Nous savons maintenant que (r3) murtipriée p^, + a une rimite
lorsque les conditions précédentes ;ont vérifiées et que cette limite ne
dépend que de Í(x,,). Nous pouvons écrire

!':+E(ps-n+¡ f (x'p s-n+i) : (-l)n+t p Ä ,ll
l) (xo, - x,)n

Ici les coefficients G'f sont encore indépendants de p, mais ne

sont pas identiques aux Gi . celà provient du fait que tandis que dans

la foimule (10) interviennent les valeurs de tl'(x;p) dans (x', xon_'n)

dans le problème renversé on emploie les valeurs de \r, (x;p) dans

(xi,+2, x'on¡r).On a donc

ùí' : Ï,-',"*'-'(': 
t),'* 1-Ð'

et le coefficient rt,, est évidemment déterminé par la condition que

Mais

(n f t¡'-r rj

(n f t)"-r cf

clons en particulier:

G'i :0, s : 0,1,2. .",fl- i+1, G";-i : Gi-i I o'

La propriété l0 est évidemment vérifiée. Remarquons que:

Qr(x):-P,n+r,G^lx,- x), i :2,3, "'' m --l
et il en résulte immédiatement que 30rPour i > I est vérifiée.

Nous avons aussi:

Q' (x) -

d'ou les valeurs des coefficients ¡r.l

(16)

ne dépend que de différences divisées d'ordre n + l, autrernent dit elle
doit être nulle si /(x) est un porynome querconque de degré n. Donc

f ,iÂi: o, k:0, r,2,. . ., n
J:l

et (15) sont précisemment les conditions de compatibilité de ce systèrne.
I l. Lorsque p - * la fonction ,lt (x; p) converge uniforrnément5)

dans (x,, x,n) vers la fonction
k

\v(x):,tim.v'(x;p): X Å,,(x - x¡)o do¿s(xr, xr+,),Pèû IEJ
k:1,2, .,m-1.

cette fonction peut se mettre sous la forme d'une somme de
m - n - I fonctions analogues.

Pour simplifier les notations posons pour les déterminants de VnN
Den Mo¡.¡n¡

V¡:V(xn x,+r,,.', x¿+u+l) i:1,2,..., m- n --lVÍk):V(x¡, f,.1¡, .. ., xk_t, xk¡r,.. ., x¿au1¡),

k:i,i+1,...,i1n{l
et considérons les fonctions

!!',(x):

0 dans (x,, x,)
k rr(i*r)
)f - l)' \¡(x - x¡*,),, dans (x¿a¿, x¡r.¿11)

k:0, 1,2,. . ., n
0 dans (x¡¡u*, xr,)

i:1,2,..., m- n-_ 1.

;) L'uniformité de la convergence est immédiate si on renrarque que {r(x; p) est
formé par des polynomes de degré invariable.

i,1 : 0,

+
r

.. I
ltm. -p

p ç+l

Ir, Í6I¡
i:l

f (x,,,)

n-ic;':I
r:0

( ,) r,ì,*,

m-l

Xor(x,,*x¡-x)
i:l

nt-l i

*] : 
=f:É,- 

r¡i-rf 
--;) 

{x^ x¡'-'N,1, i : 0, 1,2, . ., tl,

(15)

Pour que 30 soit vérifiée aussi pour i : I il faut que

nr-l

I (t", - ,)' Ai :0, i:1,2, " ', tt'
j:l

11 q.
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Tenant comPte de (15) on voit que

m-n-l

SUR LE PROLONGEMENT DES FONCTIONS VEXES D,oRDRE SUPERIEUR 9IcoN

V (x) : f, ;.ru, (x).
j:l

L'expression (16) diviendra alors, en supprimant un facteur com-

mun positii:
nt-n-l

X À¡ ai*,.
j:r

12. Les calculs prêcédents permettent d'énnoncer la propriêté

suivante:
Si Ia fonction

m-'t-l

u (x) : I i- rrl (x)
j:t

est non nëgative dans l'intervalle (x,x,), toute fonction 1(x) non-

concove cl'ordre n clans (x,, xn,) vërif ie l'inëgalitë'

m-n-l

(17) I ).r at+r > o.
j:1

Je dis d'abord que la fonction tl,'i (x) est positive dans I'inter-

valle ouverf (x,,x,*n*1). Il sulfit de faire la démonstration pour i-- 1.

En raison de la symétrie il suffit même de montrer que

k

E t - l)r-' v(r) (x - xr)n > 0, dans (x¡, x¡¡1)
r:l

l-nt 216)
pour k :2, 3, ,1ry=l '{Rour. k: l, n f I évident), On peut vé-

V'(r) - V(x,, xr. ., xr-t, xr+1,. .., xo¡1)

yrr(r)- V (x, xr, . . ,, xr-t, f ¡,_l' ' ' ', xn+z)'

o¡ 1z] est égal au nombre des entiers compris dans ø"

La relation (qu'on vérifie facilement)

Y'G) (xn+r- xr) (xn*r- xr) . . .(xn+, - *r*r) (x - x1) _

-V"Ø(xz- x,) (x, - x,). . (xn*, - r,) (xn+r- x): VÍ'/ (x_x,)
permet d'écrire

k

(18) Ðf- t)r-ty(r) @ - *)),,:(xu+r- xr)(x,*r_ xr)...
k

(xn+r.- xn+,) (x *,) X(- l)'-t v'Ø (x - x,)n-t +r:l
k

* (¡, - x,) (x, - x¡) ... (rn+, - x t) (x n+2- x) X ( - D,-r r,, {,) 
7x.- x r),,-tr:2

ce qui démontre par récurrence la propriété 7).

Nous pouvons maintenant affirmer que si v'(x) est non négative
dans I'intervalle ouvert (x,, xr,) il existe une autre fonction analogu.
aussi près qu'on veut de w'(x) et qui soit positive dans cet intervalle.

Il suffit donc de démontrer la propriété énnoncée pour ìl' (x) posi-
tive dans I'intervalle ouvert (xp xrr). Notre analyse nous montre alors
qu'on pêut trouver une suite de fonctions U' (x ; p) p - l, ),. . . de
manière que:

10' L'expression (10) murtipriée p^, 
;tend, 

à un facteur constant

positif près, vers le premier membre de (17).
20.La fonction U (x; p) converge uniformément vers rlr (x) dans

(x, x^).
Il en résulte alors qu'à partir d'une certaine valeur dep Ur @; p)

reste positive dans (xy x^). celà n'est pas tout à fait sûr pour le voisi-
nage despoints xp xnt, mais la forme spéciale des fonctions U. (x; p)
nous montre qu'on peut toujours supposer que cette circonstance soit
réalisée. L'inégalité (17) est maintenant immédiate puisqu,à partir de
cette valeur de p tous les termes du premier membre de (10) sont non
négatifs.

z) Le polynome

X ( -tl'-t vlr) 1x - x,),
r:l

est même ,,très positif ,, dans l,intervalle (x*, x¡*r). Si on lc met sous la forme

¡ o, (x- xt )i (**+r-r)o-i
:0

les coefficients A, sont tous positif. (Demonstration immédiate par récurrence).

I
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N'oublions pas que nousavons supposéquelespointSx2r.x3, ' ' xm ,
divisent rationnellement I'intervalle (x,, xr). Remarquons que notre

énnoncé n'est pas entaché de cette restriction. On sait d'autre part qu'on

peut trouver des points xi, ,i, . . . xir_t aussi près qu'on veut des points

iespectifs x2, x3, ..., x^_ret tels qu'ils divisent rationnellement I'inter-

uuil. 1r,, xr¡. Þut un pässage à la limite, qui est parfaitement légitime

à cause'de Ïä continuité de la fonction.s), il résulte que la propriété est

générale.
Pour simplifier le langage nous appelerons la propriété ainsi mise

en évidence: propriét,é de convexité restreinte d'ordre n sur les m

points considérése).

Remarquons qu'on obtient les conditions de convexité restreinte

sur une suite partielte de x,, xr, . . ', fr, gfl déterminant les coefficients )',

de manière que le premier membre de (17) ne dépend que des différences

divisées prises sur ces points. On voit alors que la convexitë restreinte

d'ordre n entraine la non-concovitë du même ordre' Si m: n+2
pour la convexité restreinte il suffit que la fonction soit non-concave'
'cetre propriétë est encore vraie pour m - n f 3. En effet dans ce

cas nous avons la fonction :

W (x): i., V, (x) + I, qt2 (x)

et
r[ (x) :Àr ìIrr (¡z), lÞ' (lc,,+z) : À, U,'z (f,,+z)

donc pour que u'(x) soit non négative il faut que À,, À, soient non né-

gatifs, d'ou- la propriété. La propriété n'est plus vraie si m ) n + 3,

sauf pour le cas n: l. Dans ce cas en effet:

qr (x) : tr¿-, !l',-, (x) í : 2,3, . ., ffi - 2

et la non-négativité des coefficients est nécessaire pour celle de w (x)

dans (x,, x,n).

13. considêrons maintenant la fonction / (x) définie sur la suite

de points

(19) xtlxz < '.'
Supposons qu'on ait

(20) A',*,:ìli(Ð i : 1,2, "',m- n -l (xt1È4 x,,)

Montrons que dans ce cas la f onction est prolongeable duns tout

intervalle contenant les points (19)'

Supposons que m:2 n * 2, xn+t 4 :. < x,,*r. Les formules éta_
blies plus haut nous donnent :

P(xn¡2,xn¡3, ..,xzn+2if Ix) -P(r,,x2, ..,xn+tif IÐ:
,r+l

- T-r'
,=.,.n+¿+, 

xJ al,+, (x - x,+,) (x - x¡*2) . . . (x -- x,r,)
n+l

: Ð(r,*,*, - x) r!', (i) (x - x,+,) (x - x¡¡2) ... (x:_ x,..n),
j:l

Pour calculer cette expression nous allons procécler encore par
récurrence. Les relations (18) peuvent s'écrire sous la fornre condensée:

(tn*¡*r- ,¡) w, (x) : (r - r) .lr.(x) * (x,,+j+t - x) rlrj*, (x)
j:1,2'"',ttl1

orì tl'i, tþ';, . . .,V'n+2 sont les fonctions analogues à Vl, V2, . . ., ìì/',,*, sur
la suite x1, x2, ..., x2n+2, maisen abaissant d'une unité la valeur cle n.

On en déduit:
n+l

Ð (t,*,*, - r,) [t, (Ê) (x - x,+,) (x - x,+r\ . . . (x- r¡+,) :
i:I

,t

: (x - €) Ð (t,*,*, -x¿+r) 
u,*, (Ê) (x-r,+r) (x- x,+r) . . , (x - r,+,)

l:l

donc de proche en proche

P (xn+r,xn¡3, . .. xzn¡z; I I x) - P (x,, xz,' ... xttr_ti I I x):(x-Ë)"
et le prolongement est évidemment réalisé par la fonction égale à :

P (x, xr, ...¡ xntt; Í I x) pour x 4 Ë

P (xn+r, xo¡r, ..., xzu+z; I I x) pour x : Ê

elle étant manifestement non-concave d'ordre n.
Le cas général de m querconque et Ê querconque se ranrène à

celui-ci. Si d'une manière générale on a r¿ 4 E = x,*, lès quantités:

U';(Ê) i:1,2,..,i-n-l (aucunsi ¡¿nJ-l)
U,1.(t) i:Ìll,i+2,..,,ffi n-l (aucunsii\m n t)

sont nulles par définition. La fonction est donc nécessairement polyno-
miale dans les intervalles (x,, x¡), (r+r, x^). La démonstration précé-
dente nous montre alors qu'il suffit de garder les n f I premiers points
à gauche de x, celui-ci inclu et les n f I premiers'points à droite de

s¡ A vrai dire de cette manière nous excluons les fonctions d'ordre 0 qui ne

sont pas nécessairement continues mais pour ce cas simple le problème ne présente
xi+r ce dernier inclu. si i < n * I on complète la fonction à gauched'interèt la fonction étant touiours et partout prolongeable' E.{

e) Pour ne pas comPliquer les choses il est inutile de faire une distinction plus
tt

ù

o

précise de ta nature de convexité. Il s'agit en réalité de non-concavité restreinte'
x, en introduisant n + | i points à gauche de x, et en
différences divisées de manière que sur cette nouvelle suíte elles

' OLU J,
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encore de la torme (20). si i > nt - n - I on fait la même opération à

clroite de xn, et si m <2 n * 2 on lait le complément à la fois à gauche

cle x, et à clroite de x,,.
Nous pouvons énnoncer maintenant la propriété suivante :

Pour que Ia fonction 1(x) dëfinie et non-concove d'ordre n .s¿tr

Ies points (19).soif partout prolongeable il faut et il suffit qu'elle

vérifie sur ces points la propriétë de convexité restreinte.
Soit en effet dans I'espace ordinaire à m- n - 1 dimensions la

courbe

(C) /r : Ur (x), yr: U'z (x), ' ' ''! nt-n-.t: V,n-n-t (r)
Xttx1xm'

on voit alors que la conditions cle convexité restreinte signifie que

tout hyperplan passant par l'origine et laissant la courbe (c) cl'une même

côté, laisse le point de coordonnées

(21) (ll,+,, A?r,,.. ', Aiii,"-')

de cette même côté. Géométriquement cela signifie que le point (21) est

ù I'intërÌeur ou sur la frontière du plus petit cône convexe contenQnt

lo courbe (C) et ayont l'origine pour sontmet.

Il en résulte immédiatement que si la condition de convexité res-

treinte est vériliée on a

(22) Àl+,:l¡r¡A'¡(åt) î:1,2,"',ffi 'n-l

où p.* sont un nombre fini de constantes positives et åo de points dans

I'inteivalle (x,, x,n). La propriété énnoncée résulte alors de la position

préliminaire démontrée au debut de ce Nr.
14. Appelons(f)le domaine convexe précédemment défini. s'il existe

une fonction W(x) non négative et non identiquement nulle s'annulant

fonction non négative l'expression
) ¡r* ÌÞ' (i*)

IU
a un minimum qui n'est pas nul dans notre cas, autrement on pourrait

par un procêclé de passege à Ia limite, conclure à I'existence cl'une fonc-

iion U(x) non identiquement nulle et s'annulant aux points Ê0, ce quiest

contraire à I'hypoyhèse.
Bien entendu nous ne parlons pas clu point origine, sommet du cône

(t'), qui ne þrésente aucun interêt.

Supposons qu'une des différences divisées, par exemple Ai*,, soit
nulle. Il faut alors que tous les points Ê* soient à I'extérieur de l,intervalle
ouvert (x¡, r¡1o¡¡). Or dans ce cas la fonction Vr (x) : V., (x) s'annule en
tous les points Ë0, donc:

Les points (2r) correspondqnt aux fortctions non-concaues (et qui
ne sont pas convexes) vërifiont Ia condition de convexitë restreinte
sont sur la f rontière du domoine (l'). ll est à remarquer que les fonctions
convexes ne donnent pas toujours un point intérieur. sòit par exemple
n-2, fit:6.x3 ç Ê ç xa,

Àå : ì[, G), A3: U, (€) A3: V., (Ê)

Toutes ces fonctions sont convexes, mais re point (2r) est sur la
frontière de (1') puisque la fonction
tl:(x) : (6 - x)(Ê - xr) u,', (x)*(t - xr)(Ë _ xo) Wr(x)f(Ê_ xa)(t_xr)a., (x)
est non négative et s'annule au point i.

l5' Disons encore quelques mots sur les fonctions qui sont proron-
geables sur øhaque point. pour qu'il en soit ainsi il faut évidemment que
le point (21) soit à I'intérieur ou sur la frontière d'un certain donraine
convexe conique (1") ayant l'origine pour sommet. Le domaine (r-,)
contient toujours le domaine (f), mais est en général plus étendu qu.'.á
clernier. on peut affirmer que (t") est prus grun,t qu.it.¡ dès qu'ir existe
sur la frontière de ce dernier un point tel que tout point assez rapproché
de celui-ci corresponde à des frxctions non-concaves prolongeable sur
tout point. Ainsi dans le cas ft )2, m > nf 4 lesdomaines it.¡, 1t.,¡ n.
coincident pas r0). ll en est de même si n :2, m \ g u).

to¡ Il suffit de prendre m- n + 4. Supposons, pour simplifier, que
xl :0, xz-1, x3:Q,, ...¡ x¡:i =- 1, . .,, xn+4--- n + 3

et considérons une fonction telle que

SUR LE PROLONCEMENT DES FONCTIONS coNVEXES D'oRDRE supÈRleun

n(n¡l
^lr+r: 5n - (n + 1) 3n +

^?r+t:3n - (n f l), afl*, - I
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2,
Ona

(x-1)(x-2) ,:tn*r+1x_z) (x-n-l) tzn*r+{x- n_l)(x-n-21al*, > o
3a-_x4nl2,n>2

donc lout point assez rapproché de (a,1,*1, Ai+r, Atr+,) donne cles fonctions con_
vexes d'ordre n prolongeable sur tout point. D'autre part on peut montrer qu'il existe

une fonction ¿rr(x) : 0 s'annulant au point f et conclure qu,il s,agit bien ct,un point
frontière.

tt¡ It suffit de considerer m - g. Exemple
xl : 0, )1.2: l, .. .1xg:f

al: l, zi!:6, zt!:2, Aá 
-- 

6, a!: I
on arrive à la propriété comme dans l'exemple précédent en remarquart qu,on a

3 ,r\ - 
q'2 + 37r\ _ ttt4 + 3.r's \ 0

l'égalité étant vérifiée pour x : + ,+.
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Nous allons montrer au contraire que si n :), ¡n:6,7 les domaines

(f), (f') coTncident. Il suffit de considérer m :7 le cas m:6 pouvant

iou¡ouis se ramener à celui-ci. Nous montrerons que dans tout voisinage

cle iout point frontière de (l') on peut trouver un point correspondant à

des fonctions qui ou bien ne sont pas d'ordre 2, ou bien tout en l'étant ne

sont pas prolongeables sur tout point. Cette propriété est immédiate pour

les póints lrontières provenant de fonctions non-concaves (dont au moins

uns des différences divisées est nrrlle). Celà arrive d'ailleurs quels qre

soient n et m r2). Il reste à examiner les points frontières provenant cle

lonctions convexes. Il faut alors que dans chaque intervalle ouvert (x,, xa),

(x, xu), (x, xJ (xn, x7) se trouve au moins un point Êo' On voit facilement

que Ie seul cas qui peut tournir un point frontière est celui où un des

points est dans l'intervalle ouvert (x' x) tous les autres étant dans (xu, xr¡

[ou bien un dans (x' xr) et les autres dans (x,, xr)J'

Ces points frontières sont donc de la forme

Àl: ). V', (9), A3: I tP'2 (Ê), Àl : À q"3 (g)' Aå : tt

).>0,p>0xs<t<r¿

(forme analogue si xa ç Ê < xr). L'existence d'un point voisin correspon-

clant à une fonction non prolongeable résulte du fait que

(x-xJ (¡ - xJ (xn-x,) ¡å*(¡-rr)(x xJ (xr-x) l3*
* (x - x¿) (x - xr) (xu - rr) Al : I (x ¡)2 dans (x., x)'

Il est clair maintenant que (f), (I') doivent coïncider. Soit en effet

A un point de (t") extérieur à (1). Tout le cône de sommet A, circons-

crit à jr') doit appartenir à (f') ce qui est en contradiction avec ce qu'on

a démontré toute à I'heure r3).

16. Appelons fonction ëlëmentaire de degrë n ù m sommetstoute

tonction Oont la (n - l¡a^" dérivée est une ligne polygonale à m som-

mets en ne comptant pas les extrémités de I'intervalles où ces fonctions

sont définies.
ll en résulte qu'une fonction élémentaire de degré n est cle la fornle

P (x) polynome de degré n dans (ø, Ê')
k

P (x) * E o ,(x - Ê)' dans (Êu' å¡..¡)
í:t

k : 1,2,. . ., nl (år,*, -- ó).

rz¡ De cette propriété résulte immédiatement que (!, (Ia) ont des parties de

lrontière commrlnes.
13) Dans ce raisounement on admet bien entendu que (Ð est effectivemeut une

variété á 5 dimensions. ort peut d'ailleurs vérifier facilement que dans le cas général

(r) est effectivement à m-n-l dimensions.
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Pour qu'une telle fonction soit non-concave d'ordre n il faut et il
suffit que

c¡ 10, i:1,2,. .., nt.

Une fonction élémentaire de clegré nayant un seulsommet est tou-
jours d'ordre n.

Si une fonction d'ordre n dèfinie sur les points (19) est prolongea-
ble dans tout intervalle, nous avons vu qu'elle I'est par une fonction élé-
mentaire de degré n.

Il en résulte que si f (x) est non-concave d'orclre n clans un inter-
valle (x,, x,,) il existe une fonction élémentaire de degré n et non-con-
cave d'ordre n prenant les valeurs Í (x,) aux points

xt{xz<...<
Etudions de plus près les fonctions qui donnent le prolongement.

Comme il s'agit de fonctions non-concaves dans tout intervalle elles
seront [ ¡rème différences divisées bornée dans (x,, xr), clonc leurs

(n- -1¡0n'" dérivée sera toujours continue dans cet intervalle fermé et les

clérivées lø)(rr), JØ)(x,,,)existent I 
nom posons /'"(",) :( d

tldx ¡{,,-t)(xr),

f'n) (x 
^),:

d
ai ¡(n-t) (x,,)

l. J. oi. ou.

Toute fonction non-concave d'ordre n est lo limite d'une suite
de fonctions convexes d'ordre n convergeant uniformëntent. Lo suite
des dérivées converge uniformément vers celles de ta fonctíon dònnée
jusqu'ù l'ordre n-l et aussi pour la nène dërivée aux deux extrémité
xv xm'

Par dérivations succesives on voit qu'il suffit de démontrer la pro-
priété pour /r:1. Pour ce cas on peut la voir facilement en considérant
la figure représentative de la fonction et en procédant comme au Nr. 2.

Supposons maintenant que le point (21) soit à I'intérieur de (f).
Considérons un hypertetraèdre A,Ar. .. Ar,_r, non dégeneré comple-
tement intérieur à (I') et contenant à son intérieur le point (21). Soient

l, @), lrQ),. . .,Í,, -u--t (x) donnant le prolongement et correspondant

aux points 41,42, .., Ãr,_n_t. En modifiant au besoin, aussi peu qu'ott

veutrles points A, on voit qu'on peut supposer que /¡ (x) soient convexes.
Soient maintenant Àr, ).2,. ,),r,_n_t (> 0) les coorclonnées tétraedrique
homogènes du point (21), on voit alors que la fonction

x i,/, (x)
--XT, - f polynome convenable de degré n

est convexe et prend les valeurs données aux points x, xz,. . . x,,,. donç.

Í(x):

7
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(n- k
n -i)
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Si (21) est un point intérieur le prolongement peut toujours se

faire por une fonction convexeta).
Il en résulte aussi que si (21) est ù l'intérieur,toute Jonctionfoi-

sont Ie prolongement peut être approchée autant qu'on veut par d'ou-
tres qui sont convex¿s. Soit en effet/(x) une telle fonction et/*(x)une
fonction convexe effectuant le prolongement, il suffit de considérer

l1¡Ë rl1@
1+À ',À>0

Nous nons proposons de démontrer encore que si (21) est sur lo
frontière de (l) le prolongement n'est pas possÌble qvec une fonction
convexe.

Autrement dit si /(x) est une fonction convexe d'ordre n et si on
construit le point (21) avec ses différences divisées, ce point est à I'in-
tërieur de (l).

Considérons I'intervalle (x,, x,*1). D'une propriété qui sera démon-

trée plus loin (la propriété A du Nr. 22) il résulte qu'il existe une fonc-
tion ,9 (x) non-concave et même convexe cl'ordre n dans (r' x,+,) telle que

,ç<k) (x): f(x) (x), ?(o) (x,+,) : /{t) (x,*,)

k:1,2,...,n-l
p$) (x¡): l$) (x), v$) Gi¡):/$)(xa,)

et les valeurs 'g (x,), ç (r¡+r) étant soumises à la seule conclition

lp(x) -Í(x) I <., lç(x+,)-.f (x,*,) | -- '
e étant un nombre positif suffisamment petit.

ll en résulte que toute fonction /, (x) telle que

| /(x) - Ít(x,) I < t, i : l, 2,.'.,nl
est encore prolongeable pourvu que e > 0 soit assez petit, ce qui prouve
qu'il s'agit bien d'un point intérieur.

Des propriétés démontrées un peu plus loin résultera encore que
toute fonction effectuant le prolongement est la limite d'une suite de
fonctions élémentaires de degré n effectuant le prolongement et conver-
geant uniformément dans tout intervalle fini.

Pour un point intérieur de (l) le prolongement est toujours possi-
ble par une infinité de fonctions. ll en est de même pour les points fron-
tièr'es en général, sauf pour certains d'entre eux pour lesquels le prolon-
gement n'est possible que d'une seule manière dans I'intervalle (x,, x.).
Le probléme traité dans les Nrs. suivants permet d'étudier cet unicité.

On pourrait entin se proposer d'exprimer la convexité restreinte
par des inégalités explicites entre les quantités Ai*r. Nous n'avons pas

r{) Comme on voit la propriété est démontrée pour I'intervalle (x¡, xn), mai,
on peut prolonger la fonction en dehors en respectant la convexité.

I'intention de chercher ici ces inégalités qui se présentent sous une fornre
assez compliquée. Remarquons seurement qu'on peut regarcrer les af*,
comme générarisant ra suite des coeffcients de certaines formes qua-
dratiques.

V

Etude d'un cas particulier de prolongernent

17. Nous avons supposé jusqu'ici que tous res points (tg) sont dis-
tincts. on peut étudier des probrèmes rimites .n ,upporunt que prusieurs
de ces points soient confondus. Nous choisirons uåã..., probrèmes, replus intéressant d'ailleurs.

En prenant rfl:2 n +2 et en supposant que

X2, X3r"'t Xn*l- Xt- o

Xn¡Zt Xn¡3" ", X2n+2> Xzo¡z: b > A

nous obtenons Ie problème suivant:
Dëterminer une fonction non-concave d'ordre n dans Iintervsile

(a,b) prenont avec ses n prentières dérivées les valeurs données

Í (a), l' @),. . , l@ (o)

I (b), f' (b),. . ., Í(n) (b)
on peut obtenir-ra condition de possibilité de ce probrème en pas-

sant à Ia limite dans Ia condition d r convexité restreinte et on peut fa_
cilement montrer que ce procédé est perfaitement justifié.

Nous obtenons ainsi

(23) A,tfl : #- l¿,-tr (b -er (,r) ff# t(k) (b) -
--X= (u- ,)r (i) t(r),@)l

D'autre part res rimites des fonctions g¡ (x) sont res porynomes

lim.\lfi (x): -_L-¡ n lr= 6,-oyn l¡_l,l \b-¡)n-i¡t (x-a¡i-t.

Pour que notre probrème soit possibre ir faut cronc que pour tout
polynome

(24) 
Ð ^,(, 

j,) (, x)n-rar G-(ùi--r
non négatif dans (a, b) on ait

n+l

fr,r;,>oj:r



100

non négatif clans (4, ó) on ait
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Le polynonrc (24) peut aussi s'écrire sous la lorme

irr ru- x)*
k:0

î,) o - o)^-u 
,:'=Ðr*, 

(- t)'+*-"-' r, (u

a une (n - l)ème dêrivée continue dans I'intervallefermé (a, b) et la /rème
dérivée existe aux extrémités.

18. Tout point de (w,) ou de sa frontière peut se représenter sous
la forme

(26) ,,: t ),k (b --å*)¡ i : o, t, 2, . . . ,n
¡t:l

nt <:_ n,À¿ = 0, a a_ tr< Ê2< .. . <
Pour que ce point soit sur la frontière il faut et il suffit que I'un

des trois conditions suivantes soit remplie

ou

llk '':
k

-i+l
Nous avons aussi

n+l ,f,

X^,oi,*, - -+d", f l,, .,

où en faisant les calculs à I'aide cles formules (23)

(25) c¡- iLþ,'-u (b) -D,A-dÍ(n-i+k),Jtr,,: 0, r,,n.
L

Pour que le ploblènre posé soit possible il faut clonc que pour tout
polynome 

n

Xp,(¿-t)'

(type l) m <

(type ll) m a

(type lll) m <

(typeIY) m a

si a. åt, Êr, < ¿r

si ø: Êr, Ë,n: b

lil
t+l
r+l
r+l

si r¿ ( Ê,, Ê,,,: ó

si a: ir, Ê,,, - b

Xo,t,=o't:0

Sionaco:0oncloitaussi avoir ct:cz: ' -cn 0comme

on peut facilement vérifier et alors la seule solution est un polynome de

clegré complètement déterminé. Dans la suite nous supposefons toujours

que co .,' 0.

La condition de possibilité peut s'exprimer sous Ia forme géomé-

trique suivante :

Pottr que le problème posë soit possible il faut que Ie point

m /-t-r , þ ,..., tnl
.'-n 

\ Co Co Col

soit ù l'intërieur ou sur ta frontière du plns petit donnine convexe

(W ,) contenont la courbe t5)

! r: (b - x), !z: (b - x)', . .', ! r: (b - x)" a ¿ x +- b'

Disons une fois pour toute que par les données du problème toute

fonction d'orclre n à consiclerer est { ¿ène différence divisée borneé clonc

rs¡ cette propriété est dû à.M. S. KlxeyA. ,,on sonre Integral Equations lll"
Tôhoku Math. Journ. t. I p. 14. L'auteur étudie un cas particulier du problème.

ce qui résulte immédiatement de la distribution des zéros d'un polynome
non négatif de degré n dans (o, b).

On peut facilement démontrer, pár la comparaison de deux
systÈ:mes d'équations linéaires, que la représentati on (26) d'un point
frontière est unique.

M
cr cz cn-l
,t' ,o''''' c,n-l

et correspond comme on voit à notre problème posé avec les mêmes
données pour la dérivée f (x) de la fonction. La droite Mn Mn_r coupe
la frontière dg (W,) en deux points: Mi dont I'ordonné est la pLus plus
petite et Mfl dont l'ordonnée est la plus grande. Si Mn_r est un point
frontière Mn Mn_r ne peut couper (Wr) qu'en un seul point fron-
tière; Mi Mí,Mn coïncident donc. Il en résulte que tout point de (W,,) est
la projection d'un point frontière de (Wn+,).

Il en résulte aussi que tout point intérieur Mn a une infinité de re-
présentations de la forme (26). on peut montrer qu'il y a une infinité

pour toute valeur de m>lil+I, avec a{Êr, tn,{b.Sinest pair

il y a une infinité de représentations avec m:lil-f 1. parmi ces re-
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(28)
Q (x):

présentations il y a une pour laquelle a: Êr, Êr, < Ó et une pour

laquelle a (. Êr, i^: b. Si n est impair il y a une seule représentation

avec m:l;h 1 et alors a < Êr, å, ( á' Parmi les représentations

avec m:l;l+2 ily a une pour laquelle 4: E' t,,- b.

Si Mn est à I'intérieur de (Wn), Mn-r est à l'intérieur de (Wu-t).

Il en résulte que si n est impair M;, Mí sont du type (lll) et (lV) et si n

est pair ils sont du type (l) et (ll). on peut facilement montrer que Mi est

du type (l) ou (lll) et Mi du type (ll) ou (lV).

Pour n - 1le domaine (W") se réduit au segment (O,b- ø) et on

peut facilement vérifier que notre problème est impossible pour I'extré-

mité droite.
19. Examinons maintenant les conditions suffisantes. considérons

les polynomes:

P, (x), P, (x), ' . ., P,,*, (x)

définis par les relations:

PÍu' (o) -- ¡{kt 1a¡ k : 0,1, " ', n -- i l l

PÍo' (a) : f(k\ þ) k -- o, l, . . .' i-2
Les premières conditiòns ètant supprimêes pour P,,*, et les der-

nières pour P¡. Par un calcul facile on trouve

(27)

en employant la représentation (26). Si Mn est un point intérieur il y a

une infinité de reprêsentations avec 4 < Êr, år, ( Ó et alors notre pro-

blème est résolu par la fonction
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famille bornée. Leurs dérivées jusqu'à I'ordre n - | ainsi que leurs deux
dérivées d'ordre n forment également des famiiles bornées. Les solutions
ont une fonction limite supérieure o, (x) et une fonction limite inférieure
ó, (¡). On doit avoir en particulier\

Pr(x) >.Þ, (x) >,f (x) = <Þ, (x) > P, (x) (a< x< It)

pour toute solution / (x).
Remarquons que:

pz ß)- p, (x) : lffi+i nó _*, ¡ttt (a)_l {*-o),,.

On en déduit que si les données du probléme restent en module
plus petites qu'un nombre fixe à tout e ; 0 correspond un z¡) 0 tel
que si:

lÍ(b)-Í(o) I <'l lb-a I <,1
on ait
(29) I O, (x) - O, (x) | ç e dans (a, úr)

2O.La fonction (28) peut se construire avec toute représentation
(26). Si ona a:ir on supprime bien entendu la définition dans I'inter-
valle (a, Ê¡). Désignons en particulier par Oì (x) la fonction (28) con-

struite avec la représentation pour laquelle o : ir, ^:l;] f 1 si n

est pair et o : Èr, b: i,,, m:1il+2 si n est impair et par Oi (x) la

fonction (28) construite avec la représentation pour laquelle i,,,: b,

^:lilf I si n est pair et m:lil+ I si n est impair.

Nous nous proposons de démontrer que.

(30) .Þ, (x) : oï (x), o, (x) = oi (x).

Si n est pair Oi (x), O! (x) ne sont pas de solutions. Soient:

(a : Êi), È;, . . .,tiil*, les sommets de oi

i't', i;, , Giil *,: b) n n ,Þ;

et considérons une solution élémentaire f (x) ayanrlil+ I sommets

Ëy iz, . , ,[;] *,. On démontre facilement que si Ê, * Êí on a aussi

Ê¡ = ií, i > I et / (x) tend uniformément vers Oi (x) dans (n, úr) De
même si Ê, - Êi' on aaussi t, - _i',', i ) I et I (x) tend uniformément vers
.Þl (x). On a d'ailleurs la propriété de séparation :

o:Ë'r<Êí < {z<i;<...<
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Pn*, (x) - P, (x) : å å ^,,' -
Ê,)n

Pl (x)
IP,(x)*il

dans (a, Ê,)
k

I 
^, 

(r - Ê,)" dans (Ë0, È¡*¡)
i:t

k:7r2, ,,,, ffi t^+t: b.

Appelons solution ëtémentaire toute fonction élémentaire de degré

n satisfaisant au problème.
Donc, si Mn est un point íntérieur it y a touiours une infinité

tle solutions. Il y a tou!ours une infinité de solutions élémentaires. En

particulier il y a touiours une solution élémenta u" à Ji) f I som-

nrets. Si n est impair la solution de cette forme est unique, mais il y en

a une infinité si n est pair. L'ensemble de toutes les solutions forme une
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qu,on vérifie aisément en comparant les deux représentation (26) corres-

pondants.

Si n est impair .trå (x) est une solution, mais Oi (x) n'est pas solu-

tion. Soient
: ó) les sommets de Aï

o;

(a:t'r), 4,{,. ' ., (å

¡!5l E1' t2r. '' r ËItl*,
sont les sommets d'une solution élémentaire

i 1x¡ torsque

Pour n--1 les inégalités (31) sont claires. Dans ce cas en effet Oi(x)
n'est autre que le polynome P, (x), le sommet ti Oe oä (x) est le point

où on a Pr (x): Ps (x) et

o;(x): 
{ il8ì i:;:,,ír ;il

Prenons le cas général et démontrons la seconde inégalité (31) en

supposant que n est impair.
Soit

.!í 4 t ¿ Èí+t (t: t, 2, ...,I;])
et construisons le polynome de degré n, Q (x) defini par les relations:

Q (Êí'):0, Q'(ÊÍ'):0, i: k + l, k + 2, . ,li)+ t

a (å;): -- (i - i'i)u, Q'(:í): n (Ê--i;')"-r, i:1,2, .. , k.

Je dis que

(32) Q (x) f ur (x) > 0 dans (a, á)

Cette propriété est immédiate. En effet V' (x) est d'ordre /r, donc

a (x) * t!'(x) est aussi d'ordre n. Mais cette fon:tion élémentaire a un
sommet et s'annule ainsi que sa dérivée première aux points åi',€i . . ,Ui,;l 

*r.

Je dis qu'alors Q (x) * U' (x) est de signe invariable. En effet dans le cas
contraire elle devrait nécessairement changer de signe en un point Ê'

au moins et être donc nulle en ce point tt). On a alors:

fåi,, 
å,,, i;,, t;, , tiil*,, i[u¡ 

*,, 
å.; e * u] : o

et la fonction devrait être nulle identiquement dans (ii, Êi,l*,) 
^u 

moins,

ce qui est impossible. Il suffit cle regarder la figure représentative des

fonctions Q (x) et V (x) pour voir que c'est effectivement (32) qui a lieu.
Considérons maintenant la fonction <1ri (x) et soient À,, ),2, . .,r.Ël 

*,
les coefficients de sa représentation (26). Nous avons:

q (r) :X v,¡(b - x)n.
i=0

t3ttzEr

i+t +

f G) à lt]r, sommets, / (x) converge uniforméntent vers <Þ

ir - d, U[å]* ,- b.On a encore la propriété de séparation

a:i,. Êí . ,r<ií<,..< ,i+1.,.*tål *r:b.
On peut donc dire finalement que les fonctions tÞi,(x)'Oi (x) sont

les limites de suites uniformément convergeantes de solutions. ll en résulte

qu. pou, démontrer les relations (30) il suffit de montrer que si / (x) est

une solution quelconque on a

(31) oi (x) > / (x) > oã (¡) dans (a' å)

2l.Passonsàladémonstrationclesinégalités(31).Soittrnpoint
cle l,intervalle (a, Ó). Il faut exprimer la condition de convexité restreinte

sur2nf3points dontnfì sontconfondus en a'n f1 confondus

ãn ¿ .t le (2'n * 3¡u''' est le point Ê' Cette condition s'exprime par le

fait que ti on u 
,,

Er'' (tt - x)'+ P' 
\l'' (x) ' o dans (a' Ó)

i:0
on doit avoir aussi

ir.,r,f c* = o
d:0

ou

ìl'(x): t 
,.;.)" 

Í:T: [i';ì '- : n!V(Ê)-p, G)]'o).

ro¡ On peut facilement voir cette condition en supposant que / (rt) 
¡x¡existe.

On a alors

Í (x): l,l,' (x-t)" ¿¡tn) ¡t¡ ¡ Pr(x)

fb
,, -- .l o 

(b-t)ì ¿¡(n) ¡t¡,i-0,1,"', tt,c* : Iu 
* ¡t¡ ay'u) ç¡

et¡(rr)¡¡ç¡ est non clécroissante. On arrive bien entendu au même résultat par un pas-

sage à tá limite dans la conclition générale de convexité restreinte.

rz¡ Ë* peut coincicler avec un point êf'. La seconde dérivée de Q (¡) + ,It(x)

cloit aussi s'annuler alors en ce point et les conclusions restent les mêmes.

lil *' n

À1Q(i;'): X *, t
I 

-r

x-r,(: - €;)"
i=l

k

T¡-t
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respectivelnent.

Si n est pair la deuxième inégalité (31) se démontre de la même

manière. Pour avoir I'inégalité (32) on prendra le polynome

a (Ê¡g1*,): o

Q (ií): 0, Q'(Êí): 0 i = k l- t, k+r,,li:)
(i'oai.t'i*r)

a (Êí): -(i - i':)n, Q'(:í) -- n (Ê - .t':)u-' i:1, 2,...,k.

La démonstration est analogtte pour la première inégalité (31)' On

cherchera le polynome Q (x) tel que

Q (x) - 
t¡r (x) > 0 dans (a, b).

On prendra : Si n est impair

e (Ê,¡r]+, ): o

q (Ê):0, Q'(Ê):0, i : k+1, k+2,' , [;]+ t

SUR LE PROLONCEMENT DES FONCT IONS CONV ExES D'oRDRE supERrnuR lO7

Donc finalement dans tous les cas les identités (30) sont démontrées.
22. Nous avons les deux propriétés suivantes:

que toute solution est Ia limite d'une suite de solutions convexes conver-
geant uniformément dans (ø, á).

sidérée est continue et est, ainsi que ses n premières dérivées, bornée
par les données du problème, de la propriété (2g) résulte qu'à tout
s i 0 correspond un r¡ tel que si p >.rl Ia fonclion élémentaire ainsi
construite, qui est évidemment une solution, diffère de moin de s de la
solution donnée, dans tout I'intervalle.

Considérons maintenant la projection Mu_, du point Mn. Soit f (x)
une solution et varions les vareurs f (a), f 

'¡tì¡ 
ains noträ problèrnó.

L'expression

f' (x) dx !

TIBERIU POPOVICIU

On doit donc avoir:
k

-X^,(Ê-Ëí)"fc*:od:l
qui n'est autre que

/(!) > ojtO È'i z i . .È"0*,

Dans les intervalles (d, åí), (:

réduisant à

fi, d, a,. '., a;,f] > 0,

[ä] r"

(t: r, ,, ,l';))
ú) cette inégalité est vériliée, se

la,b,b,...,bi"fl=0

Q (e): (g - Ê)", a'(Ê): - n (i Ê5n-t

q (Ê): (Ë - Ê)".

Si n est pair

Q (Ê):0, Q' (Ê): O, i: k i t, k +2,

Q (Ê): (i - å)" Q'(Ê) : - n(å - Ê)'-'

I : 2,3,. . ., k (i'o < t -- Ë'¡,41)

a (Ê;): (Ê-Êl)".

¿t+Í(,)(o)
a un maximum et un minimum. Il est clair que le maximum est égal à
ltne'ne coordonnée du point Mi et re minimum àl'néme coordonnée oärvrj.
or le maximum est atteint pour la fonction ,Þ, (x) et le minimum pour
Õ, (x) correspondant au problème relatif au point Mn_, et par consé-
quence ces extrema ne sont atteints pour aucune autrè solution corres_
pondant à Mn_r.

Il en résulte que la propriété A est vraie et donc la propriété B est
aussi vraie.

Nous avons ainsi démontré également que notre problème est im-
possible pour les points frontiéres du type (ll), ØI) ou (lv) et admet
une solution unique pour les points frontières du type (l).Lasolution
est alors une fonction élémentaire de degré n ayant 

^ .[;]sommets.
Nous avons considéré des points frontières tels que ,r\.^,;se pro_

ietent sur un point intérieur de (w"_,). Tous les auties se ramènent à
cette forrne par des proiections succesives.

Iua

+t)
,^l ¡ ¡lt
\i*ti¿ir

i:2,3, k

,lÐ+'
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Remarquonsencorequelesconditionsdepossibilitéduproblème
peuvent être exprimees pai des inégalités explicites. Par une transfor-

mation facile on voit en effet que si on a

ÉP',*t=o' rc:o
l:0

on doit avoir
n i

^,_5'L:- 4t ¡:0
)

Cn_,i+r

Ðp, ri = o, (- 1)' r (b a)n-i+r

On sait alors que les formes quadratiques

tål t;l t+il+l
Ð E.-3ír,r,t,tiX Ð c',*,t,t,,

I:U Jd

Manuscrit reçu le 20 Avril' 1934'
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