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SUR LE PROLONGEMENT DES FONCTIONS CONVEXES
D’ORDRE SUPERIEUR

PAR
TIBERIU POPOVICIU

Le présent travail a pour but de compléter sur certains points la
theorie des fonctions convexes d’ordre supérieur qui a été exposée dans
notre Thése !).

Nous considérons des fonctions f (x) définies, uniformes et réelles
de la variable réelle x sur un ensemble linéaire et borné E.

Désignons par V («,, o, . -o% ) le déterminant de Van Der Monpe
des quantités a; et par U (2, a,,. <%, f) le déterminant qu'on déduit
de V(a,, a,,. - ,) lorsqu’on y remplace les éléments de la derniére
colonne par

), flog), o f (o)
respectivement.
Le quotient

U (ap Gyer v 1k+|; f)
oy, 0 ot 3 f1= .
P2 k+1 V(al’z"

)
est la différence divisée d’ordre k de la fonction f(x) pour les points
distincts o,, a,, . ., Xy

Les différences divisées sont liées par la relation de récurrence

l-a p 5 'f]_&aga"'; a'k+l;_f]_[a_pa2""’ak;f]
LAy Yoy v oy ’ —_
| R k41 “k+1_°"1

(% f1=f(=).

La fonction f(x) sera appelée convexe, non-concave, polynomiale,
non-convexe ou concave d’ordre n sur I'ensemble E suivant que les
différences divisées d’ordre n -1 sur tous les groupes de n -+ 2 points
de Esont >0, 20,=0, =0 ou < 0.

Ces fonctions forment la classe des fonctions d’ordre n.

1) »Sur quelques propriétés des fonctions d’une ou de deux variables réelles®
Paris 1933.
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Il peut arriver qu’une fonction posséde a la fois plusieurs proprié-
tes de convexité d’ordres différents. Nous dirons qu'elle est de la classe
(a, b, c,...) si elle posséde des propriétés d’ordre a, b, ¢,.. Pour met-
tre en évidence la nature de la fonction nous affecterons les nombres
a,b,c,...dindices de la maniére suivante: a, a*,a,d’, a’" suivant que la
fonction est non-concave, convexe, polynomiale, non-convexe ou con-
cave d’ordre a. Il est utile de distinguer les fonctions de signe invariable,
Nous conviendrons de les appeler fonctions d’ordre — 1, et nous affec-
terons ce nombre d’indices, comme plus haut, suivant que la fonction
reste =0, >0,=0, = 0ou <0. '

Nous désignerons aussi par:

P (“1' Dy - o+ 5% f l x)

le polynome de LacranGe pour les points %, %y -9, relativement a la
fonction f (x), donc le polynome de degré & — 1-qui prend les valeurs
f (2) aux points . juni

Dans la suite nous ferons constamment usage des propriétés des
fonctions d’un ordre donné ou d’une classe donnée qui sont démontrées
dans notre Thése. Nous prions le lecteur de vouloir bien s’y rapporter.

.

Position du probléme du prolongement

1. Nous dirons que la fonction f (x) d’une classe donnée sur E se
prolonge sur un autre ensemble E,, s'il existe une fonction fi1(x) de la
méme classe définie sur E - E, et qui coincide avec f(x) sur E. Nous
dirons que la fonction se prolonge au sens large si on regard la con-
vexité et la polynomialité comme des cas particuliers de la non-conca-
vité. Dans le cas contraire, nous dirons que la fonction se prolonge au
sens strict. Ce prolongement est plus restrictif et implique le prolonge-
ment au sens large.

Pour simplifier le langage nous appelons ordre maximum de (%)
le plus grand ordre qui intervient dans sa classe.

2. Nous étudierons tout particulierement le prolongement des fonc-
tions définies sur un ensemble fini de m points

(1M X< X <RI

Les propriétés suivantes sont immédiates.

Toute fonction d’ordre 0 ou 1 définie sur (1) se prolonge au sens
strict sur tout ensemble E,.

Toute fonction d’ordre maximum 1 définie sur (1) se prolonge au
sens large sur tout ensemble E,.
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Il. suffit évidemment de démontrer que la fonction est prolongeable
flans l intervalle (x|, xm?, puisqu’elle Pest sur un point & gauche de x, ou
a droite de x_. Construisons une fonction dérivable réalisant le prolon-
gement,
I suffit de regarder Ia représentation géométrique de la fonctjon
pour voir qu’on peut prendre

Ji (e £ (), S ()

tels que cette suite vérifie justement les propriétés de convexité de Ia
derivée d’une fonction de Ja forme considérée et tels aussi qu’on aijt

HiGe) =[x, x5 £1, f (X)) » [x,_, X, ; f]
i X5 fl = £ (x) = [x, X5 f1
i=2,3...,m—1

sans égalité si la fonction est convexe. On peut maintenant construire
f, (x) dans (x, X, ) telle quelle ait une dérivée continue se réduisant a
fi(x), f1 (x;4,) aux points X Xy, et remplissant les conditions exigées
par le prolongement. (On peut par exemple prendre Ji1 (x) représentée
par un arc d’ellipse vérifiant les conditions voulues).

Il est & remarquer que le prolongement au sens strict d’une fonction
’ordre maximum 1 n’est pas toujours possible. Par exemple si la fonction
esf de la classe (0, 1 *)etsif (x)) r:f(x,.+l) son prolongement est néces-
sairement de la classe (0, 1) la fonction devant se réduire & une constante
dans I'intervalle (x;, Xy Au contraire une fonction de la classe (0%, 1%)
est toujours prolongeable au sens strict. '

& .3_. Soit f(x) d’ordre n > 1 sur (1). Nous pouvons supposer m > n-2
car st m=n--2 le probléme est entiérement résolu par le polynome

P(x, %, .. x,.,; f|x).

. Nous allons examiner le prolongement sur un points x distinct des
Pomts (1). Ce point est compris entre x,, X;,; (& gauche de X sii=0,
a droite de x, si i —=um). Le prolongement ne déperd que des h—}—l
premiers points & gauche de x et des -+ 1 premiers points i droite de x 2,
Il faut done tout simplement écrire que la fonction est de Ia classe voulye
sur I'ensemble S

Yiew Xipyp o Xp X, X, RIIETSRRYE Sy

ou on convient de considérer les points Xy Xp- -+, X; & gauche de x sj
I <n—+1 (aucun si i = 0) et les points x, . X, ..., x, 4 droite de x
Sti>m—n—1 (aucun si i = m) et nous garderons cette convention

dans la suite sans le dire explicitement.

2) Voir loc. cit. 1) p. 19,
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Les conditions de prolongeabilité sont donc
(2) yj:[xj,le,...,xj+",x;f]300u>0
j=i-—n i—n41,. ., i+1

suivant que la fonction est non-concave ou convexe et suivant qu’il s’agit

d’un prolongement large ou strict. . ' .
Pour que la fonction se prolonge sur le point x il faut et il suffit que

les inégalités (2) soient compatibles par rapport a f(x) régardée comme
un paramétre. La fonction est alors prolongée par toute valeur de f(x)
vérifiant ces inégalités.
L’inégalité (2) signifie que f (x) a une position precise par rapport
aux polynomes
P, =P(x;x; - Xiyns S1 %)

j:i-—n.i—n+1,...,i+l.

On trouve facilement I'interprétation géométrique suivante: )
Les polynomes P, Pl._n+2, P,._”+4,. . ont une fonction limite supé-

rieure g, (x) et une fclm,(':tion limite inférieure g;(x). De méme soient
E(x), h;(x) les deux fonctions limites correspondantes des polynomes
P,._,H_l, Pi—n+3’ pi—n+5" = i

Nous avons alors ] .
7.0 = 1 () 2 by (x)ou gy (x) < £(0) < by () si P EEIE =T i

— —1i S .
80 2 () = B ougy () > () > By si A= HEIE A= gy

Les conditions nécessaires et suffisantes pour le prolongeabilite
s’expriment donc de la maniére suivante:

n—i+1l|4+n—iy1

- - | .
£:(x) £ h,(x) ou g, (x) < h; (x) si — 5 est pair
= — n—igpl|+n—i4l 1 )
£;(x) > hi(x) ou g;(x) > h.(x) si | 3 ~ est impair
4, Introduisons la notation suivante
A{I-H :[xj’ xj+1" ) xj+n+1;f]’ j: 1) 2a' cmo—n— 1
Posons

N i .
8,41 = Yy X = X) y o (g - X)
nous avons alors _
o r —_ J
©) 8,1 = Xjpnpy — X;) Bagy
Les conditions 3}, ;41 > 0, ou > 0 sont donc effectivement vérifiées,

autrement dit les inégalités y; > Oou>0,y,,,>00u> 0 sont toujours
compatibles.
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Posons en général

(@) 3, jrzprt =8, jazpn (%) =Y (X — X)) (X — Xp1). . (X — Xj429) +
+ Vivap1 (Xjgntr — X) (Xjpntz — X) - (Xjny2pg1 — X).
Ces quantités ne contient pas le parameétre f (x) et Pinégalité

3, j+2p+1 = 0 0u > 0
i—nzjzi++1,p>0j4+2p4+12i4+1,0cj=em—n—1
exprime justement la compatibilité des inégalités V;i=00u>0,pi124120

ou > 0.

Les quantités (4) peuvent d’ailleurs s’exprimer facilement a laide
des (3). Ces sont des polynomes de degré 2p en x ne dépendant de la
fonction donnée que par I'intermédiaire de ses différences divisées d’ordre
n—-1, ce qui était a prévoir.

Les inégalités (5) expriment donc les conditions de prolongea-
bilité.

Lorsquil n’y a qu’au plus trois quantités y; le nombre des condi-
tions est égale 4 zéro, donc:

Toute fonction d’ordre n sur (1) se prolonge au sens strict sur
tout point G gauche de x, et tout point & droite de X,

Toute fonction d’ordre n définie sur n+ 3 points se prolonge au
sens strict sur tout point.

La propriété suivante résulte du fait que les (4) sont des polynomes :

Si une fonction convexe d’ordre n sur les points (1) se prolonge
au sens strict sur un point x, elle se prolonge aussi au sens strict
sur tout point dans le voisinage de x.

Les points sur lesquels une fonction convexe se prolonge au sens
strict forment un nombre fini d’intervalles ouverts. Les extrémités de ces
intervalles (4 « exclus) sont des points ot on peut faire le prolongement

au sens large; nous les appelerons les points singuliers de la fonction
convexe.

1.
Etude de quelques cas simples de prolongement

3. Nous allons étudier complétement les fonctions’ d’ordre 2 défi-
nies sur (1). Dans ce cas les quantités (4) s’écrivent

8 g i = (X—x._) (x—x; ) (X — X 5) A_;_z +

T X ) (= X)) (e — X)) A;l +

(X X) (X X)) (K — X ) A
i=3,4,...,m—3.
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On voit facilement que si la fonction est convexe elle se prolonge
au voisinage de tout point x;. v : . .

Dans l'intervalle (xl., x,.+l) peuvent exister 2, 1, ou 0 points singu-
liers suivant que I’équation ag_z’ & (x)=0a det,{x racines rélles megall)e’s,
une racine double ou aucune racine réelle dans 'intervalle (x,., x,.H). é-

signons par a, 3, , ces points
X<tz By < Xy

Prenons o, By arbitrairement dans (xi, x,.+,) et écrivons lidentité

en x
af:-rz, it = A (X — ) (X — Bigy)
Nous en déduisons
(Xip1 — Xis) "\‘?2 E (xiiz :xi‘])_%x;__' o (f.urs ri x,)A;
S e e Tl 6 A7
ol

Ai=(x— X)) (% — Xiy1) (pl-l-l = Xip)
A= (1 Big) (Ko Xigo— X X ) T2 B (X — X %) —
Xy Xy (Xgp = X)) X X (X — X y)
A= (X %) (4 = %) (B — X))

Ces relations déterminent AL2, AL, Al quand o, Bipr s'0qt données
et on voit que A, A;, A/ sont positifs lorsque les points a,, £y, sont dans
Gy x'iT]e?;l résulte qu’on peut prendre arbitrairement les deux points
Smgugleur:gqg’nzir;ll-ement on peut déterminer toutes les fonctions d’ordre
2 ayant pour points singuliers les points

[ el
(7) d | . ail” Bil'}-l’ a,‘z’ i1 P iy -

pris arbitrairement dans les intervalles (X Xip1) (x,.z, Xj,11)s+ - - pourvu
T S T e T S e T e '

6. Nous allons démontrer maintenant que dans deux intervalles
consecutifs (x;, xi+l), (xi+1, xi+2) ne peuvent pas exister & la fois des
points singuliers.

On devrait en effet avoir
6)) ; AVA, - AAL =0

Désignons le premier membre par F (=, 8;,,; 2, B;,,) et posons

Fr (o Birs i) = F (@ Brys %y %)

Fy (2 By 15 %) = F(2, B4 %1 Xiyo)

N CH I S (Xi 03— Xipy) (x40 — %) Fa(a Bin)
Fy () = Fy (%, %), Fy (2) =Fy (o, X))
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F, (2) est un polynome du second degré en =, et on a coeff. de ol
dans F, (2) = (x5 — x) (2 Xipg — X;— X)) > 0.

F,(x)=— (X — X (Xip2 — X)) (x, — X h Fe(x )=0
donc
F,(a) = F, (=, %) << 0 (x; < o, < x,.+,).

Nous avons aussi F; (x;) <0, donc
Fy(x, x,1,) <0 (o <o, <xy ).

F, (%, B:41) etant linéaire par rapport a o, et fiy On en déduit

Fy (2 Biy) <O (<o =8, < Xipr)
donc
F (= Biays X)) <O (x;, <% « B < Xiiy)
et aussi
F, (o, Biyis %) =F (o, Bivis %y %) <0
O <m =By, <x,,< %1 < Xppp)
Mais
F, (2, By X)) <0, (x; < %2 By < Xppp)
donc aussi
; Fy (o Bryr s #40) = F (2, Biprs %y, X)) <O

(<= B <Xy, < 2 < Xpypo)-
Finalement on en déduit que
F (x, Rips iy ﬁi+2) <0
(x; <o, 2 B < Xy, < %pr = Bipe < X p5)

ce qui est en contradiction avec (8), la propriété est donc démontrée.

Il en résulte que la distribution (7) des points singuliers est la plus
générale possible et nous pouvons trouver aussi par les formules (6)
toutes les fonctions convexes d’ordre 2 ayant ces points comme points
singuliers. On peut aussi déterminer les fonctions qui n’ont pas d’autres
points singuliers.

Ces conclusions restent vraies pour les fonctions non-concaves,
seulement dans ce cas les points a, B, peuvent coincider avec
Xp X;yy respectivement. On voit par exemple que si la fonction n’est pro-
longeable sur aucun point de Pintervalle (x; X;,) elle est prolon-
geable sur tout point appartenant & 'un des intervalles (x,.,, x),
(Xipo Xiy0)-

Prenant

A;:ASZL\::...:O, A§>O,A; :;)O’Ag>0,_l.
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on obtient toutes les fonctions d’ordre 2 qui ne se prolongent sur aucun
point des intervalles

(X3, x4)’ (x5, XG): (X7, XS)/ s

Le nombre des points singuliers d’'une fonction convexe d’(.)rdre.2
est au plus égal a m -—4 ou m — D suivant que m est pair ou impair.

7. Si 'ordre de la fonction est plus grand que 2 des ca,s beaucoup.
plus compliqués de non prolongeabi'lité peuvent se présenter. Par
exemple les fonctions d’ordre n > 2 qui sont telles que

2 A4
A}l—l—]:A?l-l—l:"’ :O, An+] > 0, An+1 > 0,..

ne se prolongent sur aucun point de I'intervalle (x,, xmﬁz). sim . n—1
est impair et sur aucun point de (x,, x,,_,) si m—n— 1 si est pair. Dans
ce dernier cas elles se prolongent d’ailleurs sur tout point de (x,,_a, mezl).

Si la classe de la fonction contient plusieurs conditions de cc’mvexn}te,
des circonstances plus compliquées peuvent se présenter. On pegt neq-
moins faire des remarques intéressantes. Supposons que la fo'nctl(?n soit
de 1a classe (1, 2): pour qu’elle soit prolongeable sur un 1?omt, llf?fm;
et il suffit qu’elle le soit comme fonction d’ordre 2. Soient en effe

les polynomes
Plzp(x,'_gy x,‘__la x,';f I x)
P,=P(x,_;, Xp Xy 3 1% Q=P x;:f|%)
Py ==P(x;, Xiyp Xipp3 £ 1 %) Q=P (xp x5 f 1 X)
P, =P(X; p Xy X133 [ 1 X)) Q=P x;y, X3 1 X)

Les conditions de prolongeabilité sont

Pz > Ql, Pz > Qg, p4 =Y Pl, P4 > Ql, P4 = Qs, Qg E-.Pn Qz > Ps-

Or, nous avons, en examinant la figure représentative de la fonction
P, ~ Q, dans (x; x,,,) la fonction étant d’ordre 1
Pz > Q3 » »
> P, par hypothese
Q, au point x parce que P, » Q, dans (x;, x;, )
> Qg dans (x,, x;, ) la fonction étant d’ordre 1
2 P, m ” de la classe (1, 2)

Q, >~ P, dans (x, x‘.+l) la fonction étant d’ordre 1

8. Considérons une fonction définie sur un ensemble quelcon?qu(e’
E. On peut prolonger la fonction au sens strict sur 'ensemble d.erzve
E, exceptés peut étre les extrémités a et b. Lorsque_ l’(.)r'dr.e rflaxxmum
est plus grand que O ce prolongement se fait par continuité il n’est donc
possible que d'une seule maniére. Si'ordre maximum est O la propriéte

v

P,
P,
P,
Q,
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est a peu prés évidente mais 'unicité ne subsjste pas en genéral. Le pro-
longement se fait au sens strict en vertu d’une propriété connue 3),

Toute fonction de classe donnée, bornée dans le voisinage d'une
extrémité, se prolonge au sens strict sur cette extrémité.

Nous supposons bien entendu que cette extrémité, b par exemple,
n’appartienne pas a E. On voit alors immédiatement qu’il suffit de pren-
dre pour f (b) la limite de f (x) lorsque x > b, Cette limite existe et est
bien déterminée.

Si 'extrémité b (ou a) appartient a E la fonction peut y étre dis-
continue et il est alors clair qu’en général il est impossible de prolon-
ger la fonction au deld de ce point.

Examinons maintenant la possibilité du prolongement au dela d’une
extrémité, b par exemple. Si f (x) est d’ordre maximum n, pour qu’elle
soit prolongeable au dela de b il est nécessaire qu’elle soit & néme djffé-
rence divisée bornée dans le voisinage de ce point. On peut voir facile-
ment que pour le prolongement au sens strict cette condition n’est pas
suffisante. Par exemple si la fonction est de Ia classe (0*, 1*¥) et si la
derivée a droite au point b est égale 4 zéro la fonction ne se prolonge
qu'au sens large, étant constante au deld de p.

En général les dérivées f* ), £ ®,..., 1™ (b) existent au point b
[f ™(b) est par définition la péme dérivée 4 gauche] et il y en a qui sont
d’un signe déterminé. Nous supposons, pour simplifier, que E est un inter-

valle (a, b). Si le prolongement est possible au deli du point b, notam-
ment dans lintervalle (b, ¢) par la fonction fi (x) il faut que

FL@) =71 £ ®)y= 1 (b) i=1,2,... n—1

et que fl(ﬁ) () soit » ou =™ (b) suivant que la fonction est non-con-
cave ou non-convexe d’ordre n.

On peut voir maintenant que méme au sens large le prolongement
n'est pas toujours possible ),

Si le polynome

(i) b 1
L5 e
o L
est de la méme classe que f (x) dans (b, ¢) il effectue le prolongement
(au seus large). 1l en est de méme pour
L ,

YO by poa ey
= !

A etant = ou = 0 suivant que f(x) est non-concave ou non-convexe

%) Voir loc. cit. 1) p. 26.
) Par exemple une fonction de la classe (0,1, 2, 3') ne peut étre prolongée au
dela de b si /() =0, (4) Z~ 0 (il est facile de construire de telles fonctions).
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d’ordre n. Dans certains cas ce prolongement est au sens strict tel par
exemple si f (x) est d’ordre n simplement ou bien si elle est de la classe
(k, k-+1,...,n) ou (k% k4 1%..., n%)... etc

On peut encore énoncer la propriété suivante :

La condition nécéssaire et suffisante pour qu'une fonction f(x)
jouissant dans (a, b) des propriétés d’ordre k, k+1,..., nde méme
sens, puisse étre prolongée au dela du point b est qu’elle soit a n*me
différence divisée bornée dans le voisinage de b.

Le prolongement est au sens strict et peut aller aussi loin qu’on veut,

Une propriété analogue a lieu pour I'extrémité a, il faut alors con-
sidérer des propriétés d’ordre k, k+1,...,n de sens alternés, comme il
résulte d’un changement de lorientation de 'axe des x. Nous en dédui-
sons aussi que : .

La condition nécessaire ét suffisante pour qu’une fonction d’or-
dre n dans (a, b) puisse étre prolongée au sens strict dans tout inter-
valle est qu’elle soit & n*me différence divisée bornée.

11
Prolongement des fonctions convexes dans un intervalle.

9. Considérons une fonction f (x) non-concave d’ordre n dans l'in-

tervalle (a, b) et soit

xl<x2< <xm

une suite de points de cet intervalle.
Nous pouvons supposer, sans restreindre la généralité, que x, = @
x,, = b comme il resultera de la méthode que nous allons exposer.

I

Posons encore

(Q) Ain.H :[x,') x,'_|_p' ) xH-ﬂ-H :f]s [ = 1, 2" oy M—n— 1
Nous allons supposer d’abord que les points x,, x,,. . ., X, divi-
sent rationnellement lintervalle (x,, x,,). On peut trouver alors un nom-
bre positif 3 et des entiers positifs p;, py,- - -, 0, tels que
Xipg — X =0;% i=1,2,....,m—1

Nous emploierons les notations
Pi+92+' : '—I_Pj: (‘Ip j=12..,m—1, to=0, PIm—I:—‘ P
Divisons I'intervalle (x,, x,,) en pe parties égales, p étant un nom-

bre entier positif assez grand et soient

%= x, 4 (i—1) b, h=Tn%

P

les points de division. Nous avons alors

’ = f—
. Xpppapr = Xp J=1 20
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' ansnder‘ons une fonction W (x; p) définie dans Pintervalle (x, x
se réduisant a un polynome de degré n dans chacun des intervalllgs
(xp, x5), (x5 X3),- -+, (x,_,, x,). En posant

u
Py(x)= YN (x—xy, j=1,2,...,m—1
i=0
nous pourrons écrire

k
W (x; p) = Z P, (x) dans (x, x,,), k=1,2,...,m—1,
j=1
Nous supposons que cette fonction est continue, donc
08 = L= 8 gl —

et que les autres coefficients sont en général des fonctions de p.
Nous allons examiner dans la suite la somme
pe—n
\ 7, ’ ! 7 AR
(10) Z; Vx5 p) x5 Xy o0 X F1= Y050, £ (%),
= =1
10. Le premier membre de (10) peut s’écrire
pé—n : _nt1

r=0

Il en résulte immédiatement que

1 L (e
(n 1)1 ot %:(_I)NH ! ( J )" (X'ij5 P)

ol la sommation s’étend de

0 a i—1pour i=n+1
{—pp+nand1pour i=pp—n-1
0 an+1pour n+41<i<pp—n-1,

. La forme de la fonction nous montre que les seuls coefficients T
qui ne sont pas nuls sont les suivants l

To Tpo—npir I=1,2,. . .. n+1; Tpe/+ J=1,2,...,m—2,i=2,3,. .., n}1.

On voit donc apparaitre dans le second membre de (10) m groupes
de termes. Les groupes extrémes contiennent n + 1, les autres n termes.
Pour le premier groupe un calcul simple nous donne

n—i

n+1 n . i
A0 Fur =3 [3 () e [ L0 1) 1500 |=

i=l1 =0 “r=0

n n—i .
— V4 riy. T .
——i—oh‘[z:( J )(,._HH]ll[xi,xz,....,xm;f].

r=0
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Nous avons dans ce cas
1 n
e E : 1 prr
*’.‘ == n-+1 )‘n r i
(n+1)!h ~
otl

F;:Jg(l)nﬂ—j (ﬂ—jl_-l) i1y (Ff=0,r >0, B =(—1y+!)

Nous en déduisons

n—i

{ 1 n
r+l = — B || )\] hs Gs
’§ ( o )Ti+r+1 (n _|_ 1)! h”Hs; n—s i
avec

Les nombres G$ se calculent facilement. Considérons le polynome

i—1 . .
F, () (e, T ety (5 R et o
nous avons alors

v=[(e ) "m0

d’ot1 en particulier
G§=0 pour s=0,1,2,...,n —i—1
) R (n—i) il Fl—i (DI
n—i — (1 11— [ i) z— 1) t]_(_])n (II l).
Gyl = (1) (zg)  @-r]=
Remarquons maintenant que nous ne savons rien sur les quantites
(12) x5 - X 5 fL i=1,2,...,n
Prenons pour les coefficients A} des valeurs telles que
10 |

lim. 31 — A existe et soit finie
p>aw 0

20 les égalités

n—i , 1 2
r-Hi\ . - Mo hsGs=0
‘;:)( p )71+r+1 n—4 1)1 prtt s;_iﬂs« L

soient vérifiées identiquement en p.
Il en résulte que:

10 A, M, .., 1l tendent vers zéro pour p > oo,
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2°, Toutes les quantités (12) disparessent dans la somme (11).
Nous pouvons donc écrire :

lim, .1_ n§+l7_f(x’,) — lim 1 2”: I'—I—l Y f(x)_ |

Prep et T 'P[,=o( r )”"] =l
e LA ven s G T Ay
=t (n+1) "+ "k Gy = (n+1)(xm_x1)f(x‘)'

Considérons maintenant un groupe de termes intermédiaires :

n
Y Toeppins £ O i) 12j=m -2
i=l
et nous savons que les quantités.
/i g 4 . ; —_—
[xpe}+2’ WIAT PYi+2 floi=01,2.. ;n—1

qui interviennent dans cette somme restent toutes bornées pour p=> co.
Sans insister sur les détails du calcul, disons simplement que si on

prend pour les coefficients )\jfl des valeurs telles que*

0 [[m. J+1 - " 2 g o Lq

10, pae N A, existe et soit finie.
f ES .

2, ,{L”;A{+ =0,i=12 ...,n -1,

on trouve la relation.
n n+1
lim. 1 ) : (— 1" pA,,
il {Ql f(x /’. :______f_fx, ),

paoopi; Pj+l+l P('J+l+l) (n ‘I‘I(x,,, xl)' ( J+1

Il nous reste & voir ce qui se passe avec le dernier groupe de
termes.

n4-1

(13) Z7pe—n+i f(xlpe—n+i)'
. i=l1

Nous chercherons a nous arranger de maniére que cette somme
multipliée par r ait aussi une limite finie pour p > oo, Il suffit pour cela
de recommencer la démonstration précédente en allant cette fois du
point x, vers le point x,, donc en renversant Pordre des points
Xy Xy -y X, Ce procédé revient a faire sur la fonction V' (x; p) la
transformation x | X, + x, — x, donc.

Wy (x;p) =W (x,, + x, — x; p)
et ona

k
dans (x, + x, — x x, 4+ x — x )
yr X; — x m 1 m—k4-1> “m 1 m—k
1 (x50) ;Q’() k=1,2,...,m — 1.
avec

n
Q.I' (x) = E P~',’- (x - 25 xm—f_xnl*j-i-l)n‘l f=12...,m—1
i=0
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Les trois propriétés suivantes doivent étre vérifiées:

19, lim. .,4{; existe et est finie.
p>o '

20, Les égalités.

n
(14) Vo B GI=0 i=1,2. ,n
s=n—i
sont verifiées identiquement en p.
30. Wil = @, =0,

e s e i< ne
Ici les coefficients G’ sont encore indépendants de p, mais

sont pas identiques aux G; . Cela provient du fait que tandis que Idans
la formule (10) interviennent les valeurs de W (x; p) dz‘ms {Eap xpe_n)
dans le probléme renversé on emploie les valeurs de W, (x; p) dans
). On a donc

o e ] nri—j[n+1 T
l*izj;](—l)* (j )(n+1 )

n—i{ .
‘8 r { 'S
G; :2( _,*j )li+r+l

r=0

(xn+2’ xp(J—H

Mais:

5

it~ (e

=0 \

G/’ = Z )+

=l
dons en particulier: .
q n—i n—i
G —0,5s=012..,n—i+1,G7 " =G F0.

La propriété 10 est évidemment vérifiée. Remarquons que:
Qj(x):—P”hLlﬁj(xm+xl —Xx), j=23,...,m—1

et il en résulte immédiatement que 3% pour j > 1 est vérifiée.

Nous avons aussi:
m—1

Q, (x) = Z Pj (x, + % — X)
j=l1

M 1
d’oit les valeurs des coefficients p,

m—1 i

i— 2= =7 " | — . .
e Z[E(—l)’ r(.i—r)(x'"—xf)l )\r]’ =0, 1, 2598 if

j=t =0 .
Pour que 39 soit vérifiée aussi pour j = 1 il faut que.
m—1 '
{ O |
(15) Z (x,, — x) A, =0, i— 1,27 . s
=l

2 »
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Une fois ces égalités satisfaites on voit qu’on peut toujours s'ar-
ranger de maniére que 2° soit vérifiée aussi.

Nous savons maintenant que (13) multipliée par % a une limite

lorsque les conditions précédentes sont vérifiées et que cette limite ne
depend que de f(x, ). Nous pouvons écrire

lim if., 5 1C P P A £ PR
p=o p ~ pY—ni P @—n+i (” + l) (xm‘xl) ms
et le coefficient A est évidemment déterminé par la condition que
PE+1
(16) lim. == 3731 F(x)

i=1
ne dépend que de différences divisées d’ordre n + 1, autrement dit elle
doit étre nulle si f(x) est un polynome quelconque de degré n. Donc

m

YixkA;=0, k=0,1,2,....n
Jj=1

et (15) sont précisemment les conditions de compatibilité de ce systeme,
11. Lorsque p = oo la fonction W (x; p) converge uniformément %)
dans (x, x,_ ) vers la fonction
k
U (x)="1lim.V¥(x; p) = Z Aj(x — x)" dans (x4, Xk41),
p=> j=]
k=1,2 ..,m—1.
Cette fonction peut se mettre sous la forme d’une somme de
m — n — 1 fonctions analogues.

Pour simplifier les notations posons pour les déterminants de Van
Der MoNDE

ViV X Xp) i=1,2, . m—n — 1

k) —
Vg L=V (xi’ xH—l’ SRR T xk-l—l" 2 40 xi+u+l))

PR HEURE)

et considérons les fonctions

0 dans (x5 x,)
k (+r)
W.(x)= Z(*l)r 'T(x — X, )t dans (x,.+k, Xiykrr)
t r=0 i
k=0,1,2,...,n
0 dans (X ngrr X
i=1,2,...m—n-—1.

3) L’uniformité de la convergence est immédiate si on remarque que ¥ (x; p) est
formé par des polynomes de degré invariable.

]
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Tenant compte de (15) on voit que

m—n—I1

OEDIRATC)
j=1

L’expression (16) diviendra alors, en supprimant un facteur com-
mun positif:

m—n—1

2y
=
12. Les calculs précédents permettent d’énnoncer la propriété

suivante :
Si la fonction

1—n—1

= 2 W0
j=t

est non négative dans l'intervalle (x,x,), toute fonction f(x) non-
concave d’ordre n dans (x,, X,,) vérifie Uinégalite.

m—n—1

o PHEWINEY
=t
Je dis d’abord que la fonction W, (x) est positive dans linter-
valle ouvert (X, xi+n+1). 11 suffit de faire la démonstration pour i = 1.
En raison de la symétrie il suffit méme de montrer que

k .
Yo (=17 VP (x—x) >0, dans (x,, Xy, )
r=1
27" - v
pour k =2, 3, . .,[n > ] (pour k=1, n+ 1 évident), On peut ve

rifier cette propriété par induction. Elle est immediate pour n = lf St!:p-i-
. 31 ] . ‘tio

posons qu'elle soit vraie jusqua n — 1 et montrons qu elle est a for J_t rS

Qraie pour n. Par hypothése la propriété est vraie pou les suite

o ar VO V@, . VO
Xpy Xape s s Xy g3 Xy Xgpo 00 ¥y Désignons par V'®, V , ,
V’®,. .., les analogues de V{) pour ces suites, donc

5 = V(X Xy o0 Xy Xppgpe e o x"‘H)

vﬂ(r): V(x27 x3’ ey xr_p xr_|_1) 0 ooy xn+2)'

6) [«] est égal au nombre des entiers compris dans o
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La relation (qu’on vérifie facilement)
v (X0 %) (X1 — X5). - (X — X, ) (x — x)) —

— VO, —x)) (x; — x)).. (g — X)) (K pp — )= V{7 (x — Xy)

permet d’écrire
k

(18) Z;(_ VI (0 — %) = (30— %) (pyp — ). ..
r—=

k
(o )i Gty ) Z: (— 1Y VO (x — x = f

k
06— X)) (5 = X)) e (K — X)) (K= X) Y (— 1) 2V Oyt

r=2
ce qui démontre par récurrence la propriété 7).

Nous pouvons maintenant affirmer que si ¥ (x) est non négative
dans Pintervalle ouvert (x, x,)) il existe une autre fonction analogue
aussi prés qu'on veut de ¥ {(x) et qui soit positive dans cet intervalle.

I suffit donc de démontrer la propriété énnoncée pour ¥ (x) posi-
tive dans P'intervalle ouvert (x,, x,). Notre analyse nous montre alors

qu’on peut trouver une suite de fonctions ¥ x;pp=1,2 ... de
maniére que:

1. L’expression (10) multipliée par ,l) tend, & un facteur constant

positif prés, vers le premier membre de (17).

20. La fonction W (x; p) converge uniformément vers ¥ (x) dans

(xp xm)- ‘
Il en résulte alors qu’a partir d’une certaine valeur de pV(x;p)

reste positive dans (x,, x,). Cela n’est pas tout 4 fait sir pour le voisi-

nage des points x,, x_, mais la forme spéciale des fonctions ¥ (x; p)

nous montre qu’on peut toujours supposer que cette circonstance soit
réalisée. L’inégalité (17) est maintenant immédiate puisqu’a partir de
cette valeur de p tous les termes du premier membre de (10) sont non
négatifs.

7) Le polynome
k
Z ( _l)l‘—l vgr) (X — x, )Il
r=1
est méme ,trés positif* dans lintervalle (xk' xk+1). Si on le met sous la forme

n
E A (x—x, ) (xpyp—x)""
=

les coefficients A; sont tous positif. (Demonstration immédiate par récurrence).
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N’oublions pas que nous avons supposé que lespoints x,, X5, - X, _,
divisent rationnellement lintervalle (x,, x,). Remarquons que notre
énnoncé n'est pas entaché de cette restriction. On sait d’autre part qu’on
peut trouver des points x;, X3, . .. X}, aussi prés qu’on veut des points
respectifs x,, x5, ..., X, et tels qu’ils divisent rationnellement linter-
valle (x,, x,). Par un passage a la limite, qui est parfaitement légitime
4 cause de la continuité de la fonction®), il résulte que la propriété est
générale.

Pour simplifier le langage nous appelerons la propriété ainsi mise
en évidence: propriété de convexité restreinte d'ordre n sur les m
points considérés?). i

Remarquons qu’on obtient les conditions de convexité restreinte
sur une suite partielle de x,, x,, . . ., X, en déterminant les coefficients A,
de maniére que le premier membre de (17) ne dépend que des différences
divisées prises sur ces points. On voit alors que /a convexité restreinte
d'ordre n entraine la non-concavité du méme ordre. Sim = n + 2
pour la convexité restreinte il suffit que la fonction soit non-concave.
Cette propriété est encore vraie pour m = n -+ 3. En effet dans ce
cas nous avons la fonction:

V(x)=A" ()42 ¥, (x)
et
W (x,) =AWy (x), W (xn+2) =i W, (xn+2)

donc pour que ¥ (x) soit non négative il faut que A,, A, soient non né- -

gatifs, d’oit la propriété. La propricté n’est plus vraie sim > n -+ 3,
sauf pour le cas n = 1. Dans ce cas en effet:

W)=, W, (x) (=23 .., m—2

et la non-négativité des coefficients est nécessaire pour celle de ¥ (x)
dans (x,, x,,)-

13. Considérons maintenant la fonction f (x) définie sur la suite
de points

(19) X <Xy < e < Xy
Supposons qu’on ait
(0) & =W, j=12 . .,m—n—1 (x, £ &= x,)

Montrons que dans ce cas la fonction est prolongeable dans tout
intervalle contenant les points (19).

8) A vrai dire de cette maniére nous excluons les fonctions d’ordre 0 qui ne
sont pas nécessairement continues mais pour ce cas simple le probléme ne présente
pas d’interét la fonction étant toujours et partout prolongeable.

9) Pour ne pas compliquer les choses il est inutile de faire une distinction plus
précise de la nature de convexité. Il s’agit en réalité de non-concavité restreinte.
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. Supposons que m = 2n -2, x, < i< X, .o Les formules éta-
blies plus haut nous donnent:

P (xn+2’ xn+3’ ol xZn-l—z; f l X) an ) P (xp xg’ Al 1 x,,+|;f l X) =
n+1

B O
i=1( n4if1 xl) An-}-l (x xH—]) (x = xi+2) %82 (x T x,'_*,,,)
n+l

= E(xn+i+1 — X)W () (x — x;, ) (x — Xipa) o (X = x,).

i=t

, Pour calculer cette expression nous allons procéder encore par
recurrence. Les relations (18) peuvent s’écrire sous la forme condensée:

(Xppjp— X) ¥, () = (x — X)W () + (x,p0 — %) W, (%)

J=12 ..., n+1 L
i3

oy

ou W, W, .. 42 Sont les fonctions analogues a ¥, W v §
U PR SRR LL

la suite Xy Xy vy Xppio mais en abaissant d’une unité la valeur de n.
On en déduit:

ni
E (i — %) ¥, &) (x — x5 ) (x — e (o0 2

i=l

i +n) =

n
=(x — E); (% pi1 —X )V ® (x'_xi-p—z) (x— Xipg) - (x— Xitn)
donc de proche en proche

P (xn+2’ xn+3’ ' x2n+2; f l x) —P (xp xZ" . le—l ) f | x) == (xﬁé)”

et le prolongement est évidemment réalisé par la fonction égale & :

P(xl,xz,...,xn_H;f[x) pour x = §
BN (= 15, Xpgar -+ > Xguapi | %) pour x = &

elle étant manifestement non-concave d’ordre n.
.L.e cas général de m quelconque et ¢ quelconque se raméne a
celui-ci. Si d’'une maniére générale on a X, & = x;,, les quantités:
:b‘j(&) j.i].,z,..‘,i—n—l (aucun si i 2 n 1)
V@ j=i+1,i+2 ....m —n—1 (ucunsii>m  n — 1)
sqnt nulles par définition. La fonction est donc nécessairement polyno-
miale dans les intervalles (x,, x,), (xiyp X,,)- La démonstration précé-
(‘1ente nous montre alors qu’il suffit de garder les n 4~ 1 premiers points
a gauche de x; celui-ci inclu et les n 4 1 premiers points & droite de
X;,, ce dernier inclu. Si i < n 4- 1 on compléte la fonction a gauche ¢
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encore de la forme (20). Si i > m — n — 1 on fait la méme opération a
droite de x,, et si m<<2n 4 2 on fait le complément a la fois a4 gauche
de x, et a droite de x .

Nous pouvons énnoncer maintenant la propriéte suivante :

Pour que la fonction f(x) définie et non-concave d’ordre n sur
les points (19) soit partout prolongeable il faut et il suffit qu’elle
vérifie sur ces points la propriété de convexité restreinte.

Soit en effet dans I'espace ordinaire & m —n — 1 dimensions la
courbe

(C) yl = ‘P‘l (x)’ yz = qu (X),- L ym—n—l = lIJ‘m—n—l (x)
x1 = X £ xm.

On voit alors que la conditions de convexité restreinte signifie que
tout hyperplan passant par I'origine et laissant la courbe (C) d’une méme
coteé, laisse le point de coordonnées

(21) (Ahtts Ad 1, o, ARR)
de cette méme coté. Géométriquement cela signifie que /e point (21) est
a lintérieur ou sur la frontiére du plus petit cone convexe contenant
la courbe (C) et ayant l'origine pour sommel.

Il en résulte immédiatement que si la condition de convexité res-
treinte est vérifiée on a
(22) A1 = X W (3)
oii p, sont un nombre fini de constantes positives et §, de points dans
lintervalle (x,, x,,). La propriéte énnoncée résulte alors de la position
préliminaire démontrée au debut de ce Nr.

14. Appelons(T)le domaine convexe précédemment défini. S'il existe
une fonction W (x) non négative et non identiquement nulle s’annulant
aux points £, le point (21) donné par les formules (22) est sur la frontere
de (I'). On peut en effet dans ce cas trouver un point aussi voisin qu’on
veut de (21) ne vérifiant pas la condition de convexité restreinte. Tout
point frontiére peut s'obtenir de cette maniere, ce qui résulte du fait que
si les points §, ne vérifient pas la condition précedente le point (21) est
nécessairement un point intérieur. Si en effet U°(x) = X4, ", (x) est une
fonction non négative I'expression

l Zu, V()
‘ XN

i:l,Z,...,m—'n—l

a un minimum qui n’est pas nul dans notre cas, autrement on pourrait
par un procédé de passege & la limite, conclure a I'existence d’une fonc-
tion W (x) non identiquement nulle et s’annulant aux points €,, ce qui est
contraire & ’hypoyhese.

Bien entendu nous ne parlons pas du point origine, sommet du cone
(I), qui ne présente aucun interét.
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Supposons qu'une des différences divisées, par exemple AfH, soit
1

nulle. Il faut alors que tous les points £, soient a I'extérieur de l'intervalle

ouvert (x; x.. .. ,). Or dans ce cas la fonction ¥ (x) = ¥, (x) s’annule en
tous les points ¢, donc:

Les points (21) correspondant aux fonctions non-concaves (et qui
ne sont pas convexes) vérifiant la condition de convexité restreinte
sont sur la frontiére du domaine (I'). Il est & remarquer que les fonctions

convexes ne donnent pas toujours un point intérieur. Soit par exemple
n=2 m==6 x3< &< x,,

A=W, (§), =V, ai=W, ()

.:I‘outes ces fonctions sont convexes, mais le point (21) est sur la
frontiére de (I') puisque la fonction

V)= x) E—x3) Wi (O (E—x3)(& ~ x0) W) +-(E—x ) E—x5) W5 (x)
est non négative et s’annule au point &.

15. Disons encore quelques mots sur les fonctions qui sont prolon-
geabl.es sur chaque point. Pour qu’il en soit ainsi il faut évidemment que
le point (21) soit & I'intérieur ou sur la frontiére d’un certain domaine
convexe conique (1) ayant l'origine pour sommet. Le domaine )
contsent toujours le domaine ('), mais est en général plus étendu que ce
dernier. On peut affirmer que (") est plus grand que (I') dés qu’il existe
sur la f.rontiére de ce dernier un point tel que tout point assez rapprocheé
de CCIUI.—Ci corresponde & des fonctions non-concaves prolongeable sur
tout point. Ainsi dansle cas n>2, m =~ n —+ 4 les domaines (1), (1) ne
coincident pas ). Il en est de méme sin =2, m = 8 m), ’

19) I suffit de prendre m —n + 4. Supposons, pour simplifier, que

. x1:0,x2:1.x3:2,...,xi:i-—l,...,xn+4:n+3
et considérons une fonction telle que
Al =51 _ 4 n_(n +1)— 2
W (n+1)3" + 3 0 Op=3" —(+1),a3, =1,
On a

. il 1
(=1) (x=2) 2p 4 H(X=2) (x—n—1) 22| +(x—-n—1) (x—n—2) a3 >0
3zx=zn+2,n>2

donc tout point assez rapproché de (), ;, a2,,, a3, ) donne des fonctions con-

vexes d'ordre n prolongeable sur tout point. D’autre part on peut montrer qu’il existe
. , .5
une fonction ¥ (x) = 0 s’annulant au point 5 et conclure qu’il s’agit bien d’un point
frontiére.
1) U suffit de considerer m — 8. Exemple
X =0,x=1, S L
1
NH3y=1, A%:G, A%:Z, A‘S‘:G, Ag: 1

On arrive & la propriété comme dans I'exemple précédent en remarquant quon a

3i{l] - zp'2 + 31113 . zp4 + 311:5 ~0
9

I'égalité étant vérifide pour x = %» 5
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Nous allons montrer au contraire que si n=2, m =26, 7 les domaines
(1), (1) coincident. Il suffit de considérer m =17 le cas m = 6 pouvant
toujours se ramener a celui-ci. Nous montrerons que dans tout voisinage
de tout point frontiére de (I') on peut trouver un point correspondant a
des fonctions qui ou bien ne sont pas d’ordre 2, ou bien tout en I’étant ne
sont pas prolongeables sur tout point. Cette propriété est immeédiate pour
les points frontiéres provenant de fonctions non-concaves (dont au moins
une des différences divisées est nulle). Cela arrive d’ailleurs quels que
soient n et m12). Il reste & examiner les points frontiéres provenant de
fonctions convexes. Il faut alors que dans chaque intervalle ouvert (x,, x,),
(% Xg5), (x5 %) (x, X;) s€ trouve au moins un point §,. On voit facilement
que le seul cas qui peut fournir un point frontiére est celui ot un des
points est dans I'intervalle ouvert (x,, x,) tous les autres étant dans (x;, x;)

[ou bien un dans (x,, x;) et les autres dans (x,, x,)}.
Ces points frontiéres sont donc de la forme

Al=AW (), a2=2V, (), 3=V, (), Aj=n
A>0, p>0 x;<é<x,

(forme analogue si x; < & < X;)- L’existence d’un point voisin correspon-
dant & une fonction non prolongeable résulte du fait que

(x T xz) (x - - x3) (x4_ xl) Aé—i— (x— xs) (x . x4) (x5 e xz) .’.\% +
+.(x — x,) (x — Xx;) (x4 — Xy) Al =X (x —gPdans (x, X,):

Il est clair maintenant que (I'), (IY) doivent coincider. Soit en effet
A un point de (1) extérieur a (). Tout le cone de sommet A, circons-
crit 4 () doit appartenir & ([*) ce qui est en contradiction avec ce qu’on
a démontré toute a I'heure 13).

16. Appelons fonction élémentaire de degré n @ m sommets toute
fonction dont la (n — 1)?me dérivée est une ligne polygonale a m som-
mets en ne comptant pas les extrémités de lintervalles ou ces fonctions

sont définies.
Il en résulte qu'une fonction élémentaire de degré n est de la forme

I P (x) polynome de degré n dans (g, §,)
k
fx) = l P)+ Y a,(x—¢&)" dans (8,

i=1

k=1,2,...,m (f'm+l = b).

12) De cette propriété résulte immédiatement que (I), (I") ont des parties de
frontiére communes.

13) Dans ce raisonnement on admet bien entendu que (I') est effectivement une
variété a 5 dimensions. On peut d’ailleurs vérifier facilement que dans le cas général
(I) est effectivement 4 m—n—1 dimensions.
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Pour qu’une telle fonction soit non-concave d’ordre n il faut et il
suffit que
a,=0,i=1,2,..., m

Une fonction élémentaire de degré n ayant un seul sommet est tou-
jours d’ordre n.

Si une fonction d’ordre n définie sur les points (19) est prolongea-
ble dans tout intervalle, nous avons vu qu’elle I'est par une fonction élé-
mentaire de degré n,

I en résulte que si f(x) est non-concave d’ordre n dans un inter-
valle (x,, x,,) il existe une fonction élémentaire de degré n et non-con-

cave d’ordre n prenant les valeurs f (x,) aux points
X, <x,<...<x, ,<Xx,

Etudions de plus prés les fonctions qui donnent le prolongement.
Comme il sfagit de fonctions non-concaves dans tout intervalle elles
seront a n*me différences divisées bornée dans (x,, x,), donc leurs

(n--1)tme dérivée sera toujours continue dans cet intervalle fermé et les

dérivées f™(x,), 1™(x,)existent [nous posons j‘"’(xl):(dﬂ) " x),
X/d

™ )=

d\ - )
E)gf(l V(x,,) ] Je dis que :

Toute fonction non-concave d’ordre n est la limite d’une suite
de fonctions convexes d’ordre n convergeant uniformément. La suite
des dérivées converge uniformément vers celles de la fonction donnée
Jjusqu’a lordre n—1 et aussi pour la nt™e dérivée aux deux extrémité
S S

Par dérivations succesives on voit qu'il suffit de démontrer la pro-
prieté pour n=1. Pour ce cas on peut la voir facilement en considérant
la figure représentative de la fonction et en procédant comme au Nr. 2.

Supposons maintenant que le point (21) soit & l'intérieur de (I).
Considérons un hypertetraédre A, A,... A, , non dégeneré comple-
tement intérieur a (I') et contenant a son intérieur le point (21). Soient
£ (), f,(x),- -, f,,_, 1 (x) donnant le prolongement et correspondant
aux points A, A,, .., A, |- En modifiant au besoin, aussi peu qu’on
veut, les points A; on voit qu’on peut supposer que f; (x) soient convexes.

Soient maintenant 1, A,,..., % . (= 0) les coordonnées tétraedrique

homogénes du point (21), on voit alors que la fonction
X f (x)
v —~+ polynome convenable de degré n

est convexe et prend les valeurs donnees aux points x,, x,,. . . x,,. donc
¥ 7l b Lot

7
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Si (21) est un point intérieur le prolongement peut toujours se
faire par une fonction convexe'*).

Il en résulte aussi que si (21) est a Uintérieur, toute fonction fai-
sant le prolongement peut étre approchée autant qu’on veut par d’au-
tres qui sont convexes. Soit en effet f (x) une telle fonction et f* (x) une
fonction convexe effectuant le prolongement, il suffit de considérer

A
I
Nous nons proposons de démontrer encore que si (21) est sur la
frontiére de () le prolongement n’est pas possible avec une fonction

convexe.
Autrement dit si f(x) est une fonction convexe d’ordre n et si on

construit le point (21) avec ses différences divisées, ce point est a l'in-
térieur de (I').

Considérons Pintervalle (x;, x;,,). D’une propriété qui sera démon-
trée plus loin (la propriété A du Nr. 22) il résulte qu’il existe une fonc-
tion ¢ (x) non-concave et méme convexe d’ordre n dans(x; x, ) telle que

70 (x) =1® (x), #® (x,) =1O (x;3)
k=1,2,...,n—1

# (x) =D (x), 3D (X)) =D (X1,

) étant soumises a la seule condition

et les valeurs 9 (x)), ¢ (x,
| ? (xi) *f(x,') | < g, | (F(xi_H) _f (xi-H) I <. €

¢ étant un nombre positif suffisamment petit.
11 en résulte que toute fonction f, (x) telle que
L f(x)—fi(x) 1 <se i=1,2,...,m
est encore prolongeable pourvu que ¢ > 0 soit assez petit,ce qui prouve
qu’il s’agit bien d’un point intérieur.

Des propriétés démontrées un peu plus loin résultera encore que
toute fonction effectuant le prolongement est la limite d’une suite de
fonctions élémentaires de degré n effectuant le prolongement et conver-
geant uniformément dans tout intervalle fini.

Pour un point intérieur de (I') le prolongement est toujours possi-
ble par une infinité de fonctions. Il en est de méme pour les points fron-
tiéres en général, sauf pour certains d’entre eux pour lesquels le prolon-
gement n’est possible que d’une seule maniere dans I'intervalle (x,, x,,).
Le probléme traité dans les Nrs. suivants permet d’étudier cet unicité.

On pourrait enfin se proposer d’exprimer la convexité restreinte
par des inégalités explicites entre les quantités Afl+1. Nous n’avons pas

1) Comme on voit la propriété est démontrée pour lintervalle (x,-, X,,), mai,
on peut prolonger la fonction en dehors en respectant la convexité.
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P'intention de chercher ici ces inégalités qui se présentent sous une forme
assez compliquée. Remarquons seulement qu'on peut regarder les A/
= et 28

comme gencralisant la suite des coeffcients de certaines formes qua-
dratiques.

A%

Etude d’un cas particulier de prolongement

' 17. Nous avons supposé jusqu’ici que tous les points (19) sont dis-
tincts. On peut étudier des problémes limites en supposant que plusieurs
de ces points soient confondus. Nous choisirons un de ces problémes, le
plus intéressant d’ailleurs. ,

En prenant m=2n -2 et en supposant que
Xop Xgoo oy Xy = X =a
Xntw Xnig e s Xoppp > Xy =0 >a
nous obtenons le probléme suivant :

Déterminer une fonction {z‘on—concave d’ordre ndans lintervalle
(a, b) prenant avec ses n premiéres dérivées les valeurs données

f (@), f'(a),- .., /@ (a)
F (), £b),--., f (b)
‘On p.eu't obtenir la condition de possibilité de ce probléme en pas-
Sflnt a la limite dans la condition de convexité restreinte et on peut fa-
cilement montrer que ce procédé est perfaitement justifié.
Nous obtenons ainsi

Lo il i . -
@) aftl= T/(S;T);H [,gf)(_l)k a1 =L p )

k1 (n—i)!
= i\ (n—k)!
[ b- a) ~ " k)
2 e~ () =51 @],
D’autre part les limites des fonctions ¢; (x) sont les polynomes

1
Gy (i) 6= Gy

Pour que notre probléme soit possible il faut donc que pour tout
polynome

lim. W, (x) =

n+41
24 PO L XY (— g)i—
non négatif dans (a, b) on ait

n+1
YAl a0
i=l
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Le polynome (24) peut aussi s’écrire sous la forme

n
Do (0 —x)f
k=0
ol
n n—=k K i+k—n—1 k )
= (k) (b—a) i=r§<—|—l (=1 N (n i

Nous avons aussi
n+1

i
;)\i A"—'—l n ,(b a)ll+1 Zl i '.

oil en faisant les calculs a I'aide des formules (23)

() - = i/[f‘"'” b)y— Y, ("—;,"—)f"""“‘)(aﬂ L i=0,1,...,n
k=0 :

Pour que le probléme posé soit possible il faut donc que pour tout

polynome
n

E [ (b— x)i

i=0

non négatif dans (a, b) on ait

n
Z # €= 0.
i=0

Si on a ¢, = 0 on doit aussi avoir ¢, = ¢;= ... = ¢, == 0 comme
on peut facilement vérifier et alors la seule solution est un polynome de
degré complétement déterminé. Dans la suite nous supposerons toujours

que ¢, > 0.
La condition de possibilité peut s’exprimer sous la forme géome-

trique suivante : ‘ ]
Pour que le probléme posé soit possible il faut que le point

soit a Pintérieur ou sur la frontiére du plus petit domaine convexe
(W) contenant la courbe 15)

yl:(b—x)’yzz(b_x)zi'"’y,,:(b‘x)”aéxéb-

Disons une fois pour toute que par les données du probléme toute
fonction d’ordre n a considerer est a n¢e différence divisée borneé¢ donc

15) Cette propriété est dit 4 M. S. KAKEYA. ,,On some Integral Equations III*
Tohoku Math, Journ, t. 8 p. 14. L’auteur étudie un cas particulier du probleme.
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a une (n — 1)me dérivée continue dans I'intervalle fermé (a, b) et la néme
dérivée existe aux extrémités.

18. Tout point de (W,) ou de sa frontiére peut se représenter sous
la forme

m
(26) =D 0 (0—§) i=0,1,2,.
k=1
ﬂl_/__n,)\iéo,a._/:él<§2 <Cm_/b

Pour que ce point soit sur la frontiére il faut et il suffit que I'un
des trois conditions suivantes soit remplie

(type I)mé[ g ]siaa,él,5m<b

(type Il)m/ n—|—2 Bifa=—IeNe =)
(type ) m = + 1 sia<<§,§,=0
(type V) m = | © —Zl_ o g6, - b

ce qui resulte immédiatement de la distribution des zéros d’un polynome
non négatif de degré n dans (a, b).

On peut facilement démontrer, pdr la comparaison de deux
systémes d’équations linéaires, que la représentation (26) d’un point
frontiére est unique,

Remarquons maintenant que la projection du domaine (W,) sur le
hyperplan Oy, y,...y, , est précistment le domaine (W, 3 De
méme (W ) peut étre regardé comme la projection de (W ete, La

1
n41
projection du point M_ et le point

w (o e
n—1 CO’ CO, ’

Cn—l

Co

et correspond comme on voit & notre probléme posé avec les mémes
données pour la dérivée f* (x) de la fonction. La droite M, M, coupe
la frontiére de (W) en deux points: M/ dont I'ordonné est la plus plus
petite et M7 dont Pordonnée est la plus grande Si M, , est un point
frontiére M M,_, ne peut couper (W ) qu'en un seul point fron-
tiere; M, M” M coincident donc. Il en résulte que tout point de (W) est
la prolectlon d’un point frontiére de (W, ).

Il en résulte aussi que tout point intérieur M, a une infinité de re-
présentations de la forme (26). On peut montrer quil y a une infinité

pour toute valeur de m > [g l—l— 1, avec a<C§&,§ <Cb.Sin est pair

il y a une infinité de représentations avec m = [g]—i— 1. Parmi ces re-
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présentations il y a une pour laquelle a=¢§, § < b et une pour
laquelle @ << §,, §,, = b. Si n est impair il y a une seule représentation

avec m == [g] 41 et alors a <C§,, §, <<b. Parmi les représentations

avec m— [g] —+2 il y a une pour laquelle a =¢§,, § |

Si M, est a lintérieur de (W,), M,_, est a lintérieur de (W,_).
Il en résulte que si n est impair M/, My’ sont du type (Ill) et (IV) et si n
est pair ils sont du type (1) et (II). On peut facilement montrer que M’ est
du type (I) ou (1) et M7 du type (II) ou (IV).

Pour n = 1 le domaine (W) se réduit au segment (0, b — a) et on

peut facilement vérifier que notre probléme est impossible pour I'extre-

mité droite.
19. Examinons maintenant les conditions suffisantes. Considérons

les polynomes:
P] (X), pz (X), ¥°°p p”_l_z (X)
définis par les relations:
P® (a) = 1 (a) k=01,...,0n—i+41
PY (b) = ¥ (b) k=01, .. ..i—2
Les premiéres conditions étant supprimées pour PnJr2 et les der-
niéres pour P,. Par un calcul facile on trouve

(27) P, () —P, ()= n—! ; A (x — &)

en employant la représentation (26). Si M, est un point intérieur ily a
une infinité de représentations avec a < §;, §,, << b et alors notre pro-
bléme est résolu par la fonction

P, (x) kdans (a, &)
1 4.
() =] P (x)+ 2‘1 A (x — &)" dans (&, &)
k=12, ..., m &+1:b.

m

(28)

Appelons solution élémentaire toute fonction élémentaire de degré

n satisfaisant au probléme.
Donc, si M, est un point intérieur il y a toujours une infinité

de solutions. Il y a toujours une infinité de solutions élémentaires. En
particulier il y a toujours une solution élémentaire a ng + 1 som-

mets. Si n est impair la solution de cette forme est unique, mais il y en
a une infinité si n est pair. L’ensemble de toutes les solutions forme une
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famille bornée. Leurs dérivées jusqu’a Pordre n — 1 ainsi que leurs deux
dérivées d’ordre n forment également des familles bornées. Les solutions
ont une fonction limite supérieure ®, (x) et une fonction limite inférieure

®, (x). On doit avoir en particulier

P, (x) = @, (x) = f (x) = &, (x) > P, (x) (a=x=0)
pour toute solution f (x).

Remarquons que:

b ' : )
P Py (9 = [FO=LO 3 oo 10 @ |y

On en déduit que si les données du probléme restent en module
plus petites qu’'un nombre fixe & tout ¢ - 0 correspond un 7 >0 tel
que si:

: 1fO)—f@] <u  lb—al <1
on ait

(29) | Dy (x) — Dy (x) | <& dans (a, b)

20. La fonction (28) peut se construire avec toute représentation
(26). Si on a @ = £, on supprime bien entendu la définition dans inter-
valle (g, §;). Désignons en particulier par ] (x) la fonction (28) con-

[g] + 15sin

estpaireta=¢,b—=¢,, m= [EJ -+ 2 si n est impair et par @, (x) la

struite avec la représentation pour laquelle a =%, m =

fonction (28) construite avec la repiésentation pour laquelle i, = b,

nl : .
m= [fJ —+ 1 si n est pair et m = [g] —+ 1 si n est impair.
Nous nous proposons de démontrer que.
(30) @ (x) = &} (%), b, (x) = @, (x).

Si n est pair @] (x), @, (x) ne sont pas de solutions. Soient:

= adae oy iiq N les sommets de @]
2

‘;’;,, é;’ ce (gu = b) P,

[g_] +1 » ” 2

et considérons une solution ¢lémentaire f (x) ayant [g] - 1 sommets

o -y ;'[n] b On démontre facilement que si & >£ on a aussi

2
§=%i>1cet f(x) tend uniformément vers ®] (x) dans (a, b) De

méme si & > & on a aussi §; > £/, i > 1 et f (x) tend uniformément vers
@’ (x). On a d’ailleurs la propriété de séparation :

R

o " ] " ]
a:§1<&1 <&z<52<--- <&['2£,]+1<;[n] 1:()
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qu’on vérifie aisément en comparant les deux représentation (26) corres-
pondants.
Sin est impair ®; (x) est une solution, mais ®; (x) n'est pas solu-
tion. Soient
(@=8), 8,8, ., (¢, = b)les sommets de @y
[’z’] e

*

Dy -

i
[2]+1 ’

sont les sommets d’'une solution ¢lémentaire

$Yr

.Il ‘Il "
C] 1;21231" ]

Si &11 52)' L] &[§]+2

£ (x) & [£] +2 sommets, f (x) converge uniformément vers &7 (x) lorsque
> b. On a encore la propriété de séparation

gt < g 13E — b
N G

On peut donc dire finalement que les fonctions ¥y, (x), ¢ (x) sont
les limites de suites uniformément convergeantes de solutions. Il en résulte
que pour démontrer les relations (30) il suffit de montrer que si f (x) est

une solution quelconque on a
(31) Dy (x) » f(X) > &y (x) dans (a, b)

21. Passons 4 la démonstration des inégalités (31). Soit un point
de lintervalle (a, b). Il faut exprimer la condition de convexité restreinte
sur 2 n -4 3 points dont n 4 1 sont confondus en a, n -+ 1 confondus
en b et le (2 n - 3)m¢ est le point &. Cette condition s’exprime par le

fait que si on a
n

Yo —x) 4 pW(x)=0 dans(ab)
=0
on doit avoir aussi

n
Zp.l.ci—l—c* =L 0

i=0
ou

ce=1 ¢ 37 G n # = UO—R O

16) On peut facilement voir cette condition en supposant que £ (x)existe.
On a alors

1 x
NCI= ,ﬂfa (x—t)" df™ (t) + Py (x)
b . b
¢ :[ (b—t)' df'™ (t),i=0,1,...,n,c* :f w (1) dff™ ()

etf(")(x) est non décroissante. On arrive bien entendu au méme résultat par un pas-
sage a la limite dans la condition générale de convexité restreinte,
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Pour n=1 les inégalités (31) sont claires. Dans ce cas en effet & (x)
n'est autre que le polynome P, (x), le sommet &l”de d; (x) est le point
otonaP, (x)=P;(x)et

P, (x) dans (g, &/

* e =1
P2 (x) = { P,(x) dans (] b).
Prenons le cas général et démontrons la seconde inégalité (31) en
supposant que n est impair.
Soit

g2ty (k:1,2,...,[§])

et construisons le polynome de degré n, Q (x) defini par les relations:

Q(glll)zo’ Ql(é;/ :0’ i:k+1,k+2, .,[g'J+1
QE)=—C—=8QE)=n¢—)", i=12 ..,k

Je dis que
(32) QMXxX)+W¥(x)=>0 dans (a, b)

Cette propriété est immédiate. En effet ¥ (x) est d’ordre n, donc
Q (x) + W (x) est aussi d’ordre n. Mais cette fonction élémentaire a un
sommet ets’annule ainsi que sa dérivée premiére aux points§7,&,". -, ,[ I
n
21 +1
. y a . . » 2
Je dis qu’alors Q (x) + W' (x) est de signe invariable. En effet dans le cas
contraire elle devrait nécessairement changer de signe en un point &
au moins et étre donc nulle en ce point 7). On a alors:
aly &) apt Ayt alt a7 g -
S Biln S Sy e B £ £ W=
[1: 12 329 32 ”[21]4—1: ["]-H. 7Q+J 0

2

et la fonction devrait étre nulle identiquement dans (57, ;i"] ) au moins
n] 41 ’
» . . . 2

ce qu.l est impossible. Il suffit de regarder la figure représentative des
fonctions Q (x) et ¥ (x) pour voir que c’est effectivement (32) qui a lieu.

Considérons maintenant la fonction &; (x) et soient A, 4,,. . ., ]
’ [ﬁ +1

2

les coefficients de sa représentation (26). Nous avons ;
n

Q (%) :Z (b — x)".
i=0
[;'—] +1 n k

Z QE)= E i = Z — NG &)

= =l =1

17y &* peut coincider avec un point E;'. La seconde dérivée de Q (x) + #(x)
doit aussi s’annuler alors en ce point et les conclusions restent les mémes.
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On doit donc avoir:

k
— Y= et 20
i=1
qui n’est autre que

" i U e ’_li
f(é)éd?;(&) ék£;é§k+l (k—172) J[zJ)

Dans les intervalles (a, ), (if"] . b) cette inégalité est vérifiée, se
2
réduisant a
& aa, .., a;f1>0, 5, 6,0,. ., b;f1=0
n+1 \ n—+1

respectivement. . ‘
Si n est pair la deuxiéme inégalité (31) se démontre de la méme

maniére. Pour avoir 'inégalité (32) on prendra le polynome

¢ }=0

QE)=0, QEY=0 i=k+1,k+2. .., [gJ
(Bt =8 l)
QEN=—C—8&), QE)=nGE—&)"" i=12.. ,k
La démonstration est analogue pour la premiére inégalité (31). On
cherchera le polynome Q (x) tel que
Q(x)—¥(x)=0 dans (a, b).
On prendra : Si n est impair

Q' )=0
22 =
QE)=0,QE)=0, i=k+1,k+2,. ., [QJ—{—I

)=(—8)" QE=—n¢ -~
QE)=(E—6)" QE) i—2.3.. .k

Q (€)= —&)"
Si n est pair

QE)=0, Q (¢)=0 i=k+1”‘+2""’[,21] e

2

QE=C—8&" QE)=—nGE—8&""
1=2,3,..,k G, £6=8,)
QE)=E—e)"

=
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Donc finalement dans tous les cas les identités (30) sont démontrées.

22. Nous avons les deux propriétés sujvantes :

A. Le point M, dont les coordonnées sont construites a I'aide
des quantités (25) correspondant a une fonction convexe dans (a, b)
est toujours a lUintérieur de (W,).

B. Toute solution de notre probléme est la limite d'une suite de
solutions élémentaires convergeant uniformément dans (a, b).

Pour démontrer la propriété B il suffit de nous occuper des solu-
tions convexes. En effet exactement comme au Nr. 16, nous démontrons
que toute solution est la limite d’une suite de solutions convexes conver-
geant uniformément dans (a, b).

Je dis maintenant que la propriété B est une conséquence de la
propriété A, La propriété A est indépendante de I'intervalle (a, b) et on
peut alors dans tout intervalle partiel de (a, b) remplacer la fonction
¢lémentaire de degré n non-concave d'ordre n coincidant ainsi que ses
n premicres derivées avec celles de la fonction donnée aux extrémites.
Divisons l'intervalle (a, ) en p parties egales et faisons la construc-
tion précédente dans chaque intervalle partiel, Comme la solution con-
sidérée est continue et est, ainsi que ses n premiéres dérivées, bornée
par les données du probléeme, de la propriété (29) résulte qu’a tout
¢ >0 correspond un 7 tel que si p > la fonction élémentaire ainsi
construite, qui est évidemment une solution, différe de moin de = de la
solution donnée, dans tout I'intervalle.

Considérons maintenant la projection M,_, du point M_. Soit f(x)
une solution et varions les valeurs f (a), f (b) dans notre probléme,
L’expression

J 7 @ax RO 0

a un maximum et un minimum. Il est clair que le maximum est égal a
I'néme coordonnée du point M et le minimum & I'néme coordonnée de M,’l_
Or le maximum est atteint pour la fonction ®, (x) et le minimum pour
®, (x) correspondant au probléme relatif au point M, | et par consé-
quence ces extrema ne sont atteints pour aucune autre solution corres-
pondant a M__ ..

Il en résulte que la propriété A est vraie et donc la propriété B est
aussi vraie.

Nous avons ainsi démontré également que notre probléme est im-
possible pour les points frontiéres du type (11), (111) ou (1V) et admet
une solution unique pour les points frontiéres du type (I). La solution
n
2

Nous avons considéré des points frontiéres tels que M;. M se pro-
jetent sur un point intérieur de (W, ). Tous les autres se raménent a
cette forme par des projections succesives,

est alors une fonction élémentaire de degré n ayant m [ ] sommets,
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Remarquons encore que les conditions de possibilité du probléme
peuvent étre exprimées par des inégalités explicites. Par une transfor-
mation facile on voit en effet que si on a

n
Zp.ixiéo» x>0
=0

on doit avoir

n
cn—i+r

i .
Z b0, €= ;,(gl)r ({r) (0 ay—i+

=
On sait alors que les formes quadratiques
n n n—1 n—1
[z] (2] [z] [Z]
;0 ;0 Cpy bty ,2;_‘0 J.;OC,-HH iy
doivent étre positives. Le cas ol ces formes sont définies positives
correspond aux points intérieurs de (W,) '®.

Pour finir remarquons la liaisons étroite entre le probléme du pro-
longement dans un intervalle et entre certains problémes de moments.
Le procédé par lequel nous ¢tablissons la condition de convexité restreinte
rappelle d’ailleurs la définition d’une intégrale, mais tandis que dans les
procédés d’intégration il s'agit toujours de certaines expressions ayant
une limite, dans les problémes des moments il suffit toujours que certaines
sommes puisse etre multipliées par des expressions de signe invariable
telles que le produit ait une limite 10y,

Manuscrit recu le 20 Avril, 1934.

1) Voir PoLYA u. SZEGO HAufgaben und Lehrsitze aus der Analysis® fome
1l p. 107. Cette propriété et la propriété projective des domaines (W,) permettent de
retrouver trés simplement les formules donnant les coefficients de certaines formes
quadratiques données par M. E. FiscHER ,Uber das Carathéodory'sche Problem
Potenzreihen mit Positivem reellen Teil Bettreffend* Rendic. Circ. Math, Palermo
t. 32 (1911) p. 240.

19) Les fonctions presentant des caractéres de convexité de tout ordre et leur
utilité pour le probleme des moments ont été étudiées par M. S. BERNSTEIN 2Sur les
fonctions absulument monotones® Acta Mathematica t. 52 (1928) p. 1.
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