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SUR QUELQUES PROPRIÉÎÉS DES F'ONCTIONS D'UNE ],

OU DÐ DEUX VARIABLES RX]ELLES.

par

Tiboriu Popoviciu
Ancien Él¿ve tle l'École Normale Supérieure.

Reçue Ie 8 mars 1933,

Introiluction.

Dans Ia théorio des fonctions on chercho à approfondir l'étudo

des fonctions très générales qui se rapproehent, d'une certaine manière,

de fonctions connues. Les fonctions les plus simples sont les polynomes,

il est donc tout naturel d'étudier les fonctions auxquelles cerlaines

propriétés des polynomes s'appliquent. C'est d,'un tel problème que

nous nous occupons dans la. première partie de ce travail'

Pour étudier la fonction nous considérons ses différences il'iaisées

de divers ordres. lv *ème différence divisée de f (ø) pour les points

ü1, rzt,,.t frn11 est égale au quotient

l*r, ,r1,,. ¡ fr¡¡¡1; fl: :#P
orl U(ø1 , frz,.,,t frntt; /) est le déterminant d'ordro n+ I dont la
ligne'générale est I æt rcT,....n,n-t f(n¡) et Y(q, æ2,,"¡rn*r):
:IJ(q, t2t,,,, frnlti ú),

Lù mène différence diviséo d'un polynome de degié n est cons-

tamment égale à un même nombre; ce nombre est nul si le polynoms

ost tle clegré n-L Nous examinons les fonctions dont la mème dillérence

divisóe est bornée. Nous considérons également l4 'v¿ème aari,al'ion lotøle

(ou la variation totale d'ordre æ) d'uno fonction, qui est par tléfinition

égale à la limite supérieure do la somme

,n -n-l
) trl-ii+t,
i:l

L!n:læ¡, ït+¡r,.,ît-ni Í1, i: 1, 2,,", rn-n
u1{æ2 <..

lorsqu'on fait varier les points et¡ ø2,.,,, ætn et leur nombre de tou-
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tes les manières possibles sur l'ensemhle de définjtion ùe la fonction.

Nous dirons que la fonction ssl i nème uariati,on bornëe si sa variation

totale d'ordre nt est fìnio. Nous étudions après les fonctions dont la

(n*L)ème différence diviséo no change pas de signo. \-ous dirons qu'une

telle fonction est d'ordre æ. Pour m:0 nous avons les fonctions mono-

tones et pour m = 1 les fonctions cqnrlexes (ou concaves) ordinaires.

Nous signalons les principales propriétés de ces fonctions et nous mon-

trons lçur rapport avec les fonctions \ nème difTérence divjsée bornée

et les fonctions à nènte vavi¿lion bornée.

Si la fonction f(n) est à (n-l-I)èmc 6;96'"nce divisée bornée on

peut évidemment déterminer I tel que la fonction f @)+ lønfr soit

d'ordre m. Nous montrons avssi q¡'une fonctian fi nème uariation bornée

est Lø différence d'e d,eun fonctions d,'orclre m.

Nous étudions aussi la dérivation des fonctions précédemment

déflnÍes, après avoir completé certaines recherches de Stlnlr¡ns sur Ia

'¡xèrne flþ¡iyþe d'une fonction. Nous examinons la limitation de la dérlvéo

d'uno fonction d'ordre ru définie dans un intervalle. 0n trouve ainsi que

les fonctions d"ord,re n çteu ltrès comme les

d,egré n, tortt øu rnoi,ns l,e 'intéri'ewr conuenq'bl

Dans la seconde yons d'étondre pour

de deux variables les résultais obtenus pour les fonctions d'une seule

variable.
La différence divisée d'orthe (*, n) de f(n, y) pour les ú :

:(mfl) (m*1) points Mi(r¡, !t), i:L,2,,,., /c est égale au quotient

[Mr,Mz,...,Mr)ff^,o:
Ur,o(Ml , M2,...,M *; f)

V-,o(M1 , M2,...,Mt)

où Um,o(Ml , M2,...,M*i/) est Ie déterminant dontla ligne générale

est 1 ø¡ n?..,.. nf yi nìyÍ.,... n\" !¡.,... li æ¡!i..,,. n'!'-t yT f@,, y')
et Vr,n(Ml , M2,..., M*) : U',o(Mt , Mzr,.. , Mt i Ø'y"). Nous sup-
posons,, bion entendu que les points M¡ soient tels que le déterminant
Vm,n soit différênt ds zéro.

Nous étuclions cos différences divisées et nous montrons qu'on peut

ëtebti,r une ønølogi,e comgúète entre le cas d,'une et le eqs d,e dewn uctri,qbles.

Dans le dernier Chapitre nous donnons une généralisation des

fonctions convexes et des fonctions doublement clmuefres (Voir P. Monrer,,

Journal de Math. $ème sþ¡[s, t. 7 (1928), p. 29-60) de deux variables.

Nous sommes heureux de pouvoir oxprimer ici I'hommage de

notre profonde reconnaissance à M. P. Morirsr, qui nous a beaucoup

encouragé et dont les consoils précieux nous ont été très utiles pour
Ia rédaction de ce travail. l

.¡frnoPn.-D-t"s.'ro¡úc?. D:uNE .ou D:E.DEUX rlAIl. &ÉELLES. 3

IPREMIÈRE PARTIE.

:€[JR QUELQUES PROPRIÉTÉS DES FONCTIONS D'UNE
IVÁ.RIABLE R,ÉELLE CONYEXES D'ORDRE SUPÉRMUR

CFI,A,PITRE L

:SUR L,ES DIFFÉRENCES DIVISÉES DES FONCTIONS D'UNE VÄRI.A.BLE RÉEI,LE.

S f. - Fonctions à tlifférence-tlivisée bornée of fonctions
à variation horuréo"

!-" Nous considérons des fonctions f'(*) définies, uni'formes el
,réellps de la variable réelle r sur un ens¿mble linéaire et borné E.

A ûoui point de E correspond ,une valeur fi,ni'e et bien déterminée pour

f(n't. Nous dési,gnons par (/, l'extrémité gauche et par ó I'extrémité
droite de I'ensemble E. Les points a et b sont déterminés quel que

, soit E. Nous désignons par E' , E" , . . . , les ensembles dérivés successifs

d.e E. Nous .disons qu'un ensernble E¡ est complètement i,ntéri,eur à E

'si tor¡s ses points appartiennent à E et si ses extrémités a4 , b1 sonl
.intérièurs ,à I'intervalle (a,, b), (a<.q<h4b).
' l{ous disons 'q'u'une suite de points de I'axe de la variable ø est

'ardnnwée ou bien que ces gtoints sont ordonnés si leurs abscisses rap-
,¡rortéos ,à, une origine flxe sont rangées par ordre de non décroissance.

.'Nous supposons d'ailleurs, -sauf ;avis contrai,re, que tous les points d'une
telle suite sont dístincts.
. Nous appelons polynorne L l(poìynome de Ll'cnrncn-Hnnurrn) le

l:polynome d,e pl,u,s peti,t d,egré

;P,(ù)=P (*r, *r,, .,,on', fl r\

'.vériftant les conilitions (l): (los accents tlésignent cles dérivations)

(t
.rr$ur åa

rAngew.

) Hnnutrn a .généralisé les polynoûles do LlcneNoe dans son rnémoire'formule 
d'interpolation ,de Lacnl.noso. ,Journal für die Reine unrl

Illath t. 84.(1878).p. .7'0.
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P(ø¡) :/(ø¡) P (ao¡):f (uo¡)

P' (a2):f' (u2) Pt (ao¡r):¡' (oo+r)

U ü1 dz¡...rdn+l',

PROPR OES TIONCT'. D'ÜNE OU DD DEUX VAR. RÉI]LLIIS. õ

;sur tous los groupes dte etj-l points d'istíncts d'e E. Si E contiont

'moins de n*L points on peut indifléremment supposer que ls nène

,difiéronce tlivisée n'existo pas ou bien qu'ello soit identiquement nulle.

Posons

l¡-. I lrn,rz,....,nn¡¡ ; l] I : A"[l;El.
(sur E)

Ce nombre sera appelé lù nàme borne de l(ø) sur p A',fl;El peut
,être désigné aussi par A,[/] ou mêrne An quand il n'y a pas d'ambiguité

b

"et par Anfl quand il s'agit d'un intervalle (ø , b).

Nous disons que la fonetion 
"s¡ 

¿ v¿ème di'fférence d'i'¿i'sée bornëe

;sur E si An est fini.
Le cas n:0 est celui des fonctions bornées i m:l celui des fon-

.ations vérifiant une condition do Ltpscntrz ordinaire.

3. Considérond r¿ points ordonnés

P (*r+n+r): f(æp¡q¡ù . . -

P'(ap¡q¡z'l:f '(*o+c+z). . -

prn-\(ar):ftp-tr(ap) P(a-r)(ar1o): f rt-rt(ao¡q) ptr-t)(øp1q4 ):flr-D(do¡q¡r\ì
41 : dt2: ", : a p, ü ¡tlt : otp+z: "' : q p*q, d p*q+l: d p+q +2: "' : ü q*p*r ¡ "'

P*q.lr* "'= lc '
On sait que ce PolYnome esl unique.
Enfin nous appelons avec M. Nönluno (2) d,ifférence diaisé:e d,'ord,re

k clo la fonction /(ø) pour les points distincts dr, ûz¡,..dt<+t llexpres-

sion définie par la relation de récurrenee'

(1) lot,,ozr.,.,a*+ifl-
d4rdtZl^.,,q&¡1

ak+t - at,

lu;fl:f ftu).

La quantité (L) est symétrique par rapport aux points 4i et peuû

se mettre sous Ia forme d'un quotient

ln, , n, ,., . , a;n+¡î fI':Ñ (at ,.*2 r,.. . ,an+t lf)i

orì
Y(d¡,rø2,...,u¡,+r)j

. dr¡ a| .,.., . qltL-t f (æ)

d.2 di ..... ot-' f ("r)

U(or, dz t. .. ro*+tif') :

1

I

'(3)
'ot soient

'(4)

frl ,I2r....¡fr¡n

1 ø*+r q'u+r,,-. æf¡,1f (a*+)

et
V (o, , &2 r, . , ^øt+l}: fJ'(ør t dz ,. . ., q*+tïsk\

est le déterminant de Vn¡ nnn' Mot¡un des quanüités ø¡.

De la formule (l) on peut en déduire d'autres qu@ rous signalu*
rons à mesure de leur emploi. Remarquons ici- que

(2) f (n*+t')-P(*t, ûz¡.,.,a*;fl'a*+):

: ' . lo, ,*r r.. .., , qt+tiff *

Ai =[x¡ ¡ ji¡+t ¡. . . .,x¡+¿ ;,/l
î,:N., 2r.,. rtn'lc, k:0, 7, 2r,., rm-L

(aÍ:/(ri))

'des diflérenees divisees d'uno fonction défìnie en ces points.
La somme 

n-n-t

'(5) un: 2l al+'- al 
I

i:r

,est la ,v¿ème u6vi,a,líon d,e f (n\ sur.Ies poi,nts (3),

Soit f(r) tléfinie sur un ensemble E. Les variations r'n sur toutes
'[es suites ordonnées de E ont ûne limite 'supérieure V'[f ;E]. Nous

.désignons ce nombre par V, [f], Vn ou V^ lfl et nous I'appelons la

- sème 7s6y,i6ti,on totale d,e f (n) sur E,

Nous dirons que la fonction esl à. nème uwi,q,tion bornée sur E si
Vn est fini.

Le cas ø:0 est celui des fonctions à variation bornée ordinaire
de Jono¡n ("); n:l a été implicitement consitléré déjà par M. Dn r,¡,

(a) Pour l'éturle .de ces fonctions voir H. Lnsnssun oleçons sur I'in-
tégration... etc." 2ò'ne ed. (1928) p. 96 ; ou encore L. Toxnt,lr oFondarnenti
di Calcolo della variazionio t. I, p, 40.

v ,dzr..,rü*)
Il on résulte q,ue si [ø¡, dz¡,,.¡q4+t]fl=0, /(r) prentl surE les;

mêmes valeurs qu'un, polynorno. Not¡s disons' alors q¡e f (ø) est unæ

f o ncti o n p oly nomi' al'e,

2. Considérons les différoncos tlivisées

f*tr*r', .,. ., rn+l ; ff¡1

e) N. E. Nörlr,ur.r¡' ol,eçpns" sur les, dlinterBolation." p. 2
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V.rlr,Én Poussnq(l) eû étudié {'gng g.anière générale PaT M. .{. \ürntrn*
rvrrz (s).

S 2. - Pnoprtótés il'es fonotlons ilbnti la sùine ilÍfférenoe dÍvib6e'
! ost bornée.

4. Soient (t¡42r,.,,4i; Fl ,Fz ,''..rli i øoÌ+t:F¡u.t,d'¡¡2:p¡42,...r-
a*:P*, /c f i points tlistincts (L S j { /c). Nous avons-d'après Ia forrnu}e.(lþ

.(u,- P,)[o,, a2¡....1cri,,P'i, pi4r,..., Po ifI':
=: lu1, cÌ2 r,, ;, dr rp¡*r, . .,, Pn"; fl - þt, ØD ¡ . . ., üi-t,¡ fu r, . ., Fr ; ll *
Faisant 'i':1, 2r,.. rh,, ajoutant membre à membre et supprimant;

les tqr1ngp i$eltiUugqçnt 4uls noqs en déduisons: lq forry,rule sg,ivante::

(6) Inr,or¡... tdk;fl-[Ft, Fr,...,Pn'; fl:
.t .

t:¡

(pour ¡-1 nous avons la formu'Ie (1) elle rnêmo).
Cette formule permet d'écrine

(7) ll*r,*r1,, ., t¡; ll I < llr'r r*'r,,.' ¡ )c'n; /Ill+ (ä..O,,f. + Inl

< I [øi,gû'2,,.., ntn,i fll+*(ü-ø]+. A, ff]
d.onc toute foncl,i,on, ù nèrne diiffëremae dtdvi;sée bornée est auesi ù, (n'L)ème"

d,i,fférence d,i;ui,sée bwnéa
En particiriiét toute fonction ¿ 'v¿ème' il,tférenee" ùi'visêe Aoøryée est.

bornée,

On voit encore que l.e fonetipr,r e.sL ìt, nombre d.éri'ués barnéq sû

n) l; elle est donc aussi cont'i'nue dqns ee eas.

La continuité résulte également de la formule suivante:

(8)

PROPR DES FONCT. D'UNE OU DE DEAX VAli, ]I]iDT,I,ES, T

à : longueur du plus petit intervalle contenant
les points Xt tXz¡.,, ¡.X,x'i rx'i+r,,.. rX'¡+l

'i,:1,2,. ,. , n+\ .

Soit ø' un point de E' n'appartenaqt pas à E. Si, quelle que soit
la manièrc dont lo point x de E tencl vers x', f(x) teld vers ütro
même limite finis et bien déterminée, nous pouvons encoro dire que
la fonction est continue au point :Ç' en pren4nt l(i) égal à cetto limite.

Il existe toujours un sous-ensernble dénombrable E* de E tel quo

E-E-*' appartienne à E*' et que la fonction continue /(x) sOit co"ùìpllite-

me¡t déterminée par ses vàleurs sur Et.
La formule (1) permet encore d'établir la suivante :

(9) (arc+t- a)lat s&¿t,.,rdt-t ¡üt¡t t ' '., dtttt;fl:
, : (ø¡=ø¡)[a¡ ,dz,...,a'kif] * (¿t*t - a)laz¡cts,,,.,ar+tifl-
Si Ia suite o,t¡c.2¡...t&k*t es-tgrdonnéqonvoitqqe lA dfférrcrìce

divisée lnr,or¡.., tüt-r,dtlt t.,,,q*+t; fl est. comprise eotro les
dilTérences divisées lqt, o, t., . t etc; f|, lqz s es,,-.,., qt+t i fI.,

Soit ø" ,&'2,, ..,e'k+r uno suite p4ftiellp extraite de la puite

ordonnée øot, dz¡ ,.. tdnl et telle qug 4'r =o¡t t4'*+t=4E.
Par application répétéo de la formule (9) nous pbtenon-

,r'f -ß
(10) lo'r,o'r,,..,e'k+t ;ll=) A,lq¡,dttt¡...,e¡+k;/l(t)

t:l

où les A¿ sont positi,fs, indépendants de la fonction /(x), et ont uns
somme égale à 1.

1[ en résulte que

min. ([o¡,*,+,,...,4¡]*;fl)1Íõr'r,a'2,...,a'*+r; fl<i:1,2,,,.,ttt-k 
I n:,

(?) O'r Beut rem4rquér d'une manièrq gé4érale que Fi l4 qoryrue

m-k

) e, lqt, a¡+t , , . . , o,¡+t, i fl (A¡ indé.penilanrç de 1(æ))

i:-.1
ne dépend explicitement que de f (q'r),, f (n'z\,. ..,f (a'p); a'1,4'2,...,fr'l
étant une suite partielle de a¡ t ez ¡. , . , å, , elle est ¡lécessaíreinent de la fgrm'

p-k

) O"la,i¡, a' ¡r,,.. ru'¡+*ifl (A'¡ indépentlants itb l(a)).
l=l

Un cas particuliel cle la for¡nule (10)'a été employé'par M..4. MAhCHAUD
dans sa Thèsé ,Sur les dérivées et les d.ifférenaés, d,és fonotions ile t¿ri¡¡bles
réelleso (Paris 1927) p. 32.

par un polynoTe"
Aead,. Eelgique.

DE LA
d'une fonction dont la dérivée est à.;

1e0F nr 40'&.
(õ) A. WrNrERNrrz

sleichunsen und
äer" rti'rãì,ntÈn."

, ' io¡iÞ4¡ rg

(ou les): plus grand des.
petit ilê ces nórnbres.
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et
l!n'r,ntr',.,.,d'*+t;/l l< - max. (l[n,rdi*r, ,,.,üi+*;ll l)-

á:lr 2r,.,tttt-k

Supposons que E soit un intervalle ,et soient xt, xz r ... r rnt¡
X't rX'ze.,. rx'¡¡1 , 2n*2 points de cet intervalle-

Supposons que m) 0 et écrivons

,. -I' 
* Ix'¡ : Iç' : j;'l ' 'i':7,2, "' ,n * L '':

' La formule (8) montre que [E' , Ëz , . . . , E¿*r ;fl est une fonction
continue de I pour l)0, égale pour ).:0 à lxt,xzr...rfn*r;fl et
pour À:*"" à lx'rrx'z,,...rxtn+t;fl .

On en décluit donc la propriété'suivante :

Bi E esú un i,nteruølle et si, [xrr*2t...¡xntt i/] : A,'lx'r,x'z¡...tn'n*rifl:B, il, eri,ste il,øns tout i,nterualle contemarzt tous
les points üt, æ'r une ili,fférence diui.sëe çtrenønt une ua,Ieur queleonque
comptrise enlre Ä. ei, B,

La propriété n'ost pas vraie pour m:0 puisque dans co cas on
a toujours ô:1 dans la formule (8).

En particulier si la mème difrercnce divisée reste en module plus
granrle qu'un nombre positif, elle garde un signe constant.

Stit r*¡ Itc.*zr.,,1xû¡n une suiteor.donéetelle que xl ,x2r..rrrn*t
en soit une suite partielle (ir:¡*l ¡ xnlr:N*^) et telle quo

: max. (l¡*¿+,_w*.t\,2 E

i:lr2t,.,rltr,-l ^'tl \ nll

e étant un nombre positif.
Considérons les différonces divisées

(l l) di:lx*i, x*i+r , .. . , x*¿¡ni f) i== 1r 2, .. . tffi-h .

' Supposons m¿intenant que lx1 , xz ,.. . , tn*r I ll:0 et appliquons
la formule (10), On voit alors qu'il doit exister au moins un indice i
pour lequel d,¡d¿+t (0. De cette inégalilé et de la propriété précé-
demment démontrée on déduit que

. Bt lþrx2,1..,1\¡+t;f):0 i,l, eriqte, d,ans le plus peti,ti,ntetualle
'contena,nt les poi,nts x¡ ) 'u,m interualle ile longuewr aussi gtetite qu'on
uewt où i,l, y a øu moi,ns une d,ffirence d,iui,gée nulle,

En appliquant la propriété à la fonction f - Ir*" et en regardant
plus attentivement la démonstration, on voít que si [r1 , Í2 r..t Ín + r i f l :4,
jl"existo un point x dans lo plus potit interv¿lle contonant les points
x¡tel quo dans tout intervalle l(x;rll de milieu ¡ et de longueur 4 il
existe au moins uno différenco divisée prenant la valeur A.r

I :il T'
¡
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Nous pouvons voir encore que, de la formule (6), on peut détluire
que si E ost un intervalle et si

lxt ,x, 1.. .1 xn; fl o 0, lx't , x'2 ,.,. rä'n; ll: 0

Xl , X'1, X2 ,XtZ ¡,., r|(n, &'¡ OfdilnnéS

on peut trouver dans I'intervalle (x¡ ,x'r) au moins ¡¡¡s nème différence
divisée nulle.

5. Il résulte de la défìnition que l¿ nène borno sur un sous-
ænsemble est au plus égale à An.

Soit c un point do E et E¡, Ez Jes parties de E eomprises
respectivement dans les intervalles fermés (a, c), (c, D). Nous allons
,rnontrer que si I'ensemble E est dense dans I'intervalle (ø, b) la nènc
iborne de f(x) est égale x ArÍf ;El sur I'un au moins des ensembles
Ð¡, Ez.

Poar n= 0 Ia propriété est évidente, quel que soit E.

Supposons donc n)0 et considérons une suito de nombres

,positifs ê,t,êz ¡,.. ¡ê¡1,...:tendant vers réro uuec ]. II existe, par dé-
rn

ffnition, une diflérence divisée telle quo

l'r,,rr,... t Nnlr ;l] I ) 
^, 

- +) An-e,,.

Si les points r¡ sont du même côté du point c nous prenons
cette rlifférence divisée et nous la désignons par An (e,,). Dans le eas
,contraire, en appliquant au besoin la formule (9), on pout supposer
'gue c intervienne dans la différence divisée considérée.

Soit donc

'(12)' llrr,rr,.,.,t¡,c,xi*t,...' xr; fll> ^r-V
{a suite x4,x2,.,.:tt,c,xii1r...1x¡ étant ordonnée. Appliquons la

'.formule (9) en intercalant un nouveau point entre c, xi+y [ce qui est
,foujours possible puisque E est supposé dense dans I'intervalle (ø, ö)]

et,prepons celle des différeñces divjsées qui vérifie I'inégalité (12). En

eépétant ce procédé, deux cas peuvent se présenter:
10. 0u bien, iI reste toujours i points à gauche de c et alors il

y a des différencos divisées lrr,*, t..., xt, c, x'i+l' . . ., x'¡;/] vérifiant
(12), les points x'¡¡r,...,x', éf,ant øussi, près qu'on veut de e. Nous
pouvons trouver alors uno sujte oidonnée t'y,x2 1.. irx¡, x"¿ 1 r.,.rr"n,
¿ telle que la formule (8) nous donne

!l[r,,r, ¡.,.¡xí¡x"¿¡1,...,x"n,c1l1l>lI(,,rr,...x¡,(,x'¿*r,..r,'r;fll-l

8
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et alors
lÍxl , xz , . , , ¡ x i r x" ,i, + l r . , , r X" ,r r c ; f )l ) An - e- .

Nous prenons cette différence divisée pour An (e-).
20. Ou bien, à un moment donné, i[ n'y a que ¿-1 points à gaucho

dc c et nous sommes ramenés au cas 10.

Finalemont il exists donc toujours dans E¡ ou Ee uno différenco-
divisée À, (er) vérifiant les inégalìtés

A,> I An (e.) I ) An-e. .

f,a suite
A,(e¡), An(ez),..., An(.r),...

a donc pour limite 4.. Or, il y a certainement une suite partielle.
infìnie située tout entière dans E¡ ou U2 e.t, cette suite a évidemment.
la mêmg limite An, ce qui prouve la propriété.

Nous en déduisons facilement que

La mènte borme d,'unz fonclion dëfinie s[ fi ¡¿ème différence d,iui'sée'

borqée sur un ensemble dense døns un interualle (ø, li) est lø rnême

Eue sur um sous-ensqmble compris d,ans un sous-inlerualle de (a, b), de
lon.gueur aussi petite qu'on aeut.

La démonstration pr'écédente nous montro aussi gue si E est
dense dans un intervalle, la limite supérieure de llrl ,x2¡,.,,xn+tlf lÍ\
est égale à sa plus grandq limite.

La formule (9) nous montre encore que si ll,^, rz,.txn*t;f]l=4,'
tra mème, différence djvjséo est oonstar,nment,égaìo àlx1 ,x2,..,,xn+t)fj
dans Ie, plus petito intelvalle con,tenant les points x¡.

L'étude, des¡ fonctions fls¡lt la nèû+c différence, diiviséo . est ur,ro

constanto A revient à colle des fonctÍoÃs ù, mème di'fférenoe n'uìle puis-
que f-Atn est une telle fonction. Cette dernière estdonc une fonction
polynomiale. Po-ur préeiser nous dirons qu'elle est une fonction polyno*
miala d,'ordre m-7. EIle prend sur E les valeurs d'un polynome de

degré, m-li.
Si la borno An. est atit¡einte par ['rr ,xz,... r.nn*t;11 lu, fonction'est

polygor4ia;Lo dlorthe: /¿, suìr' la paltiei der E oornrpnise, dans le' plus peúi$

intervalle Gorrleûârùt: les, points x¡. Si 4,, ) 0; le dbgné: du polyno,me'

est effectivement égaÌ à n.

6, Entre' deux borncs, An,, A' il niy a en, génénal aucuno r'elation'
Ropnenons la formule (7), Lø nelation (1) nous montro. gue

(13) lfx''r,xt2,,..,tln;'f'l'l<Ar.Ar, h(n-I
où A¿ dépend des points xt¡. Le minimum A de A* dépend seulement-

de I'ensemble E. Nous avons alors

/'ROPR DES FONC?'. D'UNE OU DE DEIJXYAN, NEELLES' lXt

(14) an-r{A.Ar * B.In,lc{n-L
où A, B ne dépendent que de I'ensemble E.

D'une manière générale ent4e trois bornes Ar, A, , L, , P 1q 1r ¿t'

y ø toujours une telaliom de Ia larne Aq(A.Ap* B,A¡, où' A ets;'
ne dëçtendent que de l,'emsetnble E,

Supposons en particulier que E soit un intervalle ferrné (ø, ö)-.

On peut écriro

llx'r, x'r r ' ' ' , x'n; f)l<
I x't- x',

.22mtn' þi-¡îI:-6-a'
Les résultats du Nr. 5 nous montrent que pqur rendre minjmunu

lo coe.ffìcienf {e Jo dans la formule (7) il est pqrmis de pr:endre

fr1 2: Al r:' " : lyt n-l:-l l: 12: "' = tn'

On obtient alors la formule
q(15) Ä,-r s ;h,,)^-, + (b- a) a,.

Prqnon.g aussi

lI*' r r r'r,. . ., x)',,; ll I < ,)
An-$'

2 ' An--z

2 u *',':'r-1 -fi't-
n-

(16)

n> 3, r!1 {r'21n'n-t {r'n.
Procédant comme plus haut, on arrive à la relation

4
Ao-t ( 

@;æ 
An-e * 2 (b -a) Ln (m ) 3) '

Pronons,encore

ll*'r r*'r r, .. , r'r; fll< i: I

I V(r", fr'z r, . .,x)'i-t., 3)'t1.l t.',,fi'o)rl.

Le minimum du coeflìcient de As est égal à (s)

22n-3

(b - a)n=t

&'.2u.,,ru'n)l
Ao *-

c¡uantité est en effet égal aul
le' moins possible de zéro dans

l,V (r'r ,

(B) Le maximum de ì'invers 'de cette
maximum du polynome æn7r *.... s'écartañt
I'intervalle (ø, ð). voir Ch. tle la V¡ir,Én Poussllt 

"Leçons 
sur I'approxitnatio¡¡*,

{es fonctions dlune va¡lg.ble réelle" Chap. VI: Le polynorne en, question est:

þ-1) ur""os,::#=l

Voir: S. BnnNstnltt, ,,LeçqnË, sur leÉr proprtiþtés extrémales.. . etc." p. 6;
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.d'orì la relation

.{17)

, b*a b-ax't: -2 2 cos

Nous avons alors'
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i-l
n-l zE , i:1,2, ... ,n

)l*,- *',lr32
l:l r:l

l*', -4:'+ (
i:l

COS-?ln-L

PIIOPR DES ]¡OJVC?. D'UNE OU DE DEUX VAR, N]'ELLES. 13Ð

les AÍk) (or,or,.,,rült+1) ne dépendant que de la fonction f(ø)' Ces

quantités peuvent se calculer à l'aide des relations de récurrence

¿

AÍo)(o, td2¡..., ør,4r) :)Þr,,,2t..., ctk*t ;/1.AÍLiÌ (a¡t æi+t, "', øaÞ

i: I

Af)þ, ¡ Ø2 1.,,,qtÊ+t)-[o,,..., at +t i f),

si nous désignons pat d''t' d'""'" 
' 

d'('l) des différences divisées'

d'ordre r de la fonction /(æ) sur des points d¡, convenablement choisiso

le coeffìcient t(,k)(on ¡ ü2 r .. . , ø*+t) est de la forme

(20) 2 uí d',. . . a?) a'rd,lz. .'d(P . . .d'^d'*' . .d{f\

avec

(21) p+q+. . . + t:lc-i*l, p*2q+ ' '*kl:h (tt¡'

par exemple si / est à ,nène f,iffþÛsnce divisée bornée, /k I'est:.

nombro positif. Nous en déduisons aussi que le module d'une fonction*'

¿ .¡xème différence divisée bornée n'est pas en général \ v¡ème différence'

divisée bornée si m ) 1.

considérons une famjlle de fonctions (/) défìnies sur un même-

ensemble E. Désignons par Ai la limite supérieure des v¿èmes þs¡¡se"

des fonctions do cotte famille. 0n voit tout d'abord que si Ao" est finiu,.

toute fonction limite de la famille est \ 'v¿ème différence divisée bornée-

et sa borne ne dépasso pas Â*r. Si A*n est fini, il ne résulte pas encoro-'

que A*0, A*¡,...., A*n-l sont fìnis, Mais si L*n, L*^(n 1m) sont finis.'

it résulte des inégalités tle M.Hlouulnn {ue A'.* rt a*m¡2,,.,, a*v,,-t,

sont aussi finis. Si les fonctions de Ia famille ne sont pas définies sur*

le ¡nême onsemble des circonstances toutes différentes peuve nt se pré--

senter.
Considérons une suite d'ensembles finis!.*¡, E*r,.. .,Eli,. '. cha-

cun contenant lo précédent et ayant pour limite E', évidernment dénom^'

brable ; inversement, tout ensemblo déìrombrablo peut s'obtenir de-

(tt) La somme (20) s'étentl à toutes les solutions en nombres entiers et-..

-,t+1)! termes-.positifs du système (21) et à chaque solution correspondent pl q. . .t !

n i-r
) 
:i (t- a)

An-r ( 
,u-rr-ry*r*, ^o+ iþ-a') Ã, '

Dans les relations (15), (16), (17) on peut évidemment remplacer
'-.b-ø par un nombre inférieur.

Les inégalités précédentes sont celles de M. Han¡.u¡no(o) lorsqu'on
::suppose I'existence 6s 7a rLènte dérivée. Nous les avons obtenues par
,uno méthode très simple.

7. Si f et g sont ù nètl'e.difference diviséè bornée, f*ç, ¿f o¡ c
'€st une constante sont aussi ¿ n¿ènte différence divisée bornée.

Le produit do deux fonctions \ ,v¿ème différence divisée bornée est
€ncore i¡ 11ème différence divisée bornée. Cela résulte rle la formulo (to)

k
t(18) ' loi,dz,,..,Øk+tif .çl: ) tnr ,¡d2,.,.¡úk-¿+r;fl .

l:0

fot-¿+t, crk-i+2 r.. .,t dl¿r r i 9l

que I'on vérifie facilement par récurrence à I'aide de (1).

Plus généralement si F et / sont i ,¡xème différence divisée bornée
,t'(/) I'est aussi. Cela va résulter d'une formule donnant la difÏérence
.divisés d'une fonction de fonction.

Posons.
¡t= f(ai), ,i,:1r2r...,,k+I. \

On a évidemment une relation de la forme
k

'(19) fnr,nr,...,&k+r;F(f)l >
. l\r'1n, t d2 t. ,',:r)orr)

(e) voir par ex. T. Clnr,sM.â.N ,,Les fonctions quasi-analytiques,, (paris,
1926) Chap. Il. j

(10) C'est I'analoguc en termes fìnis de la formule de Lulsr.urz. Pour
des points équidistants elle a été signalée par M. E. Jlcossrn^1,r, ,,Mittel-

.wertbildung und Reihentransformation" l\fath. Zeitschr. t. 6 (1920) p. 100.

La formule (19) ilonne à la limite la dérivée fuème d,'umt fonction de fonction--

1t1 Oìr éonsiclère bien entendu une branche réelle tle la fonction /e.



è

-41 , T. POPOVICIU

'cette rhanièro. Soit une suite de fonctions h, fz' ¡ . .' fot t ..., /,n étant

défìnio süf E*¡n ) tn:7, 2r,.., of telle que

A,olf^i E*'l I Ao , LnÍf. i E*'] < An, m : 1, 2,. ';
Il existe alors au moins une fonction limite f(æ) d¿finie sur E*

',¡¡ér'ifìant les inégalités

,.Ao[/; E*] S Ao, L,fÍi E*l s A, .

La démostration est immédiate (ta,¡.

'$ 3. Propriétés des fonctíons þu nène Yariation bornée.

8. La formule (6) donne

,\22) I l*r, æ2, . .., fr *l r ; /] I :'= | lr1t, n2t t,, ., æ' n¡t ; f] | *(r¿* 1) V',

.,donc, toute foncti,sn i¿ nème tari,atton bornée 6[ [¡ nènr'e d,ifférence d,iui'sée

úornéri.
La réciproque n'est Pas vt'aie.

De (1) et tle (5) nous déduisons Vn '< (n*f)(Ó-ø)Âr,,,.donc
loul,e foncìù,on òr, (n{L)ème flfffþv¿nce d'iuisée bornée ¿31 i1 'v¿è'me uari'a'tion

bornée.
La réciproque n'est pas vraie (Ia).

Il èn résulte que toute fonctiTn |¡ y¿ème uartatùon bornée est aussi,

.ìr. (n-t\ame uariatton born(te, En particulier une telle fonction est tou-
jours bornêe.

Posons un:un(t:1 , t2 , , , , , e*) en mettant en évidence los points

(3). Soit af) Ia limite supérieure des un(r¡ ,, ít\21 '. . , .!^) ^lorsque 
les

,grõints variönt sur E, leur nombre restant fixe. A tout è ) 0 correspond

,donc au moins une suito (3) telle que

un(rt, {e2 ,. ., , æ.) ) af) - ".

On démontre facilement, à I'aide de la formule (9), que si on

"ajoute un nouveau point ,t' compris par exemple entre fli, {ri+t' on a

un(rtr 12,.,, r rfli¡ûr{ti+tr,.,, r'^) } un(æt rÏ2 t " ', æ^)

d'oir
,(m*tl)rY)-"

(13) La démonstration se par la diagonale bien connue.
une méthode courante'Grâce aux travaux de M, MonrEL, c'est aujourd'hui
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"donc
ulm+t) -.- ,(*) .

La quantité oll) tend donc pour nù --> æ vers uno limite, qui est

nécessairáment egäte a Vr. Si E contient m points Vn:\i (mì' Si E

contient une infinité de points Vn est aussi la plus grande des limites

'des u, .

II est à peu près évident que, si E* est un sous-ensemble de E,

on a Vn [f ;E-] < V" [/; E].

Prenons un point c appartenant à E*E'et désignons par E1 , 82,

,les parties de E comprises dans les intervalles fermés (a, c), (crb)'

Il est facile de voir que

v^lf i Erl * v"If ;E,l < [l;E] .

supposons maintenant que c apparlienne à E. soit a'n la variation

:sur les point. (3) auxquels on ajoute le point c et u'), u'n' les varia-
-tions sur les points de eette suito qui sont respectivement dans E1 et

'Ez . On pout prendre les points (3) de manière que

,y)- elun1a'n1u'n* u',' .

.d'ott
V" [f ; E] < V, [l; E,] * V" [l;Er] '

Nous svons donc dans ce cas

'{23) '{,1,f ;El:v,[l;Er] -1-V"[l;Er] .

9. Si m ) 0 , une fonction ¿ nème variation bornée est continue.

Soit E* un sous'ensemble dénombrable de E, tel que E-E* appar-
'tienne tout entier au dérivé de E* (Eo peut colncider avec E).

A toute variation un et à tout nombre e ) 0' on peut faire cor-

respondre une variatiott 1)*n sur E* teìle que un <u*n f e, donc :

V" ff; El < Vo [l ;E-] .

Mais on a aussi V,lf ;El>V"[l;E-] , donc:

V' ff;El : Vn [l;E-] i

Nous pouvons toujours trouver une suite d'ensemble E* fìnis

lE*1 ,812,...,E*tn,..., chacun contenant le précédont, telle que la
.fonction soit complètcment déterminée^par ces valeurs sur la lirnite E+

'de cette suite, et telle arrssi qua

*tï; Y,[f ; E*-] : v" [l;E] ,

ces propriétés résultent de la continuité. Elles restent donc vraies
,pour zz:0 si Ia fonction est continue. On voit aussi que dans ce cas

(23) reste vraie même si c est un point de E'.'

dans ce genre de Problèmes.
gliIt est facile de mettre en défaut la réciproque par des fonctions

,'neonvenäblement choisies et par des Íntégrations répétées'
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CHAPITRE II.

DÉFrNlrroN ET pRtNctPÄLEs PRoPRIÉTÉs ons FoNcrIoNS coNYExEs
D,oRDRE SUPÉRIEUR.

S. 1. - Classification des fonctÍons ile variable réelle
par rapport aux polynomes.

11. Considércns njl points ordonnés de I'ensemble E

(24) Ttttz¡..,, nnlz

et représentons la fonction f(") par les points Ai de coordonnées

æi, f(r¡),'i:'1, 2,..,, n]2.
Le point A,oa2 peut avoir trois positions différentes par rapport

à la courbe représentative (L) du polynome

P(q, ær,. ..,, Tntt; f lr),
Il peut être au-dessus, su,r ou øu,-dessor,ls de (L). Nous dirons que

la fonction esI conuere, çtol1¡nomiale, ou conea¿-e pour les poinls (24)
suivant les trois cas.

Analytiquement, on aura les trois relations

(25)

¡(nn¡) : P(q, ß2 . .. . t tnr r i flæ,,' r¡.

La formule (2) permet d'écrire ces relations sous la forme

lq, :c2 ¡,, t frtt, zi fl - 0.

Sous cette forme, on voit que la définition esI indépend'ante d,e

l,'orclre des points.
Si les points (24) sont ordonnés on peut écrire aussi

U(q,12,..,,rt*z; /):0

puisque dans ce cas, V(ø1 tfr2s,,.tïntr)) 0.
En général le point A¡ aura und disposition précise par rapport

au polynomo

(26) P(q, 12,..., æi--4,ûi+t,,,., an tz; flæ).

La fonetion est par exemple convexe si le point A¡ est au-des-
sus ou au-dessous de cette ligne suivant qûe n + 2-i, est pair ou
impair.
Mathsmatica YIII. 2

\

I
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10. Si f, g sont ¿ ,v¿ème variation bornée il en est de même pour
l+rp e¡ cf, c étant une constante.

La lbrmule (19) permet de montrei que si f est ¿ v¿èrne vaÍihtior¡
bornée et F à (n¡l)ènte différence divisée bornée, F (l) est ¿ v¿ème as,-

riation bornée. lk I'est aussi pourvu que k2 n* I ou bien égal à un
nombre entier positif. La propriété est vraie quel que soit fr si ll I > c ) 0-
On en déduit que le quotient de deux fonctions i¡ nème variation bornée
esl ù mème variation bornée si le dénominateur reste en module plus
grand qu'un nombre positif.

II est à remarquer que lk peut ne pas être à ¡xème va¡isfisrÈ
bornée si fu(øf 1. Par exemple la fonction

fll):+, n:7,2,3r. .,
I

est à variation bornée ordinaire (d'ordre 0)tandis que l3 est àvariation
non bornée.

$i ls nème variation totale des fonctions d'uno famille (l) reste'
¿u-dessous d'un nombre fixe, toute fonction limite a une variatiorn
totale d'ordrø n art plus égale à ce nombre.

Soit enfin, comme au No' 7, une suite de fonctions ft,f2,,..,
f^r,,., définies respectivement sur les ensembles fìnis E*r,E*zr¡..Ì
ß)*- ¡,. . et telles que

Aolf ,; E+,,1 { Ao, Ynlf ̂ ;E*-)
il existe alors au moins une fonction limite
limite E* et vérifÌant les inégalités

ñ 
u"'

dèfìnie sur I'ensemble

As fl; E*l ( ao, V' [l;E*] < Vn.

La formule (22) nous montre d'ailleurs, par un raisonnement-
analogue à celui employé au No. 6 que I

Àn ( A. Ao * (ntl)Yn

A étant un nombre fixe dépendant des ensembles E*¿, cotto inégalitå
étant vérifiée par toutes les fonctions f^, La limite I (z) peut alors
ðtro déterminée ot elle vérifie aussi I'inégalité

A,[/; E-] < A. ao*(4,r,* 1) V,.
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Ko, o') fermé à droito et æ-1" dans lintervalle (ó"b) fermé à gauche'

{,a Ëonction est, pat définirion, comprise entre les tloux polynomes L

F(;c1, 1, ,. *.,'&,n-lt;f læ), P(*", û3, "', &n*2; f I n\

L3. 0ccupons-nous cles fonctions définies suf un ensemble fini.

Frenons uno fonetion tléfinio sur 'la sui'te ordonnée (3) et emplo-

svons les notations (4) ; on 'voit aJors qtte

["es csnd,i,ti,ons- nécessaires.et suffi.sø,ntes pour que lø foncti'on soi,t

,nor¿-eoweüue,(oonueæe, potynomiate) d"ar'd're n tur (3) sont:

al,+, > o' (> o, : o), i':1, 2, ' ' ' , m-n-7'

cos conilitions sont, par tléúìnition, nécessaires. Montrons qu'ellos

=sont suflisantes.
.[t suffit de montrer que de I'hypothèse

À'r+^, a?+.r = 0, (þ 0,: 0)

,ofl Pout conclure

l*rnrçzr,.. r-Ði-træi,+.t,'o.',Æn+¡;.fl > 0, ( > 0, :0)
i,:2, 3,. ...rn!L.

Const,ruisons ùes PolYnornes'L

r(2?) ,F(.n1,n2,. .. ,^€m.*l if l'æ), 'P(*r, &s," ' tæn!2;f | æ)

u(28) ,P(&t,,r2.t.,.,Ç,ù-r-,n¿+t, ' ' *,nn,+z;.f I*)

ot soit le point A¡(æ¿,1(øt)) On +érifio sur la fìgure que si les signes

,{rÉ! 5@ corrosPondaient 'trras
le,polynorne,(28) aurait en commun avec

-ù'un au rnoins .dos polynomes (27) .Plus;de
les,trois polYórnijs'r(27); .

ar point's (15) ce,qui ne saurait

;&nfiue[ que -si (28) coîncitlent. Il y a alors

"'contra.diction, ee rqui démontre la ProPriété. ,En ré.pétant ce Procédé

Si deilx'polynomes coTnciclent-sans se traverser, ce point comþte

¿AU ruOlnS ,pour deux "points dlintersections.

ó
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Nous pouvons donner la défìoitiorr gérrérale

La foncti,otl, ser(r øppelêe co'naefret notÙ-co''Lcaaet polyno-

mÅ,øl,ernorù_corùu"*" oi- corùc(rae ¡,'orilre n surl'ensernbleE su'i,¿'ar¿t

iu, tri A¿ff¿rences d'i'ui'sées d"ord're n'!l sur lous les groupes cle n'12
-podnts 

de Il sont ) 0, à 0' : 0, < 0' < 0'E-- 
ces fonctions forment l,a classe d,es lonctions d,'ordre m.

Pour r¿-0, ,too' uuo"' les fonctions monotones' Pour r¿:1 les

fonctions convexes ou concaves ordinaires'

Si Ia fonction l(ø) est convexe ou concâve, -f(") est respec-

tivement concave oo òorrou*a. 0n perat prendre Ia fonction non-concaYe

d'ottlre z¿ cùmme type clo fonction d'orclre m' Les fonctions convexes

et polynomiales peuvent alors êlre regardées comme des cas particu-

liers. Dans l,ét,llde des fonctions d'ordre n i| s,agira totrjour.s, sauf avis

contraire, de fonctions non-concaYes'

ll peut arriver qtt'une fonction. possède à Ia fois plusierrrs pro-

pirétésdeconvexitétl,ordreclifférents.Nousdironsqu'ellees|d,el'a
îtarr, 1o, b, c, . ..) si elle possède des propriétés d'ortlre^ ø' b' e' ' ' '

Pour.mettreenéviclencelanaturedelafonctionnousaffecteronsles
nombres a,, br e,,... d'indices de la manière suivante: o" tù*' î' a"' rÙ'*

,"*"r, qol tu fbnction est non-cor cave, convexen p.olynomiale, non-

convexe ou concave d,ordre ø. II est querquefois utile de distinguer

lesfonctionsdesigneinvariable.Pourl'uniformitédesnotations,nous
conviendrons de Ies appeler foncl'ions d"ord're -I' et nous affecterons

co nombre d'indices, ååt*. plus haut, suivant que la fonction reste

>0,>0,:0,<0,<0' ,

12. Si nous faisons le changement de variables

x:a x' *F¡ y' :y U iõ, f , (x'):T I (ø x'1P)* ò

nous obtenons facilement

Irl, frz',, . .,, n' nlz ; Íl : *!*rl*t, frr,' ",æo+zi fl'

Doncunchangementd'axesdecoortlonnéesnechangepas
l,orclre de la fonctioi. Un changement d'unités sur les axes' ou un

déplacement d'origine ne changent pas la nature de convexité de la

fonction. La nature de la fonction no change pas si on change I'orien'

tationdesdeuxaxes,lafonctionétantd'orthepair'oubienl.orien-
tation de l,axo ¿es a¡scisses, la fonctjon étant d'ordre impair. Dans

Iesautrescas,lafonctionnon-concave(convexe)se.changeenune
fonction non-convexe (concave)'-""-"-il¡å.i 

a,', b',, Ies extrémités d'un sous'ensemble complètement

nteriJ* î nl b;, ú suite (24) prenons Io point 11 tlans i'intervalte
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on peut atteinclre tous les groupes de n1'2 poinfs de (3). La pr,opriet6

résulte d'ailleurs aussi très simplement de la formule (10).

La fonction étant non-concave d'ordre n sur (3) la suite

(29) Al+' , Atn+, ,' .' , Al'+î-t

ne présente pas de variation de signe(r6). La formule (1) montre alors
quo la suito

A;, aî'', . ,. , nf:n
est non-décroissante. Si I est convexo cette suito est croissante et sir

elle est polynomiale, la suite a tous ses termes égaux'

Une fonction polynomiale d'ordre r¿ est aussi polynomiale djordre'
supérieur à æ, ello ne peut être que convexe' polynomialo¡ ou corrcâve'

d'ordre (n-\1n¡. Pour qu'une fonction dJordre m soil aussi d'ordre,

n_l il suffìt d'ajouter une condition supplérnentaire, comme nous le.

montre la monotonie de la suite (30). Cette. condition est. tnise en'

évidence dans Ie tableau suivant

(n-1)x
(n-t)
(n-
m - 1)'*

Maintenant, pour que la fonction ssit d'ordre -1, @1 1, 2,...1r1'"
il nous faul rn conditions au plus- (dont une constante additive éven-

tuelle correspondant à I'ordre -l). Pour,quela fonction soit de classer

donnée il suffira d'égaler les différences-divisées A'lr*, , 4r*, ,,,., ^')'-{;' 
,

tT,/,.T.r',...,4i ei f(c¡,) à des nombres-convenablement choisis, i¡i
étant égal à 1 ou rn-j suivant le caractère de' la classe. On voiti.

immédiatement quo le sy.stèrne est, toujours' eompatible sous-les re*
strictions signalées, donc:

Il eæiste d,es fonctions d,''ùne cld,sse donnée d'taiuanoo swr r'n po'i,rúsr-

Itcuruu, que eelte alasse úrifte les condi,lions s.wit;amles ;

I0. La cond,itòon cl'oçdre n 6lartt, polgnamòale,.loulas løs'cond,it'ioms"

d' ord,re supérieur sont polynomiales.

Une snite &¡, d2.1. . . présente une varlation de" signe entre:.

dmrqìn+t si øm.emlt:(0r Si üin+1,:ürnt,+2F,".:@nt*k-t:O il,y, ar

une varialion de signe entro d.n¡qznlþ lorsqpe di^.ø**¡.1A,.
(tz) ElIe est diàilleurs néecssaire¡nent. d'orilre. rL-L.

Ð'P"1lP]Ì. DES Ì¡OIVCT. D'üNE OU DE DEUX VAn' &ÉELLES' 2L

20. La eond,ition d,'ord,re n étant la plus peti,te cond,i,tr,on de poly-
womiatité'la cond,ition d,'ordre n-I est de conuerité' ou concaaité.

Soit /(ø) une lfonction d'orilre n définie sur un ensemble quel'

lnécossairement tous distincts des æ¡. IIsuffÌt évidemment demontrerquo

lær',, æ2t, . . , ,, fr'n+2; /l : 0.

Or, parmi IIes :Þoinl.s ø'¡ il y a au moins un qti est distinct des

;(:¡, p{tr'exemple c4" supposons .Z¡ ltt'1æi,+t.
tt suflit de considérer les deux polynomes L

'P(tt 
q, u 2,..,r-î, r G l r o.¿ ¡,y t.. ts ni f l a) r P (r"rl,u¡,, ¡fl i rD' tr c 

¿ + r ¡"' t t n l t;f l æ\

pour voir que si An'(rr', f'(e.iù ne se trouve pas sur

P(ay, rr r,,,, Cntr ; f lal
ìla Toncfion ne peut êtne d'ordre rø, Analytiquement, Ia propriété est

ümmédiate en vertu de la formule (10).

14. Si la fonetion l(dr) est d'ordre za sur (3) la suite (29) ne pré-

ôente pas de variations de signes. on en déduit alors que Ia suite

(31) aL-¿+r,L'n-ttr,...,oi-i|!-t

,les propriétés que nous avons en vue'- 
Nous dirons que deux différenees divisées d'ordre quelconque

{q, nr,.-.., ø*¡1i ll, [Ê¡, P2,..., Pr+r il]
ltÊool consëcttl,iues si tn 'u

ø.¡.(,gz_(. .,..,.<

,"ou bien généralemout

tø1{a2{...1ø,7p15qiù r': Fz1. ,1dr+t=Fr-i,+z1Pr - i+s("'(Pr +l

ConsidproBs ,,les ¡points a, p, T dans I'intervallo (ø, Ó) tels que

.47 3 u, =,,F'=,'f
'<,,b. Soit E¡ la partie do Xì comptise dans I'inter-

,Cela ¿ ésulte, ,du que si Q2'ü1t &s'Ø2t.., t &m'&m-l r présente

,i., ø^ présente k*1 variations au plus.
, & vari4tiott.s, fa"quile,,9¡. , ø2,

(r

¡,1<o
0A;

impossibìlilé

ni, >,0

tl<o

¿1,>o
ai,: o

LT-" < o

a1l" : 0

Ai-" <c

' " nature d'ordre n dþ la fonction

"

al'-n:0
a,1 :0

tùmln

^,;i-' 
> 0

L!]-o : o

a,l:0

aíl-" > o

a#-n : 0

n*
al>o

¿l<o
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(33) Et, E¿,"',En,,

tel que sur chacun la fonction soit d'ordre n-k'
Les ensembles E¡ et Em peuvent évenlueìltment êtIe formés par

les seuls points a el b et alors il: n'ont pas de point commun avec

E2 resp. !1.- t .

Supposons que la décomposition (33) sojt faite de manlère qu'on

ne puisse pas remplacer ces ensembles par un nombre plus pelit d'en-

sembles vérifiant la même propriété. on peut alors supposer quo de

deux ensembles E¿, Elar I'un au mcins a au moins n-k+2 points"

Montrons qu'on peut former une suite de différences divisées

(sr) ¡fl o+, , o\lL*r, , .. .,o9!o+'

toutes différentes de zë.ro et d,e signes alternés En effet il exjste par hypo-

thèso dans Er*E¿ deux différences divjsées non nulles et des signes

contraires. On peut les supposer consécutives (No. 13); "soient
a)rtl¡ar , af2¡1, . l. ptus on peut toujours supposer qu'ou bien

oÍJÌo+,1 soit dans E¡, ou bien A,(o21¿a, soit dans F,2. On voit alors

qu'on peut trouver une différence divisée oll!^+o eonsécutivo ¿ L.ÎLt+o

et située clans E2*E3 telle qoe afìr4r.Af,3ìicfr ( 0. En effet si

celà n'était possible pour aucun choix de AÍ,tlo+, , A!,21¿41.1a fonc-
tion serait d'ordre n-lc sur E2 -r Es . Et ainsi do suite.

Formons la suite (31) correspondant à tous les points qui inter-
viennent dans (34). Cette suite a au plus k variations; (34) en est uno

suite partielle, donc, rn-l 1 /c, d'où m "< lt*|.
On peut donc énoncer la propriété:
Bi, lø fonction f(a) est d'ord,re n sur l,'ensemble E, on peut décom-

ytoser eet ensemble en k¡I ensembles consécutifs aw pilus sur chacun lø

fonction étq,nt d,'ord're n-lc.
Cetto décomposition peut en général être effectuée d'une infinité

de manières. Dans certains cas, par exemple si la fonction est conaere

et si E est un intervalle, la décomposition est unique. 0n peut le
démontrer très facilement.

Si æ:1 la fonction jouit d'une propriété de convexité ordinaire.
Une telle fonction se décompose en au plus deux fonctions monotonos

'.et erirau plus troi,s fonetions do signe constant. Les ensembles exirèmes
do décomposition peuvent so composer effectivoment deg points ø' eitib

seuls. Soit par exemple la fonction

l(0):f(t):1, f(c):s:-7, (0< t< 1).

valle (a, F) et Ez la partie de E cor,nprise dans (F, f). Ile point p; appar-
tient à I'un au moins des ensernbles E1 et 82. Nous dirons alors quo"

\ Er, Ez sont d,eua sous-emsernbles conséculifus de E.

Soit maintenant c un point intérieur à I'inlervalle (o, Ú). Je dis
que lø lonetion est d,'o¡*d.re n-k dans le rcisinage gauche et dans Ie

uo'i,s'i,møge d,roit de c.

Pour fìxer les idées, démontnons la propriélé trìour, le voisinage'
gauche. Considérons donc I'intervalle (ø, c) ouuert à' droite. Il fauü

démontrer qu'on peut trouver un point c' à gauehe de ¿ tel que dans'

¡'intervalle (c', c) ouuert èt, d'roit'e la fonction soit d'ordre n-k. Si c-

n'appartient pas à E' ou bien si c est Boint limite seulement de droite'
la propriété est évidente puisq'il n'y a alors qu'un nombre fini de'
points à gauche de c. Supposons donc que c soit point lirnite de gautho
de E et supposons que le point c' n'existe pas. 0n peut alors lrou--
ver un point a à gauche de e tel que dans I'intervallo (o, c) outiert 'à,

d,rttite iI existe deux rlifférences divjsées ol,tl*+, , o!ÍIr*, nomnulles.
el, d,e signes conl,raires. Les r6sultats du No. 18 nous montrent qu'on'

peut supposer qou Afl¡-,. , , ,lf!¡r¡, soient co¡sécu[ives. Soit a' le
point Ie plus proche de c qui jntervient dans ces différences divisées. Dans-
I'intervalle (a', c) ouuert à d,roi.te on peut trouver eleux différences divi-.

sées consécutiver af,2¿a, , ollLr+, non. nulles et do signes conlrai--
res. Soit a" le point le plus proche de c qui interv,ient dans ces diffé-
rences divisées. 0n continue le procédé jusqu'à co qp'on alrive au,
point cr(k*t). Nous avons ainsi uhe suite de différences divisées con--
sécutives

(32) ,, (¡ ) 
^ 
(z) 

^ek*+lÀn - k]-t t Å¡-k*l t. , ,'t ^n-k1-l ¡

22 T". POPOVICTU,
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\2k+
n-k

2)
+1.

A

Qui, par eonstruction, présente a,u møtns lt1-l variations de signes.-

Considérons tous les points qui interviennent dans les différences.
divisées (3¿) et formons la suite (31) correspondante. 0ette suite a, par:
défìnition øu plus & variations de signes. 0r il y a contradiction puisque'
(32l. en est une suite partiolle 1ts¡, Lexistence du point c' est donc'
établiè.

0n démontre do la même manière la pro¡rriété pour le voisinage"
droit de c.

¡ _ La p4opriété est vraio même pour' &= n*I-
" It résulte immédiatemerit de ceite proprié.t'ê qu'ott,ltewt d'écowtposen

I'enseruble E en uir'h'ombre fini, d'ensemble consécutilis

(tg) Il est clail qu'une suite présente au tnoins autant de, val:iaLions dæ
'signes qulùne quelconque de ses suites partielles.
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Nous avons les décompositions :

si k-l .les ensembles sont E¡ (point 0), Ez (intervalle 0(¿<1)
si k:2les ensembles sont E¡ (point 0), E2 (int.0 (u (1),8¡(pointl).

15. Démontrons encore la propriété suivanto
Towte fonction il,'ord're n (,> 0) définie s'ur I'Ln ensemble fermé

a,tteint som rnaximum et son rninimum.
Démontrons la propriété relative au maximunt. Nous savons déjà

que la fonction ost bornéc, il exjste donc un nonibre A tel que

f (t)<¡-I- sur E

f @)> A-: en au moins un point cìe E' rrL

ot'ceci'pour tout'nombre m en"iæ et positif.
Soit une suite monotone, par exetnple

(35) c11r21r21.....<

lelle que f (r^)> A - : '
N'L

A url'e extraction de suitc près on peut supposer gue Ia suite (35)

soit tcllo qu'on ait l.-c,ma'^, r élanl Ie point limite de la suite'

ll suffit évidemment d'exarniner le cas où la suite (35) est infìnie.

0n a alors nécessairemÈrfi t) cn pour tout rz.

Do I'inégalité

IJ(a¡r r2t,,,¡ r¡1, fl,n, r;ll -- 0 (m l n)

nous déduisons

f(r) > ft',) +BA

B étant une constante finie, d.onc

t ,-rB-1A+;>f(r\) t, 
rn

d'où
l(c): A.

On démontre de la même manière Ia propriété relative au-,mi-

nimum.
Ds la tléfìnition résulte qu'une fonction convexo (ou concave)

d'ordre m ne peut prendro plus de æ*1 fois Ia même valeur. Démon-
trons Ia propriété suivante:

Une foncli,on conuefre (ou, coneøue\ d,'ordre n dArtnie sur uti ensetn-

tl¿re d,ense d,øns uninteruarle atte:nr son¡naæimu* ,"1+l þ"\ryÐ
.ct son minimum en Wl[r" [ry]) points ørr, ptus, lel désôønant

"l'enti,er égal, ow imméd,i,a,tement inférí,eur à u
Pour fixer lés itlées, supposons n:Zm et démontrons la propriété

telative au minimum
Supposons que eontrairement à I'énoncé, le minimum A soit

.atteint aux points ordonnés

"(36) üt,rz,,..,snttk*r rn'> k ) 0

.en tout autre point la fonction étant plus grande que A.
On peut toujours intercaler entre les points (36) les points

:-æ¡'1 c2',.,., æ'm-lc*, de Bì tels quo la suite

t{37 ) a 1, t 2t.,, t î 2þt r 1', æ.2¡r¡ 4, rzt, flz k *2,,,., r ¡t*k, c' ne- k* t . fi m - kI I

soit ordonnée.
Développant le premier membre de la relation

{æq, r2,,.., I2¡r,c1t, frzk¡1, c2', a2¡¡2,'. , cm*k, r'n¿ -lc*t t rm}klt ;ñ ) 0

rnous avons

zm+2 \¡_*{3S) ) t- L¡'lr6,\-ul,ï > 0

à:l

'orì V eçt égal au dételminanf de V.tw orn Mor.r¡n relatif aux points (37),
-V est ce gue devient V si on supprime la'ièmc ligne et la dernière
.colonne et enfìn É¡ est ls 'ième point dans la suite (37,¡.

Nous avons par hypothèse

f @ù=f ("r):...: f (tm+t *r) : A,

ll'inégalité (38) devient donc 
i

m-lt*t rr -.{se) - >
i,: I

Nous savons quo f (ø'f ) Aetque V ) 0,Yzt*zí-,) 0, i:1,2,...,
.,1ù:lt+1, (20) ce qui est en contradiction avec ì'inégalité (39). La pro-

iprietá ost donc démonlrée.
On cècle de même dans les autres das.

I
effet si la suite d1 ,'Q2 r,.,,r'ølr est oì'donnée on aV I t &2 s...¡ >0.
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Si la fonctio"n est convexe et si le nombre des points cÙr le maxi-

des extrémités se trouve. parmi ces points lorsque æ est pair.

16, Si f et ç sont deux fonctions de même classe, f*9 et' c. f
où ¿ est une constante positivo sont rncore do même classe. 0n ne

peut en général rien dire sur la classe du produit de deux fonclions.

La formule (18) permet d'écrire les propriétés suivantes:

De même la fonction de fonction F(/) peul s'étuditl avec la
formule (19). 0n a par exemple les propriétés

F (0,1,2,...,n 0"7 rZ',.3,.,,,n',(r,

Il est possible d'établir des resultals plus précis. 0n peut montr er
par exemple que si F est de la elasse (0,1) et si / est d'ordre 1, F(/),'
est aussi d'ordre 1.

0n en dédujt par exempìe que si /> 0 est de la classe (0, 1',
2,3',..,n(n'l) la fonclion fo,0 <p{L est do Ia même classe et

I

* est de la elasse (0',7,2' 3,... , n'(n'¡t.
I

Si ïrous considérons la convexité et la polynomialité comme cas

particuliers de la non-eoncavité on peut énoncer la propriété:
La, l,imtte d,tut¿e suite conuergente d,e fonclions d,'une rnême classe.

cst une fonction d,e l.a mêntc elasse.

Nous avons encore la .propriété suivantc : -

Une foncti,on conti,nue -sur- l'ens"mUl,t f"r*¿ E et d"une classe d'on-

née s'ur un sous-emsembl;e 'S+, -tel que E- E*-E*', est ile lø ¡nôme

elasse sur E.

Cette proposition est vraie sans restrictions. Elle est immédiate,'
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pour la non-concavité et la polynomialité et elle résulte pcur ìa con=-

vexité do la propriété démontrêe à la fìn du No. 13.

Soit maintenant une suite de fonctions

(40) rr, fr,!..,f^,...
détnies sur les ensemblesfìnisEa+,Er*,,.., Eå,..., compris chacue,
dans le suivant.

Si lo ¡¡- iE.*l -'< 
À0, Yn[Í^iE-*l { Vn et si l,es foncti,ons (40)

sont de la, nxême cløsse iI existe une fonction limite f, défìnie sur I'en-
semble limite E*, vérifiant les conditions signalées au No. 10, et qui;
soi,t 'rl,e la rnême classe.

S 2. - Relations entre les fonctions d'orilre et ile classe tlonnés
et les fonctions étudiées au Chap. I.

17. Supposons que la fonction /' soit défìnie sur I'ensemblo E¡
formé par I'ensemble E et un point isolé ø. 0n vérifie facilement quo

si / est ¡,v¡ème différence divisée bornéo sur E, elle est ¡ussi à ¿è¿ra'

différence diviséo bornée sur E¡ .

Considérons maintenant une fonction d'ordre n sur E. Soient
a'rb' les extrémités d'un sous-ensemble complètement intérieur à E.

En vertu de a remarque faite nous pourrons supposer qu'il y ait au,,

moins n,f 1. points e'trc'2r.,.rc'n*t dans I'intervalle (ø, ø') ouvert à,

droite et au moins laf I points c"^rc"r,,,.rc"n*1 dans l'intervallg
(ó',ö) ouvert à gauche. Soient enfin cl,zzr..,,rn1.trn|'lpointsdu'
sous-ensemble considéré. Du fait que la suito (30) est monotone il ,

résulte quo la difiérenco divisée lrt,sz,,.,,an+tifl est comprigo
entre les différencesdivisêesfî1',î2',,.,,rtrr+tifl,ftr",*r"r,,.,c"'n|t;f\i.
donc

Toute fonction d,'ord,re m est, i¡ ,v¿ème d,i,fférence di,uisée bormée sur
tout Sous-ensemble compùèternent i.ntéri,eur E. ti

On en déduit que toute fonction d,'ordre m (> 1) sur E est eonti-
nue sur tout sous-ensemble complè,tement i,ntéri,eur ìt E,

Si E* est un sous-ensemble complètement intérieur à E on a,

lfc1, :r2,... ¡ en*t ; Íll<4, [l;E'l : nombre fìni.

Pour une suite do points quelconque (3) de E! nous en déduisons.,

t t-n- 1 ,l¿-n- |- j r o;+' - tit -_r )tnf ' -^',,) t: I a' - Li-' ¡1 2anll; E*J,

r:l N: I

donc:

fonctions

f
F

I,2r,,'rn)l (0r1"2r3"...rn(n

classes
0,1' ,2 r3' ,,...tz(t f ¡)

"l 
,2"3,,.,rn',(n))

c) n r'.2,3",.,,n(n',) 0" 1,2"3,. .,nþ,.') 0, 1.2,.,.)n1

7,0"1,2",,n(rt,

';rm'(tl1',0,1'

,-l' ,0,1"2r.,rrù

n

,,h
-7,0,1.2,,.., n
-r',0"1"2',

(-1"0"1"2',

-7 r0' ,lr?"..rn(n'))

n'))

-\.0"\,2",,,n(n')
-lr0' ,1,2'r"

fonctions

f
I

-1,0,L,2,.,., n)If
-7,(),1,2,. ., n
-r,0 r,2,...,

,L'12r3' n(0',1,2',3,....n,n(n'))
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Toute fonction d,'ordre m sur E est ù' v¿ème usvfiqtion bornêe sur
towt sous-enqþmbl,e eomplètenìent i'ntéri'eur ù, E.

Dans le No. suivant nous allons établir une réciproque de cette
rpropriété.

18. Reprenons les fonctions défìnies sur un ensomblo fini (3)
'Ðn voit aisément que toute fonction dêfìnie sur cet ensemble se décom-
rpose en la différence de deux fonctions do la classe (-1,0, 1,Zr.,.,n).

Posons en effet

"(41) f:ô-q
Il est clair qu'on pout prenrlre þ(cù ) 0 assez grand pour qu'on

ait aussi {(qt) > 0. Ensuite on peut prendre þ(aù ) 0 assez grand
pour qu'on ait aussi fst, sz; dl > 0, þ(*r) ) 0, lq, øz i úl ) 0
,ete.... etc....

On obtient les décompositions (41) en écrivant

Ë<42) fæi, a,i+t ,.,,, cilk; ól > * lrV , z¿+t ¡..., ci*k; ll I +
* [e¡ , s,i¡rr..., t¿+n; fll

'i,:I, k,:0, I,2r...rn
h:n + I i: L,2,3,,,.,n+-n-L.

Considérons le syslème

'f,rt,sr,.,.îk*t;ól:lr k:0, 1,2,.,.,f,
la .o¿+t,,.,,ci+n*r;ól:p¡ i:1, 2, 3,.'.,nx'n-l

4e m équations linêaires en ,þ(c,), þ(az),,..,é(rr). Tununt compte

'du fait que la suite (3) est ordonnêe et appliquant la formulo fonda-
mentale (l) on trouvs läcilement que d'une manièrs générale {(r) est
iune expressionlinéajre ethomogène de ),1 ,\?,:..,Ìni, lrr ,þ2t,..; þm-n-r
.'d,ont les coeffrci,ents sont non-négatifs.

Soif maintenant þ'(ø) une solution quelconque du système d'in-
, .êgalitês (42) et $(c) la solution qn'on obtient si on remplace tous les
signes - par :. Le système qu'on obtient ainsi est en efTet compa-

'tible et la solution en est complètement déterminée.
De I'analyse prêcédente on dêduit qu'on a

þ'\tù > þ(c,') i:L, 2, 3, ,. . . , ffi.

On voit d'ailleurs facilement quo toutes les êgalitês ne peuvent
.'¿voir lieu à la fois que si (42) est un systême d'égalités.

La décomposition (41) peut se faire d'une infìnité do manières'.
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Parmi ces décompositions il y a. u,ne pour laquelle les fonctions þ, rfr.

sont les plus petites possi,bles (2t). De ce qui précètle résulte que cette.
dêcomposition canonique s'obtient par les formules

f(') : þ(a) - þ(a) sur (B)

(4S) lc¡,ci+.t,...,c¿*rti*l:+ {lI*,, ri¡r,..., øn¡¡r; flt I
* Ic¡, ci¡r,. .. , *¡+t; fll

,i:1, k:0, 1,2,,.,,rt
k : n * 7, i: l, 2, 8,.,, rm-n-|.

Cette dêcomposition jouit tles propriétéà suivantes :

L0. Lø (n!|¡aurt borne des foncti,ons g et ,þ est, au plus éga,le ìø,.

ulle de f.
20. Lq, uarialion totale d,'ord,re n d,cs fonclions þ et þ ne dépasse

Ttas celle de f, I '

30. Les lonctions é, ,þ sont bornées tr)ør une quøntité dépendønt
unirluement des propriélés justlu'ù l,'ot'dre n de f et d'u,n inlertalle quù-
u,ferme les points (3), m,øis non du nombre de ces poittts.

10, sl 2o sont immêdiates. Pour démontrer la propriété 30 remar--
quons qu'en dêsignant Bar A¿ , Vr les bornes et les variations totales',
defona

lfc¡, t'. t . . ., ck; .þ] l( A*-r k:1, 2,. . . ) m

llri, a¿¡t,..,æ¿+*;ó] I < 1, 2,. , .rnt-'tx

ce qu'on obtient en ajoutant convenablement les relations (43). Tenanf.
compte de (l) nous en déduisons Þì

l'.n1 ,:er,,.,, tk; {,] l< Ar-r k-7, 2, r...rn-!
llæ,, T¿*t,... , ni*n-r ; óll ( o,-r++,b-o)(V,+2V")

i-213,...,m-n*l
où (ø, D) est un intervalle renfermant les points (3). En répêtant ce,
procêdé on arrive à la limitation

n-l

jw'+ 2A,)

sur (3)

(2t) Une fonction / est ,,plus petiter qu'une autre fonction fi si on a-
| < f I suc I'ensemble comuri au deux ensembles oir les fonctions sont défr--
nies, le signe ( ayant lieu pour une valeur au moins de la variable.

I ø I < 2 0, (b-ø)¡ a,¡ * nt(b- o\'. 
+(v,+24,¡

à-- o

o
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'dire que parmi toutes les fonctions ó, t do classe (-1,0, 7,2,.,.,m)
'vérifiant l'égalité f:ó-* celles obtenues plus haut sont les pluspetites
possibles. Dans le cas contraiie, en eÍfet, on montrerait qu'jl existe un
ø*pour lequet f :ó^-Qm n'estpas la décomposition minimum sur E*',
.ce qui est impossible.

Nous avons supposé n) 0. Si rz:0 la fonction f n'est pas en

rgénéral continue, mais ses points de discontinuité forment un ensemble
.dénombrable. Il suffÌt de prendre I'ensemble E* de manière qu'il con-

lienne I'ensemble des discontinuités, la méthode est alors applicable et
.conduit nécessairement à la décomposi[ion minimum en deux fonctions
non-négat.ives et non-décroissantes, bien connue.

CHAPITRE III.

suR LES oÉnrvÉBs DEs FoNcrroNS D UNE VÀRIÁ.BLE RÉELLE.

S 1. - Quelques remarques sur la définition
ile la ilérivée d'ordre n'.

19. Nous allons suþposer maintenant que Ia fonction /(ø) solt
õornée sur E. Lorsque Jes points fr1t fr2 1,..7 fr¡7a1 tenclent vers un
point n de E' la différence divisée

.{45) f*r, *r,.,.,n,-¡iff
are tentl en général vers aucune limite.

Nous désignerons par fr(n) la limite de la différence divisée (45)
si elle eri,ste, esI fi,nie eL bi,en déterminée quand les points et , ïz t ,-. t finlr
.tendent d,'une rnanière queleontlue vets n. s4.

Supposons que le point ø appartienne à E, nous désignerons alors
:par /n-(ø) la limite de la différence divisée fn, n1, frz¡..., r"ifl si

'elle eniste, est rt,nie et bien délerm'i,née qtand. les points frt ¡ fi2 1.., 7 frn

tendent d,'wne ma,r¿ière quel,conque vers n,
On þeut lacilement démontrer gue pour que f,(t:) existe il faut et il

suffit qu'à tout nombre e > 0 on puisso faire ,correspondre un nombre
:4)0telque
,(46) lfq, n2 ¡,., ¡ ccntr ; fl-Ini, nz',,,,, ßt n11 i/l | ( e, tlans I(r iù P4).

Cette inégalité peut d'ailleurs être romplacée par la suivante (for-
,mule (6)) :

<47) llq, r¿t,,.¡nntr;fl-lrz, ns,,..¡nntz;/l l<e, dans I(n;ù.
(24) I(tr;q) désigne I'intervalle de milieu ø et de longueur 4,

Cette formule est valable aussi pour Q, elle est assez grossière,
,mais suffÌt pour dêmontrer la pfopriêtê !o puisqu'elle ne dëpettd' pas de rn.

Soit maintenant une fonction quelconque I ù nème variation bor-
nêe sur un enssmble E et supposons n ) O. La fonction êtant conti-
lrnue, est complètement détermÍnée par ses valeurs sur un sous-ensemble

'dénombrable E* tel que E-E* appartienne au dêrivê de E*.

Envisageons maintenant E* comme limite d'une suite d'ensembles
.ffinis E*¡ ,!*r,...8*o,,... chacun contenant Ie précêclent et soient

, f:þ^_Q. rn:1,2r.,.
,Jes décompositions minima sur ces ensembles.

.{44) l!^'!'' "''Ô.o"" '

I Qr, {z , . .., þ., ...
sont également bornées, de la classe (- 1, 0, !,2, .. ., n) eL leur varia-
,tion totale d'ordte m ne dépasse pas Vn[l;g]. Nous savons alors que

les fonctions ó¡ ont au rnoins une limite .Þ sur E* et par conséquent

'les tli ont aussi une lilnite r| teìle que

,' V, [é ; E*l < V, [l; EL V" [t ; E*] < V, [l; E]

.¡, t|l de la classe (- 1, 0, 1, 2, . ,. ,n).

f:ó-þ surE*.

Far Ie principe de continuité on déduit donc la propriêté suivante :

Toute foncli,on ìt, nème 1;qvi,6l'ù6n bornée est l,a d,ifféren:e d,e d,eux

,$onctions d,el,ø classe (1, 0, 1, 2,... sn) el, d'ont ¿q 'v¿ème uariation tota,l'e

'ate d,éytasse gtas celle d.e Í (r) (22),

Soit l:4 -r]l la décomposition minimum sur la suite (3), Ajou-
rtons aux points (3) un nouveau point rs et soit lt:þt- t|ll la décom-

,,position minimum snr la nouvelle suite obtenue (frf sur (3)). On
,montre facilement à I'aide des formules (43) que I'on a { ( þ1 sur
(3) eÐ, 0n en déduit que les suites (44) ont effectiuement .une limite.

II en résulto alors que la' décomposition obtenue plus haut pour
q,n emsembl,e quelconque r;érifie øussi la, proptriété d'e mi'ni,mum, c'est-à-

(22) Pour le cas r¿:1 Ù1. A. \{'l¡¡rBnr.l¡tz (voir loc. cit.5) a démontré
que toute fonr:tion à prernière valiation bornée (Funktion von beschränkter
.Drehung) est la différence de deux fonctions d'ordre 1. La méihode de cet
-auteur est différente de celle employée ici.

(za) L'égalité peut d'ailleurs avoir lieu partout.Si ø¿ ( ro 1æi+t on a certai-
.mement þ(n,):51(r), j=1, 2, . ,.,'i.
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dans son voisinâge, mais il est à remarquer que /r(ø) peut.eîister en
.un point (de E") sans exister dans son voisinage (rÐ. '

si f""(ø)"existe en un point r, Í*n-ín) existe'aussi en ce point,
mais non pa.S en général dans son voisinage (zz).

Enfin f"*(n) peut exister en un point et même être continue sans
que f¡(r) existo (28).

Nous pouvons démontter la propriété suiVente :

n-2, 3, ,.,

p:!, 2r.. . n=2,, B, ...

, p=1, 2, , . . n+2, tr., .

1zo) Soit la fonction

/(0) - 6, f 0!

-0,
I

).go_rnz (¿f t)
L'ensemble E, est formé pâr les points

_1 1 1

2.,; ,...,;,..., et o.

11Aux points + , +,..,,fr(a)n'existepasrau contraire l[æy,12;nÉ+
dans (n aJ donc fi(O) exisre et est égate à zéro.

(ez) considérons la fonction définie pour 0 ( æ ( | ur h manière

suivante

l(0):,,e, f @): #*['-#*¡) nou. ,# 1æ 1 år, n:t,e,s,...

f (,) =- #, (- -;:) pou, o$; . * 
= + n:1,2,8, ...

0n vérifie que /2*(0) existe et_est égale i zéro, tandis ,q:ue 
f2*(æ) n'existe

éviclemment pas aux noinrs $ , oL , +,. ,.
(ze) Il suffit de prendre la fohctioh

/(o):s, ,(+):0, n:D, 8,,..,

^t 1 1 \ "I tr+ t + ,*@+tl)=o' P:7;2, "", n='L,'Z, "',
^('l | ., 

1
r l"+ ,+ gn¡ ¡¡6¡¡) :?zñ 

+tuí:7, 2, "' , n=L,2, ,.,t

f1*(ø) existe en tout point 0, +, +r..., må,fs /,(0) niaxiste,pas. j

(oit*
(L 

,

[ø-F t T

f

f
3p n(nl- t)

I
2.3p n+r

b.
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On peut aussi prendre 4 ) 0 de manière que

(48) llrl, 12,...' nn+tifl-fn(r)|1.e, dans I(ø;l).
Les rÉêmes propriétés sont vraies pour /n*(r) en fajsant figurer"

le point , äuos toutes les djfférences divisées des formules (46), (¿f)"

et (48). I

La forrnule (9) rrontre que si ff(u) existe, la différence divisée"

(45) tend vers ln*(ø) lorsque les points frt t ï2 t , , , t frn*r tendent vers-

# pourvu que le quotient

| *-*, I

| "'-"' I

resto borné. En effet, dans ce eas, toute limite de (45) est finie 'et de.

toute suite do différences divisées convergeant vers une limite on peut

extraire une nouvello suite telle quo

fr- fit
frt- nz 

t

ait une limite, qui est finie par hypothèso. La formule (9) monÉre alors.

que cette suite de différences divisées tend vers fi(n) ('?l)'

Nous supposerons que E soit fermé.

L'existence de f^(n\ entraine par tléfìnition celle Ae f,.(n)'
par cléfinition, la nème dérivée ltn)(n) est Ia dérivée de la (m-I,èn ,'

dérivée et par défìnition aussi, la première dérivée /'(r) est identique'

à Ír*(n).' '¡øt1r\ 
peut donc être cléfinie sur I'ensemble E(n) et il est évident

que son existence impliquo celle de Íø-\(n) en tous les points de'

rtfo-u dans un voisinage I(n;n), a) 0 de ø. Quand nous parlons do'

la continuitêt de ftùt(r) en un point ø do E(n) nous supposons bien,

entendu que cette dérivée existe dans le voisinage do ø'

20. De (46) nous déduisons que si /,(ø) existe en un point ø de'

E, la fonction est ¿ nème différenco divisée bornée dans le voisinago

de r. Si la fonction est à' (nlt)zme différence divisée bornèe' fn(øþ

existe en tout point de E' et est continue (sur E')' Si f,(n) existe en'

tout point do Ei, ello est continue, donc nécessairement bornée. Il en',

résutte que la fonction ssl?. rlème différence bornée. Dans co cas I'inéga-

lité (46) a lieu uniformément sur E.

Si lì,(ø) existe en un point n, fr-t(n) existe aussi en ce point eb:

(25) Cette remarque permet de délìnir

qui n'àpþartient pas à E, mais il est inutile
/n*(æ) même en un
de considérer cette

point tle EF
extenFign.
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Sii f^(n) eri,ste en un çtoir.tt d,e E@t, lq nènte déri,uée f{n)(n) eæiste

an ce point rit on a, l'égali,té :

føt(n):n t f,(n),

En effet il existe un nombre a ) 0 tel que dans I(ø ; r,) la nèrne

difÏérence divisée dø f (r\ ne dépasse pas en module le nombre fini A.

Toutes les limites Í:r(r), fr(*), . .. , fr-¡(ø) existent dans I(ø ; 4)' 0n

a on ait à la fois

I lnr', nl r.., t)it, fii, !r¡*t,¡'.:¡ fr, i fl-. fr(r) I < h, l, Hl a *^
,i,:1,2,..,,%

I lnr, nr,., ., frnl-fr-r(n) | < @#',

, I lnr'r!trr'r,,,1fr¡1t;fl=fn-(n')l < ln'=nl 
",

Mais, par hYPothèse

f,- (n) : @+ú ¡en-t)(r), f,-(u) : ø+ fø-rt1r'¡.

Nous avons donc

t1'ROPH.iDE,c -FO¡ftf,.ÐlUlV.¿-OU 
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21. Ðos propriétés plus précises peuvont être oL¡tenúes si E es¿

'un intervalle fernaé (*, b). Srrnr,r¡es a démontré 1zo) en effot que:
8i f@(fr) eni'ste et est continue øu ltoi,nt r, f"(n) en'i,ste et on ø

l'd(a'):'#
En comparant avec co qui a été dit plus haut on voit quo :

La, condti,tiom nécessa,fue et suffisante ytour qw'une foneti,on f(n\
^d,éfiníe et bornée cløns l'interuøl,l,e (a, b) a'it une 7¿ème flþvi,11þe conti,nue

'dans cet 'interuall,e esl gue þ v¿ènce d,i,fférence d'i'ui'sée soit uniformément
,eont'inue d,ans (a, b).

Nous savons déjà que la nènee liffþ¡snce divisée est uniformément
.eontinue.si à tout nombro.e Þ 0 et à tout point ø de (ø, Ó) on peut
,,faire correspondre un nombre 1 Þ 0 tel qu'on ait :

i l,Irr, fr2 r.,,, fin-l-t;; f I - Irz, frs,,, . ¡ finl¡; / I I < e dans f(r ; n),

Dans Ie cas d'un intervalle, si l^*(n'¡ oxiste et est continue au

lpoint u, f"(æ) existe aussi en ce point. Supposons en effet que dans
itr(ø;ô), ô > 0, f"*(n) existe et soi.t continue au pointr. A tout E)0
.colrespond ,uû 'I, (0 < 4 < Ð tel que

l.,f;.(n)*Í,f(n',) l( e dans I(ø;4).

Soit [ør , ü21...,, nn*t:,fl une différenco divisée dans I(n;n),
-Nous avons montré qu'il existe un point æ' dans Ie plus þetit intervalle
.contenant -Ies points ø¡ ,.tol que dans tout voisinago d,e n' on peut
rtrouvor une différenco divisée d'ordre n égale ù lætrfr2t,...rfrn+ttfl
+(voir chap. I. :No. 4). "En,vertu de notre hypothèse et d'une remarque
ufaite,plus haut, ,il résulte quo

"donc 
:f-r*(r')=1fr-t,t t)z¡...,rn+t;fl

| /;-("u) -,1*, t .n2, , ,.., nn*t; /l I < e dans Í(n;\)
.f"(r) existe et est éviclemment égale a f"'(n).

Il irnporte de remarquer .que mêrne dans le cas d'un intervalle

-1"(æ) (ou f^\(*)) peut exister en un point sans e*ister dans son voisi-

'mage (30). De même si l,*(æ) existe au point ø, fi-t@) existe aussi
-.au point r, mais non pas on géncral dar,rs son voisinage (et¡.

(2e) ,T" J. Srmr,r¡rs ,Over Lagrange's interpolatie-formulae" Verslagen
reñ Mendeelingen der ,Konirililijke Akadernie van Wetenschappen te Ar¡sterdam
.--9-" ser. t. XVII (1882), p. 239. 

l

(30) Voir I'exemþle,donné dans.le note (zl).
.(31) L'exemple de la,note¡(z?) véri,fie.la.oropriété.

{i L tt -u(n)-{rn-r)(a')
ø=ú n4,---

l"r^ø-ä,+.#
La formule (6) donne

ld f,(n) - 
f(n-D(n\ - t @-t)(n') 

I < " rlans I(ø; 41)

. I a-ç' 
I

co qui démontre la ProPriété. i

" 0n en.cléduit qo. poor que ftnl(r) existo et soit continue sur E('),

il suffit que fn(n) existe sur E(n), mais il est à remalquer que cette

condition n'est pas nécessaire en général'

Remarquons aussi '' que, de I'existence d'e fr*(n), on ne peut pas

conclure en ieneral ¿ cellã de føt(n) \* >'L).

frl¡ frTr,,. frni -lnr',nr' .rnn';Íl
fr-

(=
ô

Ífi1 ,lcz'r.,.,fr| , fr¡,.,',frn;fl
Oc<ï
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BDondre de la même manière les points ,-t|,rfrz,,r..,rfin,,;n,t, tel.que les
iinégalités correspondantes (49), (50) soient vérifìées. Il est toujours
possible de prendre ces poinls do manière qu'on ait ausBi l

frì-fitt fr¡-*tr'-F=¡t+

ll,a formule (6) nous donno alors

ln, rz, ff3, o.., æn; fl -Irr'r'*"'r.,, rrn' ; ff

I 
a#,,i.:r,z,...,n (r¡:e).

r, frz t Ø2,.,, røn ; Íl - lær", d*2" r,.., tn" ;

I,* 
- 

fr,14'

'l fæ , æ2 ,qj.t ,., , ti , rt', ,,, , æn' ; ff--

-S-.1)¿:f

I

I
t

- #-l , ,r, ,nz¡,.',ri,ni",n"i-tt,,..,no't;ll I +
'n

-f*, *r rt3, ,,. , &i , t/t, ,,, , ær" ; fl I (''
Ð

to-'(æ) - f,-t(n") ( e dans I(æ;4)

I

t
f
,'Nous en déduisoræ

:Çe ttrui démonlre la propriété.
2p. Suppopons maintenant que l(ø) soit bornée eI somma,bl¿ dans

{o, b),. La fonctio¡r

' ìF* 1r¡:tþ),¡1r): oå \-:,-0"-'t(t) 
út

¡est alors continue pour ø ) 0. Nous allons démontrer la propriété plus
;générale (en supposant toujours ø ) 0),

Si Í(n) est,ù,nènxe d,ifférenee d,.i3tiçée bornée, 16 y¿ètne d,i,fférence d.iai,-
.sée de la foncti,on,E (r) est ,uniformément eontimue d,ams tout interualle
{(ør, 0), cU } a.

Nous savons gue eelte pro¡riété sigr¡ifio qu'à tout q > 0 et à tout
point ø de.(ft,0) on peut,faire correspondre un T ) 0 tetque I'on ait

r(51,) l,Lnr, q",,.. t Ønlt,iEo,l-lrz, t3,... , frn¡2 iEa I I < e dans I(ø;4).

_ lFaisons ,lo ,'ehangement de variables

tl(æ-aJtlø

1:¡jì¡:1
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'Srlnr,r¡ns :a égal'ement démontré Ia proposition suivante (æ)':-
t9i,'f (n\. est aéfrøe et 'b'oii4ée drins,(ø,'b¡ At si ¡tnt(n) eøisiel 'en u:tb

grotkt,'I,Ï@) eøíste 
''aussi 

en "è'e gtoitit et on a,

I
fi(r) : -:-'¡ t'tçn¡ .

C'est une condition nécessaire pour l'-exislence de ls ,rùème dérivég.
mais olle n'est 1tøe suffisønte en général. Nous. allons au contraile.
démontrer la propriété suivanto l

La candi,ti,on nêcesea'i,re et sufftso,nte pour qwe lø foncti,on f(r)jt
d,éfinòe et bornée il,ans l'interualle (ø, b) ait sns y¿ème dériuée em tout.
poi,nt d,e (ø, b) est que fn*@) eu'i,ste em tout poimt d,e (ø,'b)..

Npus savons que la condition ost nécessaire. Montrons qu1èlle estt
sulïisante.

Dans co cas f*n-t(r) ex,iste" partout et, est. continue, donc

Ít n - 1@) : f¡-, (".), = ølt)i, ¡ tn I (n)' ..

.II suffìra de montrer que /r-¡(w) a une dérivée en touf point dèr
(*, b). Soit ø un point de (a, ä);. on peut. tr.ouver A ) 0 et. à > û'
tels que

I l*, n, , t2,,. -1 nn;;fl | (- A dars l(ø;;ô)r

e ) O,étant'doñné¡ on .p@ut trouvor 0 ( a" < ò, tel q,¡re,

(49) l'Í*, frr, fr2t..., rn; Íl-lþ, n1!, fr2',..,,nnt;;/] I'< e iläns. I(ø ;tù..
Soient #' ün point áo I'.r;4), r,z", zs,¡, , , 1 J,¡1 des points au v,oisi-,

naþe de fr et ny',fr2'r.,.rfrnt des points au voisinage de ,i', Nous
pouvons trouver les points **, *'o'dans I(ø;..4) tels q¡re

fn-t(r"):In, rz , frr t ' . . , nn ;;f l, f n -i(w'*)=f&t' ,-rz' , . . , rcn' ;;tl, ¡

Or,'f¡:-i(n¡ éthnt contirlu€ on pêut, choisin les poinls n¡, n'¡ Lelß¡
qu'on ait à la foi$

Considérons,un autro point' roi'' äans. I(ø ;,ï]), et faisons- lui,.iorros"-

(r) T. J. Slrnlr¡ns ,,Einige bemerkingen'öurtreht'ile differehtiltlqtrotfeätenr
van eene functie van e.ene vþ¡andeilijkê" Niëuw. Archief v.oorlwisküñdê'1.. txl
(1882), p. 106-111,.
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Les points 6, 6' ,oLt dans un intervalle de longueur { ri. D'autre
part /rn-t)(ø) existe partout et est à première différence divisée bor'née"
en vortu d'un lhéorème de M. Lrnnscqn f rn)(r) existe donc presQue;

partout et est évidemment bornée. En vertu des propriélés bien con-
nues des fonctionssommables il'résulte que le prob.ème se réduit à la
continuité d'une expressíon de la forme F (r). 'Ce que nous savons-

être exact (r+).

0n sait que la dérivée d'ortlre ø (ø ) 0) est défìnie par l'égalité.

:; ¡øt f (n) : #ry-") f (ù- 
#Fn-"1æ)

n ,élanl entier ) ø.

La première proposition énoncée au No. 21 nous perrr,et d'éoire
les conditions nécessaires et suffìsantes pour I'existence d'une dérivée
continue d'ordre ø. En vertu de la propriété exprimée par la formule,
(51) nous déduisons que si ¡(r) est fi 6ème d,i,fférence d,iuisëe bornée lat,

d,éri,uée d,'ord,re q existe et est conlinue d,ans (a, b) çtour d, < n. C'est
un théorème de M. P. M<.rrrr,q énoncé d'une lãçon un peut différente.
M. MoNrsr, a montré que, la fonction étant supposée bornée, il suffit
de considérer seulement les différences divisées ptises sur des points
équidistants (3s),

Les propriétés démontrées au No. 21 permel.lent d'écrire les con-
ditions nécessaires et suffisantes pour I'existenco, dans I'intervalJe (a,0)
ouver[ à gauche, de la dérivée d'ordrs ø ou bien de la dérivée continue
d'ordre ø. Pratiquement ces enoncés ne présentent pas beaucoup d'in.
térêt. trl est possible par diverses transfôrmations rl'en déduire les critères
donnés par lVI. M¡.ncslur. Nous n'rnsistons pas sur cetto question qui
nous eloignerait trop de notre sujet et ñons renverrons au mémorie db
I\1. A. MTncHAUD (36i. :

bs. 2. - Remat'ques sur lus ilórivées tles fonctions étuiliées
aux Chap. I. ot l[.

23. Nous déduisons do ce qui précède qt%ne foncti,on d|ord,re n
sur'E a d,es d,éri,uées continues' d,lordre 1, 2 r.. . r,tù -L su,r tout sous-
ensemble corngtlèlement intérieur à ¡1. Si la fonction est défìnie dans un
intervalle elle a, d,es dériuées conti,nues d,'ordt'e r < n d.ans lout it,trr'-

(or, b).cp qui q'9st

llull. dè la Söd.

1'
qui est légitime (33) et supprimons le facteur FGt Nous pouvons Gon+'

sidérer, rr.ec un léger changement do notation,

rt
F**(ø): \ (t-,)'-t @-a,)" ft(ß-ø) t¡ ø) dt:

Jo

t;

Nous avons (formule (8)):

(52) Í*r, *r,. . ¡ nn*2 ; @-a'þ"f ((r-a)ttt ø)l :
n*.z

) I*r, lr2,,.,, t r* ; (r-ø)"1 . f*0, iltt1¡t¡,.' ¡ rn*Z ;-f ((r-ø) f* ø)1.

k:t

0r, la fonction (*-o)" ettoutes ses diITérences divisées sont bor-
nées dans I'intervalle (a¡ b).Il en est de même, par hypothòse, de la"

fonction f ((*-o\ ú-f ø) iusqu'à I'ordre m inclus dans (ø¡, ó) et pour-

toutes les valeurs de ú. II sufTit donc de démontrer qu'èr' lout nornbrø'

e ) 0 on çtewt faire eorrespondre un nombre r¿ ) 0 tel' qu'on a'i,t

'ss T. POPqVIúI|í

m

(33) Voir H. Lnnnscur, nsur les intégrales singulièreso, Ann. Fae. Tou-
leuss $ème s. t. L. (1909), pp.2ó-117, sp. p.44.

(l-t)"- t {lxr1n21',,fx¡7!1;f(r-a,) t* a)l-!itz,ss1,',,rn+z;f((æ- a)t* ø))l'dt (e:

pouruw Qua t1, rz,t, , . #n+z reslent d,a,ns un interualle de longu(uT I,
Le cas général résulte immétliatement du cas æ:0. Nous savons'

en effet qae fØ-t)(ç) existe et est continue. Do plus on peut trouver;

un point É clans (a, b) el, compris dans Ìe plus petit intervalle conte*

nant les points fr1¡ ø,2r,.,, æn-u1 tel quO dans tout intervalle contenant le'
point 6 il existe une différence divisée égale à lx y r2,,., t,+r i f ((fr- øl ît a)1"

Ce point É se trouvo toujours dans le plus petit jntervalle oti les points,

sur lesquels ces différences divisées sont prises, sont situés. Supposons-

que f(r) ait uno v¿ème f,(vivþe au point (Ê--u)Ú*ø, aìors en verlu du¡

second théorème\ de Srrnl:r.lns

lq, rz, ,,, t trnir ; f ((r- ø)t1-a)7 : r f@( a,)

De même nous pouvons trouver €' de r'nanière quo si f(æ) a uner

nème déúvée au point (Ê'-*)t-lø, on a

' rt/--^\ rr-\l -r f@((€i-e)1'i-a\ j

lrz,æs,.,. ;tnt2)f((*-a')t+ø)1,: n!,
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,eø es!. fllqrdre L. Une telle fonctign a. une dérivée à gauche et une

"dérivée à droite, qui sont des fonctions d'ordre 0. Si la (m+1)¿'" dAr¡i
'vée existe, elle est de signe constant.

Si E est un intervallo ef si Ia clérivée f'(x) estnon.concave d'ordre
n-L la fonction f ø) est nécessairement non-.concave dfordre m. De

,.plus, si f (x) est convexe, Í'(x) est conyexe aussi et réciproqugrnen$
,puisqu'une do ces fonctions ne peut êlre polynomiale sans que l]autre
le soit aussi d4ns Ie mêmo intervalle. Dans lo cas oir E est un inter-
'valle, si ¡tnl'l(r) existe, la condition /inft)(¡) Þ 0 est nécessaire et
.,suffisante pour que la fonction soit non-concavo d'ordrs n, la, condition
.¡rn+D(x)) 0 est suffìsante pour qu'elle soit convexe.

Dans le cas d'un inte¡valle les propriétés de la fonction se dédui-
.sent simplement de celles de la dérivée par la formule facile à établir

Posons

1 f rt, xi;ú)
L lx2 , x2t; .r?l

o (;;,: :î,' ',1:i,,/) :
fx1,r¡';x3l,.. [¡r,tr1';rnl

fx2,x¿';x3l .., l*r, r2';r,l
[x1,xi; l'l
It2r.r2'; f I

1 [rn+r, x'n+tixzl lxn+t¡x'n+r; 13] ... [rr+,, r'¡¡1 ; {] lr ¡¡,x',,¡¡;f I

Cette expression s'annule identiquemcnt lorsque i(x) est un poly-
nome de degré rz. Done, pourvtr gue tous les points

(53) lt, x(, x2) xztt,., ¡ xn1¡t, xt,t*r : :

soient distincts, elle est nécessairement do la f'orme

.nl
(5¿) u(:0,'r..,,, "',!:*' ,i I : > Ã,.|y,¡lirt,..., htn+t;llt,^lr^2¡,..;^n-|l / i_l

/zt¡1 : x¡, !2, -- ¡,', i,: L, 2, , . . , n, ! L.

On peut déterminel cette formule de la nranièro suival¡te : On
retranche chaque ligne du déterminant de la suivante. En appliqqant
alors la formule (6) le déterminant se décompose (en ve¡tu de la for-
mule de B¡ner donnant le produit de deux tableaux) on une sqmme
do déterninants d'ordre n, d,e la rnêrne forme mais pertant sur deg
difïérences diyrsées sgcondcs, mulripliés chacun par un facteur indé.
pendant de la fonction /. On décompose chaquo déterminant de la
même rnanière. jusqu'à co q'l'on arrive à la formule (54). Si on sup=
pgse que la suite (53)soit ordonnée on peut éerire la formule (6) de
manière que les facteurs introduits soient toujours positifs et ce pro-
cédé conduit effectivement à (54). Il en résulte que si, la, suite (53) esú

orilonnée les coeffreientç Ai ilans (54) sont posotr,fs.

Si la dér'ivée f'(x) exists ct est continue on a

(õ5) rim. u (i":,7;,.. ."**îl*,,f) z ! u(x¡,*, x2*,..., x*n¡1; f ,\

si x¡, xj'tendent vers le point xi* de E', 1,:1,2,,..rn*7.
La suite (õ3) étant ordonnée, des formules (õa) et (55) on détluit

quq s'd la' fondi'on f(e) est non-concaùe d,'or:dre n sa dérùée est non-
concqne d,'o'rdre n-7. La réciproquc de cette prcpriété n'èst pas vraie
en général. La dérivée /'(x) peut être d'ordre m-l sans que la fonò-
tion soit d'crdre n, elle peut être convexe dlordre n-I et la fonction
d'ordre n, sans être convexe, La(n-L)éme f,þyiyþs d'une fonction d'ordre

,,(56) u(ø¡, )t2,...,nn{2}r):n,\-,',,\-u; 
STfi 

t2,...,t,+t; f')d,t1d,t2...d,tn¡1 .

24. Nous avons vu qu'une fonction ir¿èmevariation þornéo rest à
nème difrérence divisée bornée done, une fonctiort, fu ,nème qøriati,onbor-
née q, des d,eri,uées continues d,'ordra 7,2,.,.,n-7. Si elle est défìnio
,dans un intcrvalle fermé (a, b) les. dériuëes conti,nues d,'ordre r < n
eristent d,uns l,'interuølle ouuert à, go,uche.

Nous allons démontrer aussi que lq, d,é.ri,uée d,'une foncl'[sn ù nème

uariation bornée est ù, (n-I)ène 1;q,r'ia,l'ion bornêe.
Ecrivons la formule générale (54¡ pour les 2n points

ql) qlt) a2, dztr.,.rdn, dn',

Fais¿nt f.: x',4qus avons

S a : ¡¡(ot, dzt"',on, *,\

=, 
\or'ror',.,.¡0.n' )

Ilest manileste alors que si dt', &z*,...1e¡2+ est une sqite ordonnée,
à tout e ) 0, correspond un 4 > 0 tel qu'on ait

'^låo'
'^" ä¡ 

^(, 1¿l¡e,i,:L,Z,... I ¡--¡'u<ç,io¡,-.*; ) 'nlv o,t*,úr'F-*,*1-
pourvu que lør - d,*l<n, lo,¡'-o,*l( 4, i :7,2r,.,rtt.

Considérons maintenant une suite ordonnóe de E'

.{ó7) lct, 2c2,. . . )cm .

n q':!
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D'après la propriété "þrécédento on peut toujours prendre les;
points de E
(58) !t, !2,,.. ,!z^
de manière que,., e.) 0 étant donné, on ait

íiir¿'

Y(tc¡, x¡¡¡ , .,. , )cí*n- V(r,+l ¡ 9c¡*z t,., l xi+n)

{ (ùn L) (nt *e) lt t!,'-' - t?i t * I L2n' -L2¡+l I +. . .

. . . + I a?:+n-t-a2'*" t )+2e.a,[/'; E]l
,i:j,2,...rrn_n

Atr:[Yir 4i*t,..., !¡+nl Íl, j=7,2,,,.,2m-n,
0n en déduit que

PROPR, DDS IIONCT, D'UNE OU DE DI]UX Tl:11T. RÉELLE& 43I:

Il en résulte que

Y"_tff , 
; E,J < Qn-t) (m*l) !V" [l;El]e

donc
Y,_tlf ,; E,l < (Zn-L,¡ (n*L) !V" [/;!]1.

cette inégalité est assez grossière, mais suffit pour démontren..
la propriété. f (x) étant à ,v¿òme vl¡ivrisn bornée ¡tn-rt(*) est donc è¡r

première variation bornée. 0n sait que fft-r)(s) admet alors une délj*
vée à gauche et une dérivée à droite qui sont à variation bornée-.
d'ordre 0 (3t).

25. Suupposons d'abord que E soit un jntervalle (a, Q). On peut _

donner un sens préeis à la (n!7)ème ¿iç¡6rence divjsée d'une fonction,
d'ordre n, même si les points ne sont pas tous distincts. .

Il s'agit de donner un sens à la différence divisée

(61) Ixr, x, 2... ¡ n1 ¡XCZrlCZr..,riC2t zCIo)C*r...rx*rilf

----Ju i2 x¡

i't 'F i,z * '., dn : n*2
les points ect t frz, . . . ) tck étant distincts. Si nous regardons (61) comme-
le quotient de deux détermjnants (voir No. 1) elle se présente sous la.

forme indéterminé" +. Pour lever l'indétermination nous rempraçons,

chaque groupo de points confondus fi.t t *i t, . , , er.t par i,¡ points distjncts.
tendant vers fl. 0n peut alors obtenir par un þrocédé bjen connu
(règle de-I'Hosprr¡,r,) la vraie valeur du quotient (61). Ceci revient à.
défìnir le déterminant

U(q,x1 ,...,fi t9l7rXZr,.., JCZ t ÀCk,ÀCh ... ) tckr; l)

¿;

U
lzt-t ¡ lz¡+t r',, t lzt¡zn-t

t-2
lzi+y, Yrtft t ... t !zÌ+zn-r

2¡
;f if

t

où

tn-n u (rio,-
2n -3
zn-ri I

ttlzi*tt., t lzi+

(5e)
lxi+tr"'rxii*-t)
t lzi * z, .'. ,tIz

1:l

u (l,i',:::,',;',::, ...',!,;',:i:,-',,)
Y(x¿+ t, fii+2,, . ., x¿¡n)

{ (Zn-I) (n!¡ e) (nI r){ r a;-n; i + I ^;-ai i +,..
. . . +l a2nt 

- n-t 
- a'r^-' l| ¡Ze(nt,- n) l,rlf ;El_

Mais A' [/; E] étant fini, avec un léger changement de notations-
on peut dire aussi que, la suile (57) étant donnée, on peut déterminer,
la suite (58) de manière que Ie premier membre de (5g) soit

{(2n-11 .("} t) t v,|f tEl ++
e ) 0 étant donné d'avance. ,r '

Mais le premier membre de (59) peut être déterminé pár un choix:

convenable do la suite (5?) de manière qu'il diffère de moins ae f ae,

la quantité

(60) (n 1) !. ((æ -L)ème variation de f '(x) sur (57)).

Enfìn la suite (57) peut être priso telle quo la quanrité (60) dif-
fère de moins d. tø=n de V,-r'.f ,;E'1.

Lk

comme étant égal au déterminant U(a1 , a2,,,..,qn+zi fl où, d'une,
manière générale on remplace les lignes d'ordre ü*iz+...+ i¡_t*lr.,
ü*iz+...+ i¡-r'l 2,,.., ù* iz+ ...+ i¡-r*i¡ pau

qf@¡)
n*T-' f '(r,)

n(n-I) ill ' f''(*)

0 0 0 0 ..(irl)| ...n(n-L)...(n-i¡I2):r! ¿i+r¡(i¡-t)(r¡\,

1af Voir le mémoire de M. 
.W¡r,¡rERNrrz 

loc. cit. (s).

l*, ^l rl
0 L 2æ, S*?

00 2 6r,



\

44 T. POPAVICIU
PNOPR. DDS IIONCT. D'UNE OU DD DEUX VAR, TIEELLES 4&.

avêc la totrt o¡s r(54)
\.(r1 ,qr...,r¡ r æ2 1fr2t.,.¡frz¡.,.t lr)¡¿¡frk,,..,ør) S'obtienten faisant
I : û+t et oq vqit facilement quo qette e¡pressjon est différente de
zéro, donc la différence divisée est parfaitement définie.

L'opération ppQcé{entB est justifìée si k ) 2, puisque la fonction
.a une dérivée continue d'ordre n,-L. Il en est de même si k : 2, et
2<ù3n. Sik:2etir:¡ il faut introduire la nène dérivée.
(ette dérivée n'existe pas en général mais il y a toujours ¡y1s ¡¿ème

'dérivée à gauche et une nème dérivée à droite. ll en résulte qu'on peut
€Rcore donner un sens à la différence divisée à condition de faire
tendre les æ*1 points du deuxième groupe v€rs #2 d,,un même eôté.

Par exemple si ces points restent constamment à gauche de fr2
Ia formule trouvée'óst valable pourvu qtte f lù(rz) représente la,,nème
.dërí,uëe òt, gøuche.

ll est clair gue ces considérations ne sont valables qu'à I'intérie{rr
'do I'intervalle (ø, ò), plus exactement partout où les dérivées existent.

On peut compléter maintenant. les propr.iétés des fonctions d'ord¡e
ro¿. Si l(r) est non-concave d'oldre n'on a

Íxt,Xr¡...tXn*2;/]>0
lles points étant distincts ou non. on ve¡ra aussi que si l(x) est d'ordro
,ø et si I'on a

Ixt,,x,t... ¡ Xn tzit):0 i

X¡ S X2 <. .

lla fonction est polynomiale d'ordre z¿ dans I'intervalle (xt , xn+z\.
D'ailleurs toutes ces proriétés peuvent se traduire géométrique-

.rnent au moyen des polynomes L.
Si I'ensemble E est quelconque les eonsidérations précédentes

,s'appliquent encore à condition que les points où il y en a plupieu¡s
'confondus appartiennent à un ensemble dérivé d'ordre convenable.
Les dérivées peuvent d'ailleurs être prolongées par I'expression nlf^(x)

.sur tout I'ensemble E'. On vérifie facilement gue ce prolongement per-
,met do génér4liser tout à fait les propriétés. Par exemple si f(x) e.qt
,rìoû-corcâve d'ordro n on montre que partout où ils existentll(r),Ír(x),.i,.
sont aussi non-concaves d'ordre n-!. n-2,.,. gespeq,tivement 1ì

26, Supposons que xt , xz ¡ . , , 1 t(n soient deq poinls de I'enseqnblg
:.dérivé. On peut prendre xr'r' t2', , : . , xn' suffìsammeht près' des pöinib
.respectifs de la suite précédente tels que, e ) 0 étant donné, on ait

u(:"::" ,

t

,X,
, X,, , )f

Y(x1 ,x2,.,.,Xn)

Nons avons aussl

Y(x1, xr r.,,, kr+t) : n l.

0n en déduit

: (n- r) ,\*o",,r, 
\-ji",r,

- (n--l)! f\, x2,. . ., tcn I f 'l .+ (rø- l) !

A¡

.;r@-t)t

,tnif'l,V(ü,t2,...,ú,,) dü dt2... dtn *_

n

l
.4-¿

V(x¡ , f2 ,,., ,X,tl -n!
€n supposant que la fonction soit à nème fl)ffþysnce divisée bornée".

On en déduit

llxr, x2,..., xo; f']l<m. ao [/;:El 1 e

d'où

(62) Lo-t[Í';E'] < nt"lf;El.
Lorsque I'ensemble E est un inter'valle (a, b) la fo¡mtile (56) per--

met d'écrire (pour rzf 1 points)

lJ(q, rr, ..., nn*1 i f) :

\--:,,f-:,, 'fj,t",'t2" " 'tn) dt, dtz ' ' ' dtn '

b

d'oîr

n.l[4, x2,.. . ¡ xntr ;f)t< A*-rl[']

.þ;h
n^,lfl S a, rlfl.'a'a

Corn$arhnt dVec (69) on déiluit ipeiur le cas.d'uri;iriterïalle,l'égalite.

(63) ' 4,,-,[ f']:no,¡fi.çt¡.
,oa

27. Nous sâv.ons déjà que si,l(*) æ1 ¿ 'nème variation bornée"

/'(ø) est à (n-L)ème variation bornée. Nous 'savons 'aussi que si la
(38) On peut facilement vérifieliitle cêfte éFil,ité,.nra pãs' liÞu i¿ii !géné-

ral si I'ensemble E est q¡relconque. Çeci est d'ailleurs évident à priori puisque,,
la dérivntioì "ir'exió0e pãs sr¡r les p'oirits lsolés de'E.
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ifonction est continue (ce qui a toujours lieu si n > L) on peut no
''considérer gue des points équidistants pour l'étude de la variation,

Supposons que E soit un intervalle (a, lt) et que r¿ ) L.
A tout e ) 0 corrospond une suite

64)
{telle que

.'(65)

æ, æ*h, æ12h,,...,æ*mh, (h > 0)

D

(nènte vaúation de I sur (64)) ) V,Ifl - ,.
a

On peut toujours supposer (par suite de la continuité) a, I æ,'
,:æ*mlt ( b.

On voit ,facilernent que

læ*ih, n+(i,+7)h, . .. ,æ!(n{i)h; fl :
¡l

: +\ lht+æ+ih, ht+r*(,i+ t)h, . . ., ht læj(nti,-t)h; l'! d,tn .ln

"€t en comparant avec (65) il résulte quo

bb
n(Y^If)-Ð < Yn-rlf'l

úoIIe quo, e ) 0 étant donné, on ait
bF

Vrr¡1lfo'l-2<
m-n +l

't: I' 
- ln +(i-L)y,rtilt ..., 1)t(n*i,-Z)y ; f'l I .

Nous prenonsh, assaz petit tel que ø ( c;+h <n! y,n*my+h <b,
"et

tn-n+l

) t I*+1,t,, r*(i,l 7)y, . .,, rt (n* i,-r)v ; f'l -t:l

nr-n + I

o + + T > | lr * (i-r) y ] h,, n * iy * h, . . ., r 1- (n r d=L)y + h ; fl -
't:1

¡rl(i,-L)y,ntd!,. ..,r|(n*i-t)y ; Íl I .

Or, Ia formule (66) montre que la somme du second membre est

¡plus petite quea a

PROPR. DES ltONCT. D'UNE OU DE DEUX Itt\,R. RÉELI"DS. 4T

b

A-V"ul
a

"d'où
bb

"v,l(l = Y"-rlï1.

Maintenant, à tout e ) 0, correspond un nombre 4 ) 0 tel que

l {lu*y,ï+2y,,...,r*ny;l'l - lu,n + !,...r*(n-L)y;t'll -

-'+ l[*, *+y,...,nr ny ; Í] - [rlh,rfyIh,,..,r*nyrt ; fll I ( e

itpourvu gue lnl1n.
A I'aide des formules (6) et (10) on peut écrire

"(66) ln*h,n:¡ y*h,...,n+ny +h ; fl - I:u, nt!,..., r+ny ; fl :
: Ar[ø, nlh,rl y,.,,ifl+ A.zlr*h,n+ y, ft+ y +h,...; t] + ...

... * Am+r 1.. .,n*(n-I)y+lr,n+ny, ¡lny¡h;fl
ltoutes les différonces divisées du second membro étant d'ordrc n*7"
.flles Ar sont indépendants de /(ø) et at:ssi, d,e n et ils sont non-
¿riégatifs sï c ( n * h < t) + y.

Nous pouvons trouver une suite
t .*., ÌJi!¡. , . ,fr+my, ./ > 0, ø { fr, n*my 4 lt

,"où
L

-A*: (??fr;, ' max' (Ar*As*As* ,":, A¿*A¿l-Ao* "') r' impair

A,+43+45+. .. A2+A4+46+ . .

n
: max. n patr.

v+h ($+\t,-n
2

, Si m est impair il suffìt de faire Í:úIt,n*+z pour voir quo

A*: h

v
La relation (l) permet ensuite de montrer que cette égalité a lieu

;aussi pow n pair,
0n en déduit b bY"-tll'l- e ( 

"V"ILI
*d'oit

b by"_tIf,l <. ny"Ill
ga
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Finalement on a donc

(67) vn-r
b

If'l
b: ny^Ifl.

(¡

(r, or) Ies points ffik¡r , rtt¡2, . . . , fln Cans (ó1 , ö) et de détermi-
ner convenablement k (on peut toujours choisir entre deux valeur.s con-
sécutives de /r) de manière que ( - l)n-r-r f@\ ) 0. On peut alors
prendre les modules dans (68).

Soit ao la borne de l(x) et posons

p(z): (z- x) (z - x r) (z - xr) . . . (z- x,).

Le éecond membre de (tj8) peut s'éoire

a

Nous avons supposé que f' soit continue. M. A. lvu.¡rnnNtrz æ.

montré qu'on a aussi (es)

bb
vo[/¿'l = vrlfl

.l étant à première variation bornée et f a' sa déritée à droite.
tP'(ø) t) (-1 ) *(=l)',-o*'l@)>*

,l

\
1:1 l æ-:ti l ,l (rt) |

S B. - Sur Ia timitation ile la dériVée il'une fonctidn û2orilre z¿.

28. Soit'/(*) non-ccìiìcave û'ordre ¿ ttans liintervälle (ø, Ö)' Siì

n ) L elle admet uno dérivée continue, donc bornée, dans tout inter-'

valle ceimplètenieht intérieur.
La suite frt,frzr,..,,frkrfrrfr'rfrn+l ,,.',øo étant ordÌ¡nnée on a

et cette expression permet d'êcrire

tltl=Lo
I

)
ì
t

1
I

I

I
I

fr-:ri

k étant convenablement choisi

Iinr.
'U (ø, , frz r. . , ,frk r(ú ,fi'rfrk+l r . . .r ft^; f) >0 Cherchons une meilleure limitation pour des points suffÌsamment

intêrieurs.
Nous allons supposer que f(r):0. Posons alors

B¿: I ,'(òtå 
"-"#iÞ?,)l:(-l¡n-* 

,'@å##
. ?:l

et
B** : min. de 13¿, B*¡,¡: max. (13*i, B*.¡) d*¡:in nu¡r.

On en déduit quo

ll'l< Aq. min. (Bi;i) i, i:0,7,2,..., n, i*i=impair.
Désignons encore par F(z) le polynome L prenant les valeurs

(-t¡t-lat aux points r¡, ,i:i, 2,.-..,-n¡l (*r+r: ø), nous avons

æ"+'ü

d'ou en développant

-x)

I 11 rl
nz cl

ni f(*,\

f(:rz)I ,ri

I :.ur

I¿c
04
I u¡1r

2
íLt.

uZ

æi f(ø*)

f(r)fin

2r . .nr**r
,-z an'uk+t' -k I

0

f(nk+ ) F (z) n+r

'1,:4

(-1¡ø-e4t
(z-æ)P'(æ) (*n+t:*)

P (z)

l;t'(68) (-1)"-rt-tf'(r):
ícn uf; rei, ,f\nì) Bt: (- 1¡n-rt

Finalement si nous posons
þ'ø -rprru)

Ylu¡,, a2 t.. . t l)k, fr t frklt t.. , rr)

Pour trouver une limitation de Í' dans I'intervalle (ot ,'b1it' P(z):(z-æ) (z-*r) çz-n,) e Q)

ø1.&t <b, <b, il suffit db prendre lës points Cl t flz, ., ., ü* d&n$ R(z):P12¡-?-;trffi
1es) loc cit 1s¡.

Malh€mtÍca Vlll 4
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nous en déduisons

Bu : (-1)"-* R'(oc) : lR'(ø)1.

29. On voit que si æ est fixe Br est positif et ne s'annule jamais'

Si doux points fit at æ colncident B¡, devienl infini, il atteint donc cer-
tainement son minimum pour des points distincts. Enfin Br est homo-
gèno tle degré - L en r¡ eï r el' ne dépend que des différences mutu-
elles de ces nombres. Il en résulte que pour le minimum I'une au

moins des égalités frr:&, tn:b, doit être vérifiée.

S-upposons xt : u, et écrivons les conditions
' au+:0, i:2,8,...,f,.òx¡ -"' r-'

La valeur ainsi trouvée pour Br sera Þ B*r.

Nous avons

õBn (-l)n-ot't''
axt Xj- aÊ

donc
(æ¡- r)P'(n)F'(æ¡) : P'(æ¡) i : 2, 3,'.., n

en supposant les points ø7, æ distincts.

Nous en déduisons fìnalement

R(r) : 0, R(ør) : (- !)n-i*'r,'i,:L, 2, . .,, ft, R'(r,) :0,'ö-2, 3, . .,, f,,
Pour mettre en évidence le nombre /r désignons ce polynome

par T¡(e).
Supposons maintenant quo ffn : Ó et écrivons

AB,

ú:'' i=:L'2""'n-l
nous obtenons alors pour B¿ une valeur Þ B*r. Comme plus haut on

trou¡e
R(ø) - 0, R(æ¡) : (- L)n-i'*t, i,=\,2,... ¡Ít¡ R'(ø):9, i= L,2,.,,, fl'L

Désignons ce polynome par - Tr(z).
Nous avons

(69) B** ( lT'(ø)l pourvu que x,,1 b

(70) B*r { l1''(ø)l poqrvu \ue x1} ø.

0n peut d'ailleurs démontrer que l'égalité est effectivement at-
teinte pour une position particulière du point ø.

Le polynome " T (z) est un polynome de Tcsnsrcnon (40) dans un

1ro) Voir S, BnnusTurx loc. cit. 1e¡.
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lnur""orryur_* ]
Four que la formule (69) soit applicablo il faut écrire que ø esila

&è'me racine de Tr(e)=0 
-et 

q:re r.,n, qui çt laplus grande raeine de Ia
,dérivé0, es,t au plus égal à ó,

^ _b1*ø .bt-a - 2k-7 ,. -_ ^ _br*a , ba-ø E.æ: Z---Z-cos ,n $ oz-æn:-i-+î cos --:.

,Eliminant á¿ nous trouvons

ø(cos f, + .o. '# E)+ó(l-co r'E 
"¡

æertain intervalle (a, bì

TÁ(z): 965

T¡(z): seg

udonc

:r1$¡-
1+cos ff

ll,es points fr sont distribués de la rnanière suivante :

o1,il<Ê2<...<
De Ia mêrno rnanière nous avons

I zz-a,-bl
lnate cos--=- I
L tt-q I

ot les eonrlitions d'applicabilité de la for,mule (70) sont

*:ry++ "o"2ffn, ø1æ1:ry++.o, iI

td'ou

a(l*cos ?!#æ)1 ó(cos fi -.or'# "¡rl nrc:
n

Les points ?¡k sont distribués de la manièro suivante :

{?o(a1Tl.1rtz<,,.
30. Si æ est dans I'intervalle " (4¡,-r, 6r) les polynomes T^(z),

:dtt=k¡ k*L,... conviennent pour la limitation. Nous avons

lT'-(n\r:J n 2en-L
V {*--ol(ã: x-eLc-An F

.lT'{æ)l (,lT'¿¡r(ø) | < tT'¡,¡r(ø) I ( . . .
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On peut éerire aussi dans (€n-, , ê*l

r r'¿¡q (ø) | : 
V þå(¡-Ã: ffi V=. tr 2k-E

4n
n

n '1t b-Ê-;, zk+r
V E--t-ût8 n¡- æ:

(n-or) lb-n)

tg
2k+t

ÎE

I
2h-5 2k-l

n 4n
Cos ,- ll. cos -=-- ?E4n 4n

V {*-o)(b-n) tg
2k-'ò ^ 2þ-'ò

cos¿ ---- ?r
4n--4n ÍE

.d'où enfin
2k+t

f r,¿4¡(r) r ( ,, 
Lg-4n ît

' ,u-r,\ / -V @_aì(b_*l ,r2#n "
tt ) 2, k=2, 3,, ,.,

D'une rnanière analogue

dans (4r-r, fr)

n-1.

ìlr?-r(ø) | ( n
. 2h+3rg 4nE

dans (4¡ , nk+)v@- -nl 2k-lfg 4n",
n ) 2, h=7, 2,,,, , fl-2,

Remarquons que

. zh+Irg-4n rE

2k-3
-- 

7E

4n

n ) 2, k :2, 3,, .., n-L
tg

et

o[.o'f + .o, h) * o (t -..'#)r?r)6r:
l-rcos f,

,(t-"",L%)+uI 7Ë

n
. fE\* corTn)

å:n-r ( \n-r:
1+cos'L

,On voit donc que :

doq, d,ériuée d,'ww fonction f (r) bornée et il'ord,re m il,o,ns l'inter-

\'
ó2 T. POPOVtCtA

et on poura alors écriro certainoment

lf@\t( ao.lT'¡¡1(æ\l dans (4¿-r,, €i,).

De la même manière on trouve-

I f'@)l( ao.lT'¿-1(æ) I' dans (4¡r, qfr+r),
avec

lT'¿-1(ø) | : n 2k-7:-COt9-?8.
b-x - 4fi(ø-a)(lt-æ),

Nous avons dans (6*-r , 6*)

tTn+r@)t =hwz#n= 
*L*,-, *wzJf,n -

l+cosl t*cosl' ,u24!J nn ''-"-n ,2h+7 n -''--n 'o 4n
b-q, - zk-{'tg-zn æ: 6-rL . zk-'¿'-2¡-3 (

I-cos -n " srn -2- lg 4n ß

Íc . zk+l
-2n 2n zn tg 4n ß ,s¿-4 ß . " 2k-3 \
' s'n zn lg-4n T

rç . zk+l
6 rg-4n T4n1

b-a n æ 2k-3
srn 6 tg 

-4fi 
n,

ét fìnalement

lT'¿a,(æ)t.âH dans (e?-r ,. 6¡,))

n > 2' k:2, 3',, .. , fl-t.
De la même manière nous avons

T'¡-{n) clans (4¿, qfr+rlt

n)2,h:7,2',,;,rtu-Z,
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Supposons pour fìxer les idées que E soit un intervalle (a, b) et
considérons les différences divisées )

õo(n ;h, fl-: #ø > V) f @t@-ù D.
i:0

Supposons que l(r) soit bornée et posons

ln
rim. sup. | ) t-rl ,(T) t@t(n Ð¿)l: ,,, (u)

, Ii:r I

. &1.r,rth<b, l¿l<ð
orn (ð) est lq module d'oscillation d'ordre n dB la fonction.

Posons

a'n = ljm. sup. I ðn(ø ;h; Ð | dans (ø, ö).

Nous'avons o,n(ô) < n!õoo'n, donc si A'n est fìni

tl1ro"(Ð:0. ij

M. A:- Mlncsruo a démohtré que dans co caq la fonction est

continue (rl).
P¡enons n*L points oldonnés î1 t c2, , , . , fln*r et divisons

I'intervalle (æ, , nn¡) en p parties égales par les points

fil: l'o, fr'1r..., I'p-1 , î'lr=æ¡fl;

Soit æ," Ie point øi qr;i est ,le plus proche de z¡ (ou bien I'urr

d*eux s'il y en a deux). La formule (I0)'nous donne alors

lltrr" l ,.. , , n"nl t; f.llS A'o,

Mais

'r*,.-æ"tlsW
et la fonction éta.nt còntinue, on peut trouver'un'nombre r¡ Þ 0 tel què

¡lu1rr2r...tfin*r; fl-Itr"rr*"r,...,fr"*+t; fll(ç : .'
e ) 0 étant un nombre donné quelconque, pourvu que p't rl. Il en
résulte que '- 'i
, . B'ù A'n est fini' ct si lq, function est btnm4¿ elle est o,nss'i à 'nème

fliflérerice dàiisée bontée et on u . ,; .. -. .,
'i Å'=A1o' :

A. trhncr¡luri c, c.i_t. ,(7ì. ,
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uølle (ø, b) oéri,fie les iné.gali,tés (n ) 2)

(71)

tr'@)t .i Tfr.Lo_.o,

t f'(æ)ll@-a)(b-r)t<z

r aytpartenin U ,'On rrralle (a]\, )') øcec

I -cos,
¡:(b_a) 2n 

.

1+cos-L
n

Nous avons introduit ici le coefficient 2 ; il provient du fait que,
dans la démonstration, nous avons supposé /(ø)=Q. Le cas général se
ramène à colui-ci en eonsidérant la fonction f1þ):f (ø)-f (r) qui est
encore d'ordre n et on a évidemment

fín):O, f,r(z): ft (z), I f r@) t- 2Ao .

M, P. Monrnr, a bien voulu nous faire remarquer que, dans le
voisinage des extrêmitês ø*À ou á-l la seconde limitation est compa-
rable à la premièro pour les grandes valeurs de n, ll suffit de remar-
quer pour celà quo ), est de l'ordre ¿. 1.

n2
Les formules (71) ressemblent beaucoup à celles que Mrnronr

et M. S. BenNsrnrN ont donné pour la limitation de la dêrivéo d'un
polynome (f t). On voil qu'une fonction d,'ord,re n se comporte ìr, peu gtrès
conùrne un polynome d,e d,egré n døns un sous-i,nterualle, qui se rapproche
d'ailleurs autant qu'on veut de (a, D) pour n -> æ.

CHAPITRF] IV

SUR LES FONCTIONS CONVEXES .ÀU SENS DE M. JENSEN.

31. Dans son cêlèbre mémoire M. J. Jnusr¡ (rz) dêfìnit les fonc-
tions convexes (ordinaires) en ne considêrant que des difTérences divi-
sêes secondes prises sur des points équidistants. t

1lt¡ Voir S. Bunlsrux loc. cit. (a).
(42) J. fonctions co

entre les val t. 30 (1906
a le premier nies sur des
Voir son rné se di una o

"un aggregato qualunque" Rendiconti di Palermo t. 41 (1916) p. 108.
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On pout aussi tléfÌnir oy¡s y¿ène variatlon totale V'n sur des points
équidistants en posant

n1,

v'n=lim. sup'> lõ,(n*ih;h;Ð - ò,,(øf (jf llh;hiÐl-:
1,:0
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placer les points Íi par d'autres ø'¡ a%ss'i près qu'on ueut des r¡ tels
quo cette propriê[é soit vêrifiee. En dêveloppant alors I'inégalitê (74)
nous avons

476) f(*') * f(æ)>-(c' -r) A
V €trt2r.,.rfrt:ríL)

La qurnÍitê A es[ bornêe la fonctipn I'étant aussi pal hypothèse.
Dans V(øi, t2,..,,{r)n)t)) les points ordonnês &1t,..¡ tn, & sont? ou
.'bien fìxes ou bien on lemplace fiy¡ fi2r , , ) , tcn par des points aussi
voisins qu'on veut ; on peut donc s'arranger toujours de manière que

V(rr, 12, . , , , tn, r) reste plus grand qu'un nombre positif.
II en rêsulte que A, reste bornê quand n' varie.
Par le même procédê nous obtenons

.(76) f(*') - l(") < (r'- ø) Br

.B1 étant borné Jorsque n' varie. Pour celà il suffìt de prendre par
.exemple øo à droite de z. On procède de la mêmo manière si ø' ost
à gauche de æ.

Les inégalités (75), (?6) prouvent la continuitê.
Comme au No. précédent nous obtenons Ia propriété suivante :

Si une foncti,on bornée dëfi,nie dans I''i,nterualle (a, b) úrifi,e l,'i,n-
agali,té (72), elle est non-concaue d,'ord,re n (au sens d,w Chap, II),

Signalons encore la propriété suivante (aa) :

Si, une fonctiort, mesural¡l,e (au sens de M. Lts¡souø) uérifie l'inéga-
.lité (72), d,ans (a, b) ell,e est conti,nuo. en tout groi,nt intéri,ewr.

Supposons lo contraire et soit ø un point de discontinuité inté-
,rieur à (o, b), ll résulte de ce clui précède que dans tout intorvalle
"entourant ø il existe un point 6 tol que

477) tl(f)l> A

A étant un nombre positif aussi grand qu'on veut,

Soit o un nombre positif tel que I'intervallo (n-Zq nl?a) soit
,complètement intérjeur à' (ø, 0). Dans I'intervalle (n-o, n* a) il existe
,un poir'rt 6 tel que

"(?8) rl(6)r> (n*L)("Xt¡n

-nn+l
'où k est égal à i o" f suivant que n est pair ou impair,

(44) Pour r¿ 1 voir W. SrnRerNsKI ,, les fonctions convexes mesu-
¡,rables t'. Fundamen[a Matlr t. I (1920), p. 126,

-(r'-t) \.

:lirn. sup. (ru{ 1) /a ) rð,, 1@!ih;h; Ðt (/¿ > 0)
tlx

1,:l

Si 
^'r?+l 

est bornê, il en est de même ¡rour V'n, mais V'r peut

être bornée sans que A'n lo soit.
On démontro encore comme plus haut que si V'n est fini' et Iø

foncl,i,on f (n) bornée, elle est fi, nènte uariaticn bornée et on ø

If 
-. 

lT¡ln 
- 

| n.

Bien entendu, cette propriété n'est vraie que pour m ) 0. 0n a
en gênêral Vo)V'0.

32. Nous pouvons enfìn considérer des fonctions l(æ) vêrifiant
I'inégalité

(72) ô,,+r(r;h;Ð > 0 dans (o, b).

Je dis d'abord que sd une telle lonction est bornée elle est continue

d,øns l,'interualLe ouuert (", b) @ > 0).

De la tbrmulo (10) résulte qu'on a

(73) Írr, r,, . . ., nn{zl ll ='O

pourvu que les points 12 , û3¡ o r i I z,ra, divisent rationnellement I'in-
tervalle (*, , *n+z), Soit alors 'r un point intêrieur de (ø, b) et prenons

m points fixes r¡ , æi r. .. , rr¿ ordonnês et à gauche do ø et soit ø' un

point voisin de æ, qr'on peut supposer à droite de rr, pour fixer les

idées. On a

(74) IJ(tct, t2,. . ,¡ün, T, c';l) > 0

pourvu que la condition de rationalité soit vêrifìée. 0r, nous pouvons

toujours prendre los poínts ;e¡ de manière que frz t ts 
' . . . ' 

rrn divisent

rationnollement I'intervalle (æ¡, ø). Alors, ou bien rzr rsl . .. rfrn 1 fr
divisent rationnellement l'.intervalle (ø¡, ø'), ou bien nous pouvons rem-


