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SUR QUELQUES PROPRIETES DES FONCTIONS D'UNE u;'
OU DE DEUX VARIABLES REELLES.

par

Tiberiu Popoviciu
Ancien Eléve de 1’Ecole Normale Supérieure.

Recue le 8 mars 1933.

Introduction.

Dans la théorie des fonctions on cherche & approfondir I'étude
des fonctions trés générales qui se rapprochent, d’'une certaine maniére,
de fonctions connues. Les fonctions les plus simples sont les polynomes,
il est done tout naturel d’étudier les fonctions auxquelles certaines
propriétés des polynomes s’appliquent. C’est d'un tel probléme que
nous nous occupons dans la premiére partie de ce travail.

Pour étudier la fonction nous considérons ses différences divisées
de divers ordres. La méme différence divisée de f(x) pour les points
Xy, Xz,.00, oy €St égale au quotient
U(x‘l) X2ye0 09 Zatqs f)

V('Tl ) 2y 000y xn+l)
ot U(xy, %2,-+., Zat1; ) est le déterminant d’ordre n + 1 dont la
ligne générale est 1 ay f..... " f(x) et V(wy, #2,..., ®nyy) =
=U(xl y Lo eny Tntls xn)_-

La nime différence divisée d’un polynome de degié m est cons-
tamment égale 3 un méme nombre; ce nombre est nul si le polynomeg
est de degré n—1. Nous examinons les fonctions dont la néme différence
divisée est bornée. Nous considérons également la néme variation lotale
(ou la variation totale d’ordre n) d’une fonction, qui est par definition
égale 4 la limite supérieure de la somme

[xlaw2a°",xﬂ+l;f]=

m—n—1

i U
2 |A,,—l’,.+l|

1=l
{ .
An=[wi,mi+1s---,“'l-rn;f]: i=1,2..., m—n
x1<x2< o o o < Xy

lorsqu’on fait varier les points @, #2,..., Zm et leur nombre de tou-
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9 T. POPOVICIU

tes les maniéres possibles sur I’ensemble de définition de la fonction.
Nous dirons que la fonction est & méme variation bornée si sa variation
totale d’ordre » est finie. Nous étudions aprés les fonctions dont la
(n-+1)éme différence divisée ne change pas de signe. Nous dirons qu’'une
telle fonction est d’ordre n.Pour »=0 nous avons les fonctions mono-
tones et pour m=1 les fonctions convexes (ou concaves) ordinaires.
Nous signalons les principales propriétés de ces fonctions et nous mon-
trons leur rapport avec les fonctions & méme diftérence divisée bornée
et les fonctions & wéme variation bornée.

Si la fonction f(x) est & (n+-1)éme différence divisée bornée on
peut évidemment déterminer A tel que la fonction f(x)+2xmT! soit
dordre n. Nous montrons aussi qu’une fonclion & néme variation bornée
est la différence de deux fonctions d'ordre n.

Nous étudions aussi la dérivation des fonctions précédemment
definies, aprés avoir completé certaines recherches de STiELTyES sur la
néme dérivée d'une fonetion. Nous examinons la limitation de la dérivée
d’une fonction d'ordre » définie dans un intervalle. On trouve ainsi que
les fonctions d’ordre n se comportent & pew prés comme les polynomes de
degré m, tout au moins dans un intervalle intérieur convenablement choist

Dans la seconde partie nous essayons d’étendre pour les fonctions
de deux variables les résultats obtenus pour les fonctions d’une seule
variable.

La différence divisée d’ordre (m, n) de f(x, y) pour les k =
== (m-+1) (n-1) points Mi(x:, yi), 1=1,2,...,k est égale au quotient

Um-”(Ml, M27:~-;Mk; f)
Vm;"(Mli MZ)---;Mk)

ot Um,n(My, Mz,...,Mc;7) est le déterminant dont la ligne générale
est 4 @i 2o s B Vi TiYivae o T Yiv s PP @YE o 2Pyt [, ¥)
et Vm,n(Ml , Mo, ooo, My) = Uppu(My, Mp,.ou, Mg 2™ "). Nous sup-
posons, bien entendu que les points M; soient tels que le déterminant
Vm,n soit différent de zéro,

Nous étudions ¢es différences divisées et nous montrons qu'on peut
établir une analogie compléte entre le cas d'une et le cas de deux variables.

Dans le dernier Chapitre nous donnons une généralisation des
fonctions convexes et des fonctions doublement convexes (Voir P. MonTEL,
Journal de Math, Qéme série, t. 7 (1928), p. 29—60) de deux variables.

Nous sommes heureux de pouvoir exprimer ici I’hommage de
notre profonde reconnaissance & M. P. MoNTEL qui nous a beaucoup
encouragé et dont les conseils précieux nous ont éte tres utiles pour
la rédaction de ce iravail.

[Mia sz"'yM/(; f]m,n b
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PREMIERE PARTIE.

‘SUR QUELQUES PROPRIETES DES FONCTIONS D'UNE
WVARIABLE REELLE CONVEXES D’ORDRE SUPERIEUR

CHAPITRE 1,
-SUR LES DIFFERENCES DIVISEES DES FONGTIONS D’UNE VARIABLE REELLE.

§ 1. — Fonctions a différence -divisée bornée et fonetions
3 variation bornée.

1. Nous considérons des fonctions fi(x) définies, uniformes et
wéelles de la variable réelle » sur un ensemble linéaire et borné E.
A tout point de E correspond une valeur finie et bien déterminée pour
F(x). Nous désignons par a l'extrémité gauche et par b l'extrémité
droite . de l'ensemble E. Les points @ et b sont déterminés quel que
-soit E. Nous désignons par E’, E” ..., les ensembles dérivés successifs
de K. Nous disons qu’un ensemble E, est complétement intérieur & E
-si tous ses points appartiennent a4 E et si ses extrémités ar, b1 sont
intérieurs & lintervalle (a, b), (a-< a; = by <D).

Nous disens qu'une suite de points de ’axe de la variable x est
-erdonnde ou bien que ces points sont ordomnés si leurs abscisses rap-
.portées & une origine fixe sont rangées par ordre de non décroissance.
‘Nous supposons d’ailleurs, saufavis contraire, que tous les points d’une
telle suite sont distincts.

Nous appelons polynome L :(polynome de LAGRANGE-HERMITE) le
ipolynome de plus petit degré

PP (a1, .. i f]a)

wérifiant les conditions(1): (les accents désignent des dérivations)

() HermiTE a généralisé les polynomes de LaGRaNGE dans son mémoire
Sur la formule d’interpolation de Lagrange®. .Journal fir die Reine und
Angew. Math. t. 84 (1878) p..70.
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P () =f (1) P(“p+1)='f(“p+l) P(“p+ﬂ+l)=f(“p+q+l)
P! (“2) f h (“2) i (“p+2) f' (“ﬂ+2) P’ (“p+q+2)‘—f (“p+q+2)

po- U(a,,) f(" ”( ») P~ l)(‘7‘1v+q) Ao ”(“p+q) pir- 1)(°‘p+q—|—r) f - l)(G‘p+q+r)
Oy =0y =n=20p, Opfyt=0pt2="+=0ptq, CFptqt1=Eptqta= "= Aqdptry .-
PHg+rE =k

On sait que ce polynome est unique.

Enfin nous appelons avec M. NorLunD (2) différence divisée d’ordre:
k de la fonction f(x) pour les points distinets oy, &3 ,... axp P'expres-
sion définie par la relation de récurrence

f]__[“21a3: )-“k-l-laf]"'[wla“Zﬂ-"*“k!ﬂ

Gkt+1 — Oy
o5 1=1 ) .
La quantité (1) est symétrique par rapport aux points o; et peud
se mettre sous la forme d’'un quotient

W (o 5.0 5.0« oy Grtp 3 )i
V(“lJ %2000y “k-l:l))

(1) [“l,“Za'”,“k-l-v

[, @2 yeey Gugrs fT=

ou
g8 4 (Zi‘...... “.lf—l' f(al) |
1oy of bt f(a)
Uy, a2, vestiprs fY= g L
R Bt = Fopd ("‘k+l)I
et

\ (“l y X200 »“k+l)~= U(al #®2 5000y Kty ;xk)

est le déterminant de VAN pEr MonbE des quantités a;.
De la formule (1) on peut en déduire d’autres que reus signale-
rons & mesure de leur emploi. Remarquons ici- que

(2) f(“/(—l-l)"—P(“l y %2400, “k;fla“k—l—l) ==
__U(al,az,---,¢k+1;f1—_V(“l-“z,----.mk.+1), Fl o
— V(‘xl,“z,---,“k) = V(ﬁ“nﬁz,---,ak) [al,~m2y--°r--’a‘7“+hf]

Il en résulte que Si [y, % ,..., dkt1;f]=0, f(x) prend sur E les:

mémes valeurs gu'un polynome. Nous disons. alors que: f(x) est une-

fonction polynomiale.
2. Considérons les différences divisées-

[xl’er‘a coe e, Tt ﬂ"‘

(®) N. E. NosLunp. ,Lecons. sur les. séries. d’interpolation® p. 2

s
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:sur tous les groupes de n4-1 points distincts de E. Si 'E contient
anoins de n+1 points on peut indifféremment supposer que la mnéme
.différence divisée n’existe pas ou bien qu’elle soit identiquement nulle.

Posons i

Nm. | [z, @2, .o @aa; f1| = Aalf; B
(sur E

Ce nombre sera appelé la néme borne de f(x) sur E A,[f; E] peut

.8tre désigné aussi par A,[f] ou méme A, quand il n’'y a pas d’ambiguité

b
.6t par Ay|f] quand il s’agit d’un intervalle (a,d).
a

Nous disons que la fonction est & méme différence divisée bornée
sur E si A, est fini.

Le cas n=0 est celui des fonctions bornées; n=1 celui des fon-
~etions vérifiant une condition de Lipscuirz ordinaire.

3. Considérons m points ordonnés

'(3) DLy X2ye.00y&m
et soient
(4) AL=[Xi,xi+a,----,xi+k;f] (Af=f(x’))

i=1, 2,...,mk, %k=0,1,2,...,m-1

.des différences divisées d’une fonction définie en ces points.

La somme
m-n-1

() va= D A — 4|

i=1

.est la néme variation de f(x) sur les poinis (3).
Soit f(x) définie sur un ensemble E. Les variations v, sur toutes
‘les suites ordonnées de E ont une limite .supérieure V,[f;E]. Nous
b

-désignons ce nombre par V,[f], V. ou Va [f] et nous l'appelons la
a

-méme variation totale de f(x) sur E.

Nous dirons que la fonctlon est & néme varmtw'n bornée sur E si
Vi est fini. ]
Le cas n=0 est celui des fonctions & variation bornée ordmau'e

de JorpaN (3); m=1 a été implicilement considéré déja par M. DE ra

7 (3) Pour I'étude de ces fonctions voir H. LEBESGUE ,Legons sur I'in-
tégration ., . etc.® 20me ed. (1928) p. 96 ; ou encore L. ToneLLI ,Fondamenti

‘di Calcolo della variazioni® t. I, p. 40.
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Varute Poussiv () et étudié d’une maniére générale par M. A. WinreR-
wrz (3). ’ ' " :

§ 2. — Piopriétés des fonctlons dont fa néwme différence divisée
est bornée. :
4. Soient @y, 02,...,0; Bryfa,...,Bis “7+1?‘ﬁ}‘ﬂr1 » Opp2=Ppzse00se
ax=Px, k47 points distinets (1 <j<k). Nous avons-d’apres la formule (1)
< (’Wi_ B')[‘“l J “"2,---',“?/, 6'; pi-l-l gerey p/‘ ;f]l:‘
=‘V[ai)“‘2)""} “I)ﬁi-l-l -850 g Blé“; f] = [“’1 3 2500 ay Oy 1?’7’7" -'7pk;f‘lbs“
Faisant 1=1, 2,..., k, ajoutant membre & membre et supprimant:
les termes identiquement nuls nous en déduisons la formule suivante::

(6) [“15“2)-"7“k;f] [31:627 Bksf]_
"'2(“: pl)[“l,%w - &, ﬁ‘l’ﬁ!—"lr'- 1pr f]'

i=1

(pour j=1 nous avons la formule (1) elle méme).
Cette formule permet d’écrire

() l=y, 22,0 es@ns F< 2152, ..,xn,fs|+(21xzx,4) B IfH
<| &', 825000y &' Fl |+ 0 (b-a). Aalf}

done toute fonction & méme différemce divisée bornée est aussi & (n-1)eme
différence divisée bornée.

En particulier loute fonclion & néme dufférence divisée Downée est
bornée.

On voit encore que la fonction est & nombre dérivés bornés sp
n>1; elle est donc aussi continue dans ee cas.

La continuité résulte également de la formule suivante:

(8) |[x1,xz,- xn—H1]cly_"'[x1,x2,-°°,xﬁ+1’f]l<2nA"‘4
Xi-

3, max. ‘

(4) Ch. DE LA VALLES POUSSIN ,Note sut B approximation par un polynome-
d’une fonction dont la dérivée cst & variation bornée® Bull. Aead. Belgique-
1908 p; 403

() A. Winterntz ,Uber eine Klasse von linearen Funktiongl Un~
gleichungen und {iber konyexe Funktionale®. Berichte kon, sichsischen Gese!]sclh
der’ Wissensch. zu Lejpz.;g t. 89 (1917) p. 849,

(5)‘ Par la notation max (a;,@3,....) ou ma;r: (@) nous désignons le-
(ou les) plus: grand des nombres a;, a5, ... Notation én’alogue pour le plus:
pétit dé Gés nombres.
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8 = longueur du plus petit intervalle contenant
les points Xy, X2,4¢., X o X'ty X igr, .00y X ag
t=1,2,...,n+1.

Soit »' un point de E’ n’appartenant pas & E. Si, quelle que soit
la maniére dont le point X de E tend vers x', f(x) tend vers une
méme limite finie et bien déterminée, nous pouvons encore dire que
la fonction est continue au point X' en prevant f(x) égal & cette limite,

Il existe toujours un sous-enseinble dénombrable E* de E tel que
E-E* appartienne & E* et que la fonction continue f(x) soit compléte-
ment déterminée par ses valeurs sur E*,

La formule (1) permet encore d’établir la suivante:

9) (repr =) [0y, 0y ey Gy Gigry ey Gipr 3 f] =
= (=) [or, d, .00y 005 F] 4+ (o -“:)(“2,“3,'--’“k+1 ;f]-

Si la suite o, 02, ..., %4y est ordonnée on voit que la d fférence
divisée o, %200y 0iay, Rifi, .0, 0%41; f] est comprise entre les
différences divisées [y, ez,. .,k ], (%2, %3000, @i fl.

Soit a';,a’y,..., a's+1 une suite partielle extraite de la suite
ordonnée &, ,...,%n et telle que o'y=oy, sy =0n.

Par application répétée de la formule (9) nous obtenons

(10) ', a's,...,a k41 s fl= ZAI [“la Gty e ony Gt J1(Y)
1—=1
ou les A; sont positifs, indépendants de la fonction f(x), et onl une
somme égale a 1.
Il en résulte que

min.  ([ai, @ig1,. o, @ias 1) <[Eh &2, o0, a5 1<

=1, 2,..., -k
< max. ([a;,mf+1,---,¢f+k;f|)
. 1"_" 2| J’”"k

() On peut remarquer d’une maniére générale que si la somme

2 A [0&1 y Ol s e ooy Xitrs ] (Al indé‘pendanls de f(w))
=1
ne dépend explicitement que de f(a'y),, f(a'a),, .., Fla)iay e, ees, &

étant une suite partielle de a; , %2 yessy%m, elleest nécessairemernt de la forrhe

2 Alila's, e’ iy ee ., a'iqrif] (A indépendants de f(x)).
1=1 )

Un cas particulier de la formule (10) a été employé par M. A, MARCHAUD
dans sa Thése ,Sur les dérivées et les différences des fonetions de¢ variables
réelles® (Paris 1927) p. 32.
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et
|[“'l;“"2\1" “/‘+l7f]]< © max. (|{“17“i+1)-'-1“i+k;f]|)'
=1, 2,..., m-k
Supposons que E soit un intervalle et soient X;, x2,..., Xa4y
X' X', 000, X 0, 2n4+2 points de cet intervalle.
Supposons que %> 0 et écrivons

X+ Ax
o Y =1
' La formule (8) montre que [£ ,Ez,...,Est1;f] est une fonction
continze de A pour A >0, égale pour A=0 & [x;,X2,:..,Xnq1;f] et
pour A=-o0 & [x'y,x5,..., %413 f]-
On en déduit donc la propriété suivante :
Si E est un intervalle et i [%,, %2,y Xnp1 3 f] = A
X'y, %'2y. .oy @'aqa 5 F]=B, il existe dans tout intervalle contenant tous
les points x;, ®'t une différence divisée prenant ume valewr quelconque
comprise enlre A el B. A
La propriété n’est pas vraie pour =0 puisque dans ce ecas on
a toujours 8=1 dans la formule (8).
En particulier si la néme différence divisée reste en module plus
grande qu’'un nombre posmf elle garde un signe constant.
Soit x*y, ¥*2,..., %" une suite ordonée telle que xy,x3,..,, Xz,
en soit une suite partielle (¥;=x*, Xy =1x%n) et telle que

" i=1,2...,n+ 1.

“max. (| X% — x% i
i=1,2,.,m-1 h i
€ étant un nombre positif.
Considérons les différences divisées

(1) - di:[X*ivx*qj+l’“-,X*i-}-n;ﬂ i==],2,...,m?n.

Supposons maintenant que [x;,x2,...,%,4,;f|=0 et appliquons
la formule (10). On voit alors qu'il doit exister au moins un indice &
pour lequel did;4, <0. De ceite inégalité et de la propriété précé-
demment démontrée on déduit que :

Si [¥1,%2,..0, %1135 f] =0 il existe, dans le plus petit intervalle
contenant les pomts xi, un tintervalle de lomgucur oussi petite qu'on
veut o il y a au moins une différence divigée nulle,

En appliquant la propriété a Ja fonction f — Ax” et en regardant
plus attentivement la démonstration, on voit que si [£4, X2 5.0y X 4 15 F]1=
il.existe un point x dans le plus petit intervalle contenant les pomts
xttel que dans tout intervalle I(x;%) de milieu x et de longueur 7 il
existe au moins une différence divisée prenant la valeur A,

PROPR DES FONCT. D'UNE OU DE DEUX VAR. REELLES. 9

Nous pouvons voir encore que, de la formule (6), on peut déduire
que si E est un intervalle et si

[ty,%2,...,005f] =0, [¥'y, %2, .00, ¥n; f]=0
EINE LT N SRR S ordonnés

-on peut trouver dans lmtervalle (x;,x ‘s) au moins une méme différence
divisée nulle, :

5. Il résulte de la définition que la #2me borne sur un sous-
-ensemble est au plus égale & A,.

Soit ¢ un point de E et E;, E; les parties de E comprises
Tespectivement dans les intervalles fermés (a,c), (¢, ). Nous allons
amontrer que si l'ensemble E est dense dans lintervalle (a, b) la néme
tborne de f(x) est égale a A,[f;E] sur 'un au moins des ensembles
£, ,E2,

Pour n=0 la propriété est évidente, quel que soit E.

bupposons donc n >0 et considérons une sulte de nombres

1
~@051t1fs €1,€2 ,.0.,Em,... tendant vérs zéro avec ek 11 ex1ste par dé-

finition, une différence divisée telle que
r €m
|»x,,xg,...,x”_H;f]|>A,,——?>A,,—em.

Si les points x; sont du méme cdté du point ¢ nous prenons
<ette différence divisée et nous la désignons par An(en). Dans le cas
contraire, en appliquant au besoin la formule (9), on peut supposer
«que ¢ intervienne dans la différence divisée considérée.

Soit done

{12) [lrs%as ety 6 g st 1> Aa—

{a suite xq,x2,...,%,¢ %4,,...,% étant ordonnée. Appliquons la
formule (9) en intercalant un nouveau point entre ¢, x;, [ce qui est
:toujours possible puisque E est supposé dense dans l'intervalle (a, b)]
et prenons celle des différerices divisées qui vérifie inégalité (12). En
wépétant ce procédé, deux cas peuvent se présenter:

10, Ou bien, il reste toujours ¢ points & gauche de ¢ et alors il
v a des différences divisées [, %3 ,...,%,¢ %541 ,...,%'n; f] vérifiant
(12), les points x'; 1 ,..., x'n étant aussi prés qu’on veut de ¢. Nous
pouvons trouver alors une suite ordonnée xy, Xp , ..o, Xi, £ g ,.00, X0,
< telle que la formule (8) nous donne

g‘[xth ’---)xl',x"'i+l1----;x"ﬂvc;f”>|[¥|!x2 e s X0y € x,i'l-l’ x"’f”-_
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et alors
I[xl7x2 ,---,xi,x”i+1,‘--,X”71,C;f]l>An-em_

Nous prenons celte différence divisée pour A, (ex).

20, Ou bien, & un moment donné, il n’y a que 2-1 points & gauche:
de ¢ et nous sommes ramenés au cas 19,

Finalement il existe' donc toujours dans E; ou E2 une différence-
divisée Ap(en) vérifiant les inégalités

A= | An(em) | > An—em.

An(er), Bn(e), o, Aulem),...

a donc pour limite A.. Or, il y a certainement une suite partielle-
infinie située tout entiére dans K; ou K, el cette suite a évidemment.
la méme limite A, ce qui prouve la propriété.

Nous en déduisons facilement que

La néme borne d'une fonclion définie et a néme différence divisée
bornée sur un ensemble dense dams wun intervalle (a, b) est la méme
que sur um sous-ensemble compris dans un sous-intervalle de (a, b), de
longueur aussi petite qu’on veut.

Lia démonstration précédente nous montre aussi que si E est
dense dans un intervalle, la limite supérieure de |!xq.x2,..., %np1;7]k
est égale & sa plus grande limile.

La formule (9) nous montre encore que si [[1;.x2, ., Xnp1; f]]|=An
la néme: différence divisée est constamment égale a [ry, ¥z, ..., Xot1;f}
dans le plus petite: intervalle contenant les points X;.

L’étude des: fonctions dont: la néme différence: divisée  est une
constante A revient & celle des fonctions & néme différence nulle puis-
que f—Ax" est une telle fonction. Cette derniére est done une fonction
polynomiale. Pour préciser nous dirons qu’elle est une fonction polyno-
miale d'ordre m-1. Elle prend sur E les valeurs d’un polynome de
degré. n=1.

Si la borne A, est atteinte par [¥;,x2,. .., ¥np1 ; f] 1 fonction est
polynomiale d’ordre: # sur- la partie: de E comprise: dans le: plus petit
intervalle contenant les: peints x;. Si A, > 0; le degné du polynome:
est effectivement égal & n.

La suite

6. Entre. deux bornes. 3., An il 0’y a en. général aucune relation..
Reprenons la formule (7). La relation. (1) nous montre que

13) [y, %ay e ¥y FI << Ak Ak, B <n-1

ot Ax dépend des points x’;. Le minimum A de Ax dépend seulement.
de I'ensemble E. Nous avons alors

PROPR DES FONCT. D'UNE OU DE DEUX VAR. REELLES. 11

(14) Ay < A8 4 B. Yy, E<n-1

ou A, B ne dépendent que de I’ensemble E.
D’une maniére générale enire trois bornes Ap, By, b, p < g <7 il
y a toujours une relation de lo forme Dg<<A.Ap+ B.Ar, ow A ¢ B:
ne dépendent gque de Vensemble E.
Supposons en particulier que E soit un intervalle fermé (a, b)..
On peut écrire

P

. 2
l[x",x’z’.“’x,n;fjlélx_’—l_m 'An--’l

2
[¥'1—x'a] b—a

min.
Les résultats du Nr. 5 nous montrent que pour rendre minimumm
le coefficient de 3, dans la formule (7) il est permis de prendre
x"2=x’3="'=w,n—1=~xi=x2='"=1'n .

On obtient alors la formule

(15) %blan-z + (b—a)A,.

Prenons aussi
| [y 22, e @ <

(@' + 2’y —x'1 —2'2) A
(@'n—2x") (@51 — 1) (2"n—2')
n> 8, oy <a's <a'n-g <&'n.
Procédant comme plus haut, on arrive & la relation
(16) Bny < (,)—_4017 bos+20-0)8  (n>3).

Prenons: encore.

n=3s

n
Erlv(x'l ,a’",’z PO 7-'1_4'_’1'_—14 a",l—{fi AR ,:l_;’n.);.l,
[/, @2y es @ ]| <=

|V (3’}'| ’ -7"72~7 QoD x'")|
Le minimum du coefficient de A, est égal a (8)
92n-3
B—ar
(8) Le maximum de I'invers de cette quantlte est en effet égal aw
maximum du polynome g"~!-}... s'écartaht le: moins possible de zéro dans.

lintervalle (a, b). Voir Ch. de la VALLEE PonssiN ,Lecons sur 'approximation
des fonctions d’une variable réelle® Chap, VI Le polynome en, question est:

(b—a)r-t 2g—a—0b
m‘— cas n— 1) arc COS —ﬁ -

Voir: S. BERNSTEIN. ,Lecons sur les: propriétés extrémales, .. etc.“ p, 6.
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‘avec
, bta b-a 1—1 '
Xi=—g-— 5 €S — T, 1=12,...,n

Nous avons alors

2'@—%’i|§2|x’i—a|=b ( Ecos—ﬂ) =g—(b-—a)

=1 =1 i=1

«d’ou la relation

’(17) A <

92n-8
(b—a)*~
Dans les relations (15), (16), (17) on peut évidemment remplacer
~h—a par un nombre inférieur.
Les inégalités précédentes sont celles de M. Hapamaro () lorsqu’on
=suppose l'existence de la néme dérivée. Nous les avons obtenues par
-une méthode trés simple.

A0+ 2(b a)A

7. Si f et ¢ sont a néme difference divisée bornée, f+¢, ¢f ou ¢
~est une constante sont aussi & méme différence divisée bornée.

Le produit de deux fonctions & néme différence divisée bornée est
encore a méme différence divisée bornée. Cela résulte de la formule (19)
; ! k
; S AL 3
Q(IS) 1 [“Ia“Zs"'a g ] ’f-:P]-—_ Z [aivaZa-"') Lk—i+1 ;f]-

=0

fok—it1s ®h—gpzs-eer®py1;@l

que l'on vérifie facilement par récurrence & l'aide de (1).
Plus généralement si F et f sont & néme différence divisée bornée
SF(f) I'est aussi. Cela va résulter d'une formule donnant la différence
«divisée d’une fonction de fonction.
Posons.
fi=f(a), 1=1,2,...,k+1. b

On a évidemment une relation de la forme

k
‘(19) [“17“2,---7“154-1 ;F(f)]=2[ﬁ:fi+|,---,fk+|;F]-

i=1

k
A (g, 0y, B g )

(%) Voir par ex. T. CARLEMAN ,Les fonctions quasi-analytiques® (Paris,
1926) Chap. I,

(19) C’est l’analoguc en termes finis de la formule de Lumnirz, Pour
des points equldlstants elle a été signalée par M. E. JacoBsTHAL ,Mittel-
‘wertbildung und Reihentransformation Math. Zeitschr. t. 6 (1920) p. 100.
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les A (ay,04,... , %) ne dépendant que de la fonction f(x). Ces:
quantités peuvent se caleuler & P'aide des relations de récurrence

%
2 : (h+
.A,(ik)(alpa27"'!“k+.l)= [a1,a2,...,ak+l;f] A ]'I‘l(aj’ ]+l’ ,“kh

A;ck)(“l» “21'"a°‘k+l)=[“1 yoee s Ef 4y ;7).

Si nous désignons par d,, W ool d(”) des différences divigées:
d’ordre r de la fonctlon f(x) surdes pomts i, convenablement choisis,.
le coefficient Ay, gy ..o .y dkgy) est de la forme

’ " ’ " ! " .t
(20) >4, &, .. dPdad. . 9. . dd. . .d)
avec
©@1) ptgt - Hi=k—itl,  pt2gt - - - Fh=k ()

Par exemple si f est & néme différence divisée bornée, ¥ lest:
aussi si & = = (1), ou bien si k est un entier positif. Si | /| >¢>0-
sur E, % est & nime différence divisée bornée quel que soit k. On em,
déduit que le quotient de deux fonctions & néme différence divisée bor=-
née lest aussi si le dénominateur reste en module plus grand qu'un,
nombre positif. Nous en déduisons aussi que le module d’une fonction-
4 néme différence divisée bornée n’est pas en général a meéme différence-.
divisée bornée si n > 1.

Considérons une famille de fonctions (f) définies sur un méme-
ensemble E. Désignons par A; la limite supérieure des némes hornes.
des fonctions de cette famille. On voit tout d’abord que si A, est fini,.
toute fonction limite de la famille est & néme différence divisée bornée-
et sa borne ne dépasse pas A*,. Si A*; est fini, il ne résulte pas encore-
que A%, A%, ..., A% ., sont finis. Mais si A%, A¥m (m <m) sont finis-
il résulte des inégalités de M.Hapamarp que A%, 41, A%, 4o, .y A%y
sont aussi finis. Si les fonctions de la famille ne sont pas déﬁmes sur-
le méme ensemble des circonstances toutes différentes peuvent se pré--
senter.

Considérons une suite d’ensembles finis k*, E*,,..., E&, ... cha-
cun contenant le précédent et ayant pour limite E*, ev1demment dénom~-
brable ; inversement, tout ensemble dénombrable peut s’obtenir de-

(1) La somme (20) s’étend & toutes les solutions en nombres entiers ef:.
(k—it+1)!
plagl...t!}

La formule (19) donne & la limite la dérivée kéme d'une fonction de fonction,

(*2) On considére bien entendu une branche réelle de la fonction f*.

positifs du systéme (21) et & chaque solution correspondent termes.
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“gette maniere. Soit une suite de fonctions fy, fo, ..., fm,:. ., [in étant
~deéfinie sur E*n, m=1, 2,..., et telle que

Ao[fm; E*m] = A0 ’ An[fm H E*m] = A,, m = 1, s

Il existe alors au moins une fonction limite f(x) définie sur E*
wérifiant les inégalités

L[f 3 B = B, Alf;E] =4
La démostration est immédiate (13).

Y

§ 3. Propriétés des fonctions a néme variation bornée.

8. La formule (6) donne
’(22) I [331,602,..-,\23,%'_1 af] l s l [’131’, 3321"'% Celn'f'l ;f] I +(n+1)vﬂ

~done, toute fonction & méme variation bornée est & néme différence divisée
bornée.

La réciproque n’est pas vraie.

De (1) et de (5) nous déduisons Va= (n+1)(b—a)b, ,, donc
toute fonciion & (n-t1)eme différence divisée bornée est néme pariation
bornée.

La réciproque n’est pas vraie (14).

Il en résulte que toute fonction & méme variation bornée est aussi
& (n—1)éme variation bornée. En particulier une telle fonction est tou-
jours bornée.

Posons vn=un(%{, *3,..., tm) en mettani en évidence les points
(8). Soit v(™ la limite supérieure des va(Ty, &g 500, ch) lorsque les
p0Oints varlent sur E, leur nombre restant fixe. A tout ¢ > 0 correspond
-donc au moins une suite (3) telle que

On(Ey 5 gy vl ) 3 vl wmrel

On démontre facilement, & l'aide de la formule (9), que si on
ajoute un nouveau point x, compris par exemple entre @, Zitq, OD &

'Un(felaxzy'-"‘/ei;‘r)vci-}-lv'-'!xm) == vﬂ(wl’xZ,---’“:m)

d’olt )
+1) (m) __
vsbm > vn e

(18) La démonstration se fait par Ja méthode diagonale bien connue.
‘Grace aux travaux de M, MonTEL, c’est aujourd’hui une méthode courante
dans ce genre .de probléemes,

(14) 1l est facile de mettre en défaut la réciproque par des fonctions
«convenablement choisies et par des intégrations répétées.
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«donc
v(m-H) = v(m) I

La quantité o™ tend donc pour m —> oo vers une limite, qui est
mécessairement égale a Vp,. Si E contient m points V,=V{™. 8i K
.contient une infinité de points V, est aussi la plus grande des llmues
-des va.

Il est & peu prés évident que, si E* est un sous-ensemble de E,
on a Vo[ E < V. [f;E]l

v Prenons un point ¢ appartenant & E-+E’ et désignons par By, E,,

les parlies de E comprises dans les intervalles fermeés (a, ¢), (¢, b).

Il est facile de voir que

Va (£ Eq] + Valf s Ed < [/ E}.
Supposons maintenant que ¢ appariienne & L. Soit 1;,, ]a variation
sur les points (8) auxquels on ajoute le point ¢ et v, v, les varia-

‘tions sur les points de cette suite qui sont respectlvement dans E; et
E,. On peut prendre les points (8) de maniére que

vﬁ[”’—e(vngv’ngv',’,ﬁ- v’

-d’otll
Valf 3 Bl S ValF s Bl 4 Va [/ Bl
Nous avons donec dans ce cas
{23) Vo [F3B1=Va 73 B + Va [F5 Eo]

9, Si »> 0, une fonction & néme variation bornée est continue.

Soit E* un sous-ensemble dénombrable de E, tel que E-E* appar-
tienne tout entier au dérivé de E* (E* peut coincider avec E).

A toute variation v, et & tout nombre ¢ >0, on peut faire cor-
respondre une variation v*, sur E* telle que vp <v* -+ ¢, donc :
Vo £ E]<Val7; B .

Mais on a aussi V. [f;E]> V,[f;E*], donc:

Va lf3El = Vo If 5 B 4

Nous pouvons toujours trouver une suite d’ensemble E* finis
bl iz et B mse <o paChacun contenant le précédent, telle que la
fonction soit complétement déterminée par ces valeurs sur la limite E*
de cette suite, et telle aunssi qua

lim. Vn [f 4 E*m] = Vn [f;E] v
m — OO

Ces propriétés résultent de la continuité. Elles restent donc vraies
pour n=0 si la fonction est continue. On voit aussi que dans ce cas
{28) reste vraie méme si ¢ est un point de E’
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10. Si f, ¢ sont a méme variation bornée il en est de méme pour
[+e et ¢f, ¢ étant une constante.

La formule (19) permet de montrer que si f est & néme variation
bornée et F & (n4-1)ime différence divisée bornée, F(f) est & néme va-
riation bornée. f* l'est aussi pourvu que £ >n-+1 ou bien égal & un
nombre entier positif. La propriété est vraie quel que soit & si | /| > ¢ > 0..
On en déduit que le quotient de deux fonctions & méme variation bornée
est & méme variation bornée si le dénominateur reste en module plus:
grand qu’un nombre positif,

Il est & remarquer que f* peut ne pas étre a wéme variatiom
bornée si k <<n+41. Par exemple la fonction

| = n
FE=CE, a-19s.
est & variation bornée ordinaire (d’ordre 0) tandis que f° est & variatiom
non hornée.

Si la néme variation totale des fonctions d’une famille (f) reste-
au-dessous d’un nombre fixe, toute fonction limite a une variatiom
totale d’ordre » au plus égale & ce nombre.

Soit enfin, comme au No. 7, une suite de fonctions fy,fa,...,
fm,..., définies respectivement sur les ensembles finis E*,E%,...,
E*n,... et telles que

Ll [fm s E'm] <A, Va [fm > E*m] ;\§ Va,
il existe alors au moins une fonction limite définie sur lensemble
limite E* et vérifiant les inégalités

Ao‘f;E*]SAOp Vn[f;E*]SVw

La formule (22) nous montre d’ailleurs, par un raisonnement:
analogue a celui employé au No. 6 que

Ap<A.Ap+ (n41)Vy

A étant un nombre fixe dépendant des ensembles E*;, cette inégalité:
étant vérifiée par toutes les fonctions fm. La limite f(x) peut alors
atre déterminée et elle vérifie aussi l'inégalité

A3 B < A dgF (1) V.
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CHAPITRE IL

DEFINITION ET PRINCIPALES PROPRIETES DES FCNCTIONS CONVEXES
D’ORDRE SUPERIEUR.

§. 1. — Classification des fonctions de variable réelle
par rapport aux polynomes.

11. Considérons n+2 points ordonnés de l’ensemble K
(24) LyyTygenes Eygo
et représentons la fonction f(x) par les points A; de coordonnées
i, (o), 1=1, 2,..., n+2

Le point A,y, peut avoir trois positions différentes par rapport
a la courbe représentative (L) du polynome

P(CC], CCz:-"axrﬁ'l;flx)'

Il peut étre au-dessus, sur ou anu-dessous de (L). Nous dirons que
la fonction est convexe, polynomiale, ou concave pour les points (24)
suivant les trois cas.

Analytiquement, on aura les trois relations

App2) =Py, 2y, ooy Tyyy ;f|oc,,1-,2).

La formule (2) permet d’écrire ces relations sous la forme

>
(25) [y 25005 23] = 0.
<

Sous cette forme, on voit que la définition est indépendante de
Pordre des points. '
Si les points (24) sont ordonnés on peut écrire aussi

U(wlswza---awki+2§f)=0
<

puisque dans ce cas, V(&1, L34.0., Lyi2)> 0. :
En général le point A; aura une disposition précise par rapport
au polynome

(26) Play, Zas oy Byogy Bigryeos Ty 25 | 2)

La fonction est par exemple convexe si le point A; est au-des-
sus ou au-dessous de cette ligne suivant que = 4 2—¢ est pair ou
impair.

Mathematica VIIL. 2
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Nous pouvons donner la définition géuérale

La fonction sera appelée convexe, non-concave, polyno-
miale, non-convexe oy CONCAVE d'ordre n sur lensemble B suivani
que les différences divistes dordre n-+1 sur tous les groupes de n+2
points de E sont > 0,=0=0 =0, <0

Ces fonctions forment la classe des fonctions d'ordre n.

Pour n=0, nous avons les fonctions monotones, Pour n=1 les
fonctions convexes Ou concaves ordinaires.

Si la fonction f(x) est convexe ou concave, — f(x) est respec-
tivement concave ou convexe. On peut prendre la fonction non-concave
d’ordre » comme type de fonction d’ordre n. Les fonctions convexes
et polynomiales peuvent alors élre regardées comme des cas particu-
liers. Dans 1'étude des fonctions d’ordre n il s’agira toujours, sauf avis
contraire, de fonctions non-concaves.

1l peut arriver qu'une fonction posséde & la fois plusieurs pro-
pirétés de convexiteé d’ordre différents. Nous dirons qu'elle est de la
classe (a, b, ¢,...) si elle posséde des propriétés d’ordre @, b, ¢, ...
Pour mettre en évidence la nature de la fonction nous affecterons les
nombres a, b, ¢, ... d'indices de la maniére suivante: a, a*, @, @', &
suivant que la fonction est non-concave, convexe, polynomiale, non-
convexe ou concave d’ordre a. Il est quelquefois utile de distinguer
les fonctions de signe invariable. Pour Vuniformité des notations, nous
conviendrons de les appeler fonetions d’ordre —1, et nous affecterons
ce nombre d’indices, comme plus haut, suivant que la fonction reste

>0,>0, =0,<0, <0.
12. Si nous faisons le changement de variables
x=aX'+8, y=ry+d AE)=rf@x+E+?

nous obtenons facilement

’ ’ Y
[904',992'»,---;90n+2;f]= n 1[x,,x2,...,ac,,+g;f].
ot

Donc un changement d’axes de coordonnées ne change pas
I'ordre de la fonction. Un changement d’unités sur les axes, ou un
déplacement d’origine ne changent pas la nature de convexité de la
fonction. La nature de la fonction ne change pas si on change I'orien-
tation des deux axes, la fonction étant d’ordre pair, ou bien l'orien-
tation de Paxe des abscisses, la fonction étant d’ordre impair. Dans
les autres cas, la fonction non-concave (convexe) se <change en une
fonction non-convexe (concave).

. Soient o', b, les extrémités d'un sous- ensemble complétement
intérieur & E. Dans la suite (24) prenons le point % dans Uintervalle

e .
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@, a') fermé a droite et ®,y, dans intervalle (b’,b) fermé a gauche.
4,3 fonction est, par définition, comprise entre les deux polynomes L

P(‘/“rch 7‘22"'""‘%%4—[;]“%)7 P(a?2|w37---v 13”_]_2;"" sz')

Toute fonetion dordre n (= 0) est bornée sur tout sous-emsemble
complélemant intérieur & Vensemble sur lequel cctte fonction est définie.

i E contient ses extrémités, on peut prendre 3=a, ¥, ,=0 et
.on voit alors quune fonction d'ordre n (=0) définie sur un ensemble
comtenant ses exirémités est bormde.

Nous pouvons remarquer encore (ue si f(x) est d'une classe don-
mée sur K, elle sera de méme elasse sur tout sous-ensemble de E a
condition, bien entendu, de regarder la convexité et la polynomialité
.comme des cas particuliers de la non-concavité.

13. Occupons-nous des fonctions définies sur un ensemble fini.

Prenons une fonction définie sur la suite ordonnée (3) et emplo-
gons les notations (4); on .voit alors gue

Les conditions mécessaives-et suffisantes pour que la fonction soit
non=concave (convexe, polynomiale) d’ordre n sur (3) sont:

AL, = 0,(>0,=0), é=L3...,mn—L

Ces conditions sont, par définition, nécessaires. Montrons qu’elles
-sont suffisantes.
1l suffit de montrer que de I’hypothése

‘A;L-I—-d )'Afo-i-rl = (0, (> 0,=0)

-on peut conclure
[o1, @a oo @i o1y ®ibrre )2y 133T] = 0; (>0, = 0)
=2, 8,...,n+1.
Construisons les polynomes ‘L
{(27) P2y, v v 7 gy s ), Py, T3yeees Tugas f| )
«(28) P (%1, Tory oo vy Bim1os Tt 00 9 Ty 2 if @)

L@t soit lo point A;(xi, f(x)). On vérifie sur la figure que si les signes
.me se correspondaient .pas le,polynome (28) aurait en commun avec
X'un au moins des polynomes (27) .plus:de » points (15) ce qui ne saurait
-arriver que -si les strois polyomes:(27), (28) coincident. Il v a alors
.contradiction, ee gui démontre la propriété. En répétant ce procédé

{(19) Si deux polynomes coincident -sans -se traverser, ce point compte
-am moins pour deux points d’intersections.
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on peut atteindre tous les groupes de = +2 points de (3). La propriété
résulte d’ailleurs aussi trés simplement de la formule (10).
La fonction étant non-concave d’ordre % sur (3) la suite

(29) ‘ Brpry Ahpryee., ARE

ne présente pas de variation de signe('6). La formule (L)) montre alors:

que la suite
1 2 o TT2—
Al‘l; An,-°-7A7'hn

est non-décroissante. Si f est convexe cette suite est eroissante et sk
elle est polynomiale, la suite a tous ses termes égaux.

Une fonction polynomiale d’ordre = est aussi polynomiale d’ordre-
supérieur & %, elle ne peut é&tre que convexe, polynomiale; ou concave:
d’ordre (n—1)(*7). Pour qu’une fonction diordre #. soit aussi d’ordre-
n—1 il suffit d’ajouter une condition supplémentaire, comme nous le:
montre la monotonie de la suite (30). Cette. condition est. mise em
évidence dans le tableau suivant

nature d’ordre n de la fonclion

n* [ n n n! n'*

(n—1*| 4>0 | ;>0 | A>0 [A7T">0|A7 " >0
(n—1) | 4, =0 | A, =0 AT 0 |AR T =0,
(n—1)' | AF"=0 a5 " =0 ar=0 | A=0 |
(= 1)*[A7 " <0 a7 "< 0| M <0 | An<<0 | 8, <0 ||

impossibililé

propriété
supplémen-
laire

Maintenant, pour que la fonction soit d'ordre —1, 6§ 1, 2,...,n
il nous faut m conditions au plus- (dont une constante additive éven-
tuelle correspondant & 1'ordre —1). Pour.que la fonction soit de classes
m-n-1

- . . e 1 2
donnée il suffira d’égaler les différences divisées &y, 11, &), 11,00, 84y o

A:,", Af{f}l 85 o Ai,‘ et f(@;,) & des nombres- convenablement choisis, %
étant égal A 1 ou m—j suivant le- caractére de- la classe. On voiti
immédiatement que le systéme est toujours. eompatible seus les re--
slrictions signalées, done:

Il existe des fonctions d’une clusse donnée d'avamce sur m poinis,.
pourvw que ceite elasse vérifie les condilions suivanles ;

10, La condilion d'oxdre m élant. polynomiale,. loules les- conditionss
d’ordre supérieur sont polynomiales,

(1) Une suite oy, ay,... Drésente une varation de- signe entre-
Omy Gyt SI Om .wm+,:<_01 St ooy, 4 1= Oy 4 270 '=°"m+k'—1=0 il yoa
une variation de signe entre op , o, 1z, lorsque oy, .0, 4 g < 0..

(17) Elle: est dlailleurs néeessairerent. d’ardre. n—1..
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v 2. La condition d’ordre n étant la plus petite condition de poly-
momialité la condition d’ordre n—1 est de convexité ou concavité.

Soit f(«) une ifonction d’ordre » définie sur un ensemble quel-
seonque. Je dis yue si elle est polynomiale sur wume suile ordonnée
Wy, Ly ee, Bypg dle sera nécessairement polynomiale sur toute la
partie de B comprise dans Uintervalle fermé (2, 2 o).

Soient @', @', ..., @'y42 n+2 points de E dans (2, 2,4,) non
mnécessairement tous distincts des «;. Ilsuffit évidemment de montrer que

[ml’-v le’ ey wln.*.z H f] =0,
Or, parmi ‘les ;points % il y a au moins un qui est distinct des
«we;, par -exemple 2y, supposons & < ' Zjyy-
1l suffit de considérer les deux polynomes L
;IP(;'L“, G REVEE aglva Lt 1 90 Fny ]c I m)' P(mZ)wSa“ ' Fi :$’lv Zit1rerLus l;f | ‘T)
pour voir que si AJ(z’, f(z()) ne se trouve pas sur

P(mlvw27"',$n+l;f|aj)

’

Ja Tonction me peut Btre d’ordre n. Analytiquement, la propriété est
immeédiate en vertu de la formule (10).

14. Si la fonctien f(z) est d’ordre » sur (3) la suite (29) ne pré-
sente pas de variations de signes. On en déduit alors que la suite

m—n+k—1

i L 2
«31) By k1 An—k*rl 3o oy A'n—k-l-l

jprésente K variations de signes au plus ('8).

Supposons que f(&) soit définie et d’ordre 7 sur E. Nous allons
admettre que toute fonction définie sur moins de n-+2 points soit
d'ordre 2 et que sa Dpature de convexité soit la plus défavorable pour
Jes propriétés que nous avons en vue.

" Nous dirons gue deux différences divisées d’ordre quelconque
~{‘xl y %2y ey Epg ) f]u “31, BZ:"- ’ ﬁr'l'l ;f]

«sont comséeulives si on a

oy <ol e < ) = Bl . . <Bryi
-ou hien généralement - :
g <ty e < =Py =P <o <Oy 1 =Pr 42y 4300 <Fr 11

Considérons les ,points «, B, y dans lintervalle (a, b) tels que
o = a = B-= y =.,b Soit E; la partie de K comprise dans I'inter-

(18) Cela aésulte..du fait que si ay=ay, @3-@2,..., Gm~Gm-1, Drésente
& variations, la,suite. @, , a2, ..., @m présente k-1 variations au plus,
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valle («, B) et E; la partie de E comprise dans (§, ¥)- Lie point § appar—

tient & I'un au moins des ensembles E, et E,. Nous dirons alers gue-

E,, E, sont deux sous-ensembles conséculifs de E.

Soit mainienant ¢ ua point intérieur & lintervalle (a, 0). Je dis-
que la fonelion est dovdre m—k dans le voisinage gauche et dons le
voisinage droit de e. »

Pour fixer les idées, démontrons la propriélé pour le voisinage:
gauche. Considérons donc lintervalle (a, ¢) ouvert & droite. 1l {auvt
démontrer qu’on peut trouver un point ¢’ & gauche de ¢ tel que dans:
Pintervalle (¢, ¢) ouvert & droite la fonction soit d’erdre n—% Si e
n’appartient pas & E’ ou bien si ¢ est point limite seulement de droite:
la propriété est évidente puisq’il n’y a alers qu'un nombre fini de-
points & gauche de c¢. Suppesons denc que ¢ seit point limite de gauche
de E et supposons que le peint ¢’ n’existe pas. OUn peut alors trou--
ver un point « & gauche de ¢ tel gue dans l'intervalle (x, c) ‘ouvert @
drotte il existe deux différences divisées A::lkq_l;., Afflkﬂ non nulles-
et de signes coniraires. Les vésultats du No. 13 nous monirent qu’ons

peut supposer que A%) k1 s izzik-}—z soient censécutives, Soit &’ le

point le plus proche de ¢ qui intervient dans ces différences divisées, Dans-
l'intervalle (&', ¢) ouvert & droite en peut trouver deux différences divi--

AG).

sées cbnsécutives AnZ k1 ,Aiﬂ-k—l—l non nulles et de signes contrai--
res. Soit «” 1¢ point le plus proche de ¢ qui intervient dans ces diffé-
rences divisées. On continue le procédé jusqu’a ce qu'on arrive aw
point a(k+1). Nous avons ainsi uhe suite de différences divisées con--
sécutives
(32) 5@1) k-t > A(nz-)—k-|—1 reety A(nzf;ci_—}?l ) A(nzf-lt—:?l
qui, par construction, présente aw meins k41 variations de signes..

Considérons tous les points qui interviennent dans les différences.
divisées (32) et formons la suvite (31) correspondante. Cette suite a, par-
définition au plus k variations de signes. Or il y a centradiction puisque-
(32) en est une suite partielle (*9). L’existence du point ¢’ est done:
établie.

On démontre de la méme maniére la propriété pour le voisinage:
droit de ec.

La - propriété est vraie méme pour k=n+1.

"Il résulte immédiatement de cette propriété qu'on peut décomposerr
I’enseruble E en un nombre fini d’ensemble conséculifs

(19) 11 est clair qu’une suite présente au moins autant de. variations dew
signés qu'une quelconque de ses suites partielles.
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(33) Ei, B2, ..0) Em,

tel que sur chacun la fonction soit d’ordre n—£&.

Les ensembles E; et En peuvent éventuellement ¢tie formés par
les seuls points a et b et alors ils n’ont pas de point commun avec
Eg resp. Fm-1. ' ‘

Supposons que la décomposition (38) soit faite de maniere qu’om
ne puisse pas remplacer ces ensembles par un nombre plus pelit d’en-
sembles vérifiant la méme propriété. On peut alors supposer que de
deux ensembles E“ E;}; 'un au meins a au moins n— —k42 points.

Montrons qu’'on peut former une suite de différences divisées
(34) Ay k41 a2, Flooes Sz”i)k-}-l
toutes différentes de zéro et de signes alternés En effet il existe par hypo-
thése dans E,+E; deux différences divisées non nulles et des signes
contraires. On peut les supposer conséculives (No. 13); soient

\,,‘l;_*_,, f"’_k"i'l . De plus on .peut toujours supposer qu'ou bien

A“) k41 Soit dans Ey, ou bien A&z—k-i—l soit dans KE,. On voit alors

quwon peut trouver une différence divisée A(n-)-k—f—4 consécutive a An ks
et située dans E,+Es3 telle que Asb)k+4 5»—)k+1 < 0. Eun effet si

cela n’était possible pour aucun choix de Aﬁb-)-k—l-l 4 Ef_k_l_, la fonc-

tion serait d’ordre n—#k sur E, - Eg. Et ainsi de suite.

Formons la suite (81) correspondant & tous les points qui inter-
viennent dans (84). Cette suite a au plus k variations; (34) en est une
suite partielle, done, m—1 < k, d'ot m = k+1.

On peut donc énoncer la propriété:

Si la fonction f(x) est d'ordre n sur Uensemble E, on peut décom-
poser cet ensemble en k41 ensembles conséculifs aw plus sur chacun la
fonction étant dordre n—Ek.

Cette décomposition peut en général étre effectuée d'une 1nﬁn1te
de maniéres. Dans certains cas, par exemple si la fonction est convexe
et si E est un intervalle, la décomposition est umique. On peut le
démontrer trés facilement.

Si n=1 la fonction jouit d’'une propriété de convexité ordinaire.
Une telle fonction se décompose en au plus deux fonctions monotones

"et enau plus ¢rois fonctions de signe constant. Les ensembles extrémes

de décomposition peuvent se composer eifectlvement des pomts aetd
seuls. ‘Soit par exemple la fonction

fO=f()=1, f@)=2-1 O<z<<]).
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Nous avons les décompositions:

si k=1 les ensembles sont E, (point 0), E; (intervalle 0 < & <1)
si k=2 les ensembles sont E; (point 0), E; (int. 0 <& < 1), E;(point 1).

15. Démontrons encore la propriété suivante

Toute fonction d’ordre m (=>0) définie sur un ensemble fermé
atleint son maximum et son minimum.

Démontrons la propriété relative au maximum. Nous savons déja
que la fonction est bornée, il existe donc un nombre A tel que

f(w)(A——% sur K
[ (@) > A—lﬁ en au moins un point de E

el ceci pour tout nombre m entier et positif.
Soit une suite monotone, par exemple
(35) b xr, < @y < @3 < ----- < Em < .....
telle que f(zm)> A — el
A ure extraction de suite prés on peut supposer que la suite (35)
soit telle qu'on ait x—zn <1— , @ étant le point limite de la suite.

Il suffit évidemment d’examiner le cas ol la suite (35) est infinie.
On a alors nécessairement & > @y pour tout m.
De l'inégalité

U(wj,mz,...,l'n, Lm, w,leO (m)n)
nous déduisons

! B
f@) = flam) + o
B étant une constante ﬁnie, donc

B—1
A+ Duf(ehitiAd —=
d’ou
f@) = A.
On démontre de la méme maniére la propriété relative au mi-
nimum,
De la définition résulte qu'une fonction convexe (ou concave)
d'ordre n ne peut prendre plus de n-1 fois la méme valeur. Démon-
trons la propriété suivante:
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Une fonction convexe (ou concave) dordre n définie sur un ensem-

[n:|—3 I [n+2]

Dle dense dans un intervalle atteint son maximum en

€l son minimum en [n—|2-2J (ou [n-;?)]) points au plus, [] désigﬁant

Lentier égal ou immédiatement inférieur a «

Pour fixer lés idées, supposons n=2m et démontions la propriété
relative au minimum,

Supposons que contrairement & 1’énoncé, le minimum A soit
.atteint aux points ordonnés

(36) L3 L0 es Pyt fed-1 m=15k>0

.en tout autre point la fonction étant plus grande que A.
_ -On peut toujours intercaler entre les points (36) les points
SEi Xy ey p_fpy de E tels que la suite

(BT) @y, Tpyers Doty Tty Byt 1y T2's Lafeaiees Pl & k1 - Conm k1

s0it ordonnée.
Développant le premier membre de la relation

A ) ,
{4, @eety Topy @4, Rpp 1, @2y Doy g s Cpucp oo @'~ f 1 B i 13 71> 0
tnous avons

2 -2 v,
— 1y [HE Y~ AMET
{(38) 2( VI[fE)=Al >0
=
.ol V est égal au déterminanf de Van per MonbE relatif aux points (37),
'V est ce que devient V si on supprime la iéme ligne et la derniére
.colonne et enfin & est le ¢éme point dans la suite (37).
Nous avons par hypothése

Fa)=f@) == F(@msgrr) = A,

P’inégalité (38) devient done
] m~k+l Va
+39) — > If @) — A=A >0,
i=1

Nous savons que f (& >AetqueV>0 Vokg2i—1 >0, i=1,2..,
sm—=k+1, () ce qui est en contradiction avec V'inégalité (39). La pro-
;pricts est donc démontrée. ]

On procéde de méme dans les autres das.

(20) En effet si la suite & @3 ..., @« est ordonnée ona V(ay, &; ..., dx) > 0.
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Si la fonetion est convexe et si le nombre des points cu le maxi-
n+3
2
les deux se trouvent parmi ces points suivant que n est pau ou impair.

,mum - est alteint est I , une des extrémités a, b ou bien toules

Si le nombre des points ot le minimum est atteint est [ ‘une

2 I
des extrémités se trouve parmi ees points lorsque » est pair.

16. Si f et ¢ sont deux fonctions de méme classe, f+¢ et e.f

ou ¢ est une constante positive sont (ncore de méme classe. On ne
peut en général rien dire sur la classe du produit de deux fonctions.
La formule (18) permet d’écrire les propriéiés suivantes:

£ (10 1,2y m)[(-1,0,1,2",0m(w)](-1,0,1.2,..., m)
¢ |(-1,0,1.2,. . m)|(-1.0%1,2,n(n)|(-1,0"1,2 )] -1",0,1" 2, n(m))f.
Foo 11,0, L,20mm (1,0 1,2, (D101 2 ) (10,0 2, )

De méme la fonction de fonction F(f) peul s’étudicr avec la
formule (19). On a par exemple les propriétés

|fonctions ¢ ]l a s s ée s ]
[ 7 [012m[0,U28,a(m)0,1"2,8"..o(n) '( )|
F (0,1,2,..L?_z_)!({},1',_2,3',...,71(%’)}(0’ 1.2.3,. .,n(»)| 0, l 2 M )
F(f) (0,1,2,...,n)(0,1,2,8".....a(n")|(0,1,’ ,3,....7’(7& )0%,1,2" 3 ())

Il est possible d’établir des résultals plus précis. On peut monter
par exemple que si F est de la classe (0,1) et si f est d’ ordre ] F(f)
est aussi d’ordre 1.

On en déduit par exemple que si /> 0 est de la classe o, 1°,
2,8"...,n(®") la fonction f7,0 <p<<1 est de la méme classe et

L ‘ost de 1a oladse 0,1,2°8,...,n @),

Si fnous considérons la convexité et la polynomialité comme cas
particuliers de la non-concavité on peut énoncer la propriété:

La limite d'une suite convergente de fonclions d'unme méme classe:

est une fonction de la méme classe.

Nous ayons encore la propuete suivante:

Une fonctwn continue sur Uensemble ferme E et d'une classe don-
née Sur un Sous- ensemble E*——tel que E—E*=E", est de la méme
classe sur E. ~

Cette proposition est vraie sans restrictions. Elle est immédiate-

fonctions ¢ |l a4 s § e s l

(-1,0,1,2',. m(a))]
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pour la non-concavité et la polynomialité et elle résulte pcur la con--
vexilé de la propriété démontree & la fin du No. 13.
Soit maintenant une suite de fonctions

(40) Fro Farives Funees

définies sur les ensembles finis E*, E,*, ..., En ,..., compris chacun,
dans le suivant,

Si ¢ [fm; En®] = Aoy Valfm; Ea*] =V, et si les fonctions (40)..
sont de la méme classe il existe une fonction limite f, définie sur I’en-
semble limite E* vérifiant les conditions signalées au No. 10, et qui;
sait de la méme classe. ’

§ 2. — Relations entre les fonctions d’ordre et de classe donnés
et les fonctions étudiées au Chap, I.

17. Supposons que la fonction f soit définie sur l'ensemble E;,
formé par l'ensemble E et un point isolé @. On vérifie facilement que
si f est & méme différence divisée bornée sur E, elle est aussi & néme-
différence divisée bornée sur Ky .

Considérons maintenant une fonction d’ordre n sur E. Soient.
&', b’ les extrémités d’'un sous-ensemble complétement intérieur & E.
En vertu de & remarque faite nous pourrons supposer qu’il y ait au.
moins n+41 points 'y, 2',..., %',y dans lintervalle (a, a’) ouvert a.
droite et au moins n+1 points @'y, 23, ..., 2", 4, dans Fintervalle
(b',0) ouvert a gauche. Soient enfin @y, z;, ..., @, 1, n+1 points du.
sous-ensemble considéré. Du fait que la suite (30) est monotone il
résulte que la différence divisée [zy, 23,...,%,4;f] est comprise
entre les differences divisées [@1, 2y s, @'y 4 43 F1, [01", 22 5000 € 0015 £
donc '

Toute fonction d'ordre m esi & néme différence divisée bornée sur
tout sous-ensemble complétement intérieur E. ,

On en déduit que toute fonciion d’ordre n (= 1) sur E est conti--
nue sur tout sous-ensemble complétement intérieur & E.

Si E* est un sous-ensemble complétement intérieur 4 E on a.

e, 225, @pgr 5 711= A [f;E°] = nombre fini,

Pour une suite de points quelconque (3) de E® nous en déduisons.

—n—1 o m=—n—1 s .
st - ahi=1 S —al)i— 18 —ar i< 28 f B,
=1 1=1 .
donc:
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Toute fonction dordre m sur E est & néme variation bornée sur
out sous-engemble complétement intérieur & K.

Dans le No. suivant nous allons établir une réciproque de cette
propriété,

18. Reprenons les fonctions définies sur un ensemble fini (3)
‘On voit aisément que toute fonction définie sur cet ensemble se décom-
gppose en la différence de deux fonctions de la classe (—1,0, 1, 2,..., n).

Posons en effet

41) f=¢—1¢

Il est clair qu'on peut prendre ¢ () > 0 assez grand pour qu'on
ait aussi ¢(z;) > 0. Ensuite on peut prendre ¢ (zz) > O assez grand
pour qu'on ait aussi [z, @wa;¢] > 0, ¢(z) > O, [&y, @2;¢] > 0
ete.... ete. ...

On obtient les décompositions (41) en €crivant

1
(42) [, @iy v @iqeis 9] = 5 {12 5 Zigryn 2 11 +

+ (@i, @i qsees Eigr; 71}
e A A
k=n41  i=1,238 ... men-L

Considérons le sysiéme

1 0wt %

les, @2y o oo gy 5 =M k=0, 1, 2,.
1,2 3,..

(2 . Zigrr ooy Tigpaprs Pl = i

SIS
., m-n-1
«de m équations linéaires en ¢ (z,), ¢ (23),:..,$ (zm). Tenant compte
~du fait que la suite (3) est ordonnée et appliguant la formule fonda-
~mentale (1) on trouve facilement que d’une maniére générale ¢(z;) est
‘une expression linéaire et homogéne de A, A2,. .0, Anj BisPoye e es Pmend
~dont les coefficients sont non-négatifs. ~ : :

Soit maintenant $*(«) une solution quelconque du systéme d’in-
-égalites (42) et ¢(z) la solution qn’on obtient si on remplace tous les
signes = par =. Le systéme qu’on obtient ainsi est en effet compa-
stible et la solution en est complétement déterminée.

De l'analyse préecédente on déduit quon a

M) = ¢(x) 1=1,2, 38,,...,m

On voit d'ailleurs facilement que toutes les égalités ne peuvent
savoir lieu & la fois que si (42) est un systéme d’égalités.
La décomposition (41) peut se faire d’une infinité de maniéres.
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Parmi ces décompositions il y a une pour laquelle les fonctions ¢, .
sont les plus petites possibles (). De ce qui précéde résulte que cette-
décomposition canonique s’obtient par les formules

f(z) = $(z) — d(z) sur (3)

j 1
@3) ez @il =5 {1 e @ipes oo @y 11+

+[@is @ipysees Tigrs FI}
1=1, k=0,1,2,...,n
k=n+1, =12 8,...,m-n-1.

Cette décomposition jouit des propriétés suivantes:

10. La (n-}-1)2me borne des fonctions ¢ et § est au plus égale G-
cclle de f. ]

2, La variation totale d'ordre m des fonctions ¢ et ¢ ne dépasse
pas celle de f.

30. Les fonctions ¢, § sont bornécs par une quantilé dépendant
uniquement des propriélés jusqu'a Vordre m de f et d'un infervalle qui.
enferme les points (3), mais non du nombre de ces points.

19, et 2° sont immédiates. Pour démontrer la propriété 3° remar~
quons gu'en désignant par A, Vi les bornes et les variations totales:
de f on a

'[$'$,w2;-~-)$k;¢]|SAk—l k=1, 2,...,n
1 :
Wz, @iqqy 0 5 @y ] 1< §(Vn+?ﬂn) i=1, 2,...,m-n
ce quon obtient en ajoutant convenablement les relations (43). Tenant:
compte de (1) nous en déduisons ¥
I:‘T’hf‘fzy---v'Tk;¢]|§4k—1 k=1, 2,,...,n-1
n
I [ Tidar oo Bidn—1; b)) < Apy +7 b—a) (Va+2V5)
1=2,8...,m—n+tl1

ou (@, b) est un intervalle renfermant les points (3). En répétant ce-
procédé on arrive a la limitation

n—I1

161< S il (b—a)d;+ nlp—a). L (Va+24,)  sur (3)

(2') Une fonction f est ,plus petite* qu'une auire fonction f; si on a.
1=/ sur l'ensemble comun au deux ensembles ou les fonctions sont défi--
nies, le signe < ayant lieu pour une valeur au moins de la variable,
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Cette formule est valable aussi pour ¢, elle est assez grossiére,
~majs suffit pour démontrer la propriéte 80 puisqu'elle ne dépend pas de m,

Soit maintenant une fonction quelconque f & méme variation bor-
née sur un ensemble E et supposons n > 0. La fonction étant conti-
anue, est complétement déterminée par ses valeurs sur un sous-ensemble
~dénombrable E* tel que E—E* appartienne au dérivé de E*.

Envisageons maintenant E* comme limite d’une suite d’ensembles
Ainis E* , E*,,...E*,,... chacun contenant le précédent et soient

f———-(f)m-—(,pm m=1, 2,.-.

vles décompositions minima sur ces ensembles.

n;g(44) ¢17 d’z,---,d)m,--.
(zbl’ 4’2)0--,4)m,...

sont également bornées, de la classe (-1,0,1,2,...,n) et leur varia-
tion totale d’ordre n ne dépasse pas Vn[f; E]. Nous savons alors que
les fonctions ¢; ont au moins une limite ¢ sur E* et par conséquent
-les ¢ ont aussi une limite ¢ telle que

Vald s B < Vulf5 El, Vald; E] < Valf; E]
$, ¢ de la classe (-1, 0, 1, 2,...,n).
f=¢—4 sur E*,

Par le principe de continuité on déduit done la propriété suivante :

Toute fonction & néme yariation bornée est la différence de deux
Honctions de la classe (1, 0, 1, 2,..., n) et dont la néme variation totale
me dépasse pas celle de f(x) (22).

Soit f=¢ — ¢ la décomposition minimum sur la suite (3). Ajou-
sons aux points (8) un nouveau point g et soit fy=¢4— ¢, la décom-
sposition minimum sur la nouvelle suite obtenue (fi=/Ff sur (3)). On
.montre facilement & 1'aide des formules (43) que l'on a ¢ < ¢y sur
+(8) (28). On en déduit que les suites (44) ont effectivement une limite.

Il en résulte alors que la décomposilion obtenue plus haut pour
un ensemble quelconque vérifie aussi la propriété de minimum, c’est-a-

(%) Pour le cas =1 M. A. WinterNiTZ (voir loc. cit, 5) a démontré
«que toute fonction a premiére varjation bornée (Funklion von beschrinkter
Drehung) est la différence de deux fonctions d'ordre 1. La méthode de cet
-auteur est différente de celle employée ici.

(23) L’¢galité peut d’ailleurs avoir lieu partout,Si a; < g < ;4 on a certai-
mement ¢(x)=¢,(x;), j=1, 2,..., 4
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dire que parmi toutes les fonctions ¢, ¢ de classe (—1,0,1,2,..., n)
wérifiant Uégalité f=¢—¢ celles obtenues plus haut sont les plus petites
possibles. Dans le cas contraire, en effet, on montrerait qu’il existe un
m_pour lequel f=¢,—¢n n'est pas la décomposition minimum sur E*x,
ce qui est impossible.

Nous avons supposé # > 0. Si n=0 la fonction f n’est pas en

.général continue, mais ses points de discontinuité forment un ensemble
-dénombrable. 1l suffit de prendre 1’ensemble E* de maniére qu’il con-

tienne 'ensemble des discontinuilés, la méthode est alors applicable et
conduit nécessairement & la décomposition minimum en deux fonctions
mon-négatives et non-décroissantes, bien connue.

CHAPITRE III.
SUR LES DERIVEES DES FONCTIONS D UNE VARIABLE REELLE,

§ 1. — Quelques remarques sur la définition
de la dérivée d’ordre 7,

19. Nous allons supposer maintenant que la fonction f(x) soit
dornée sur E, Lorsque les points x¢, 22,..., %sp tendent vers un
point « de E’ la différence divisée

‘(45) [xl7 x27"')xn+l;f]
ne tend en général vers aucune limite.

Nous désignerons par fp(x) la limite de la différence divisée (45)
si elle existe, est finie et bien délerminée quand les points &y , X2, v , Tnta
tendent d’une maniére quelconque vers x. 1y

Supposons que le point x appartienne & E, nous désignerons alors
par fr'(x) la limite de la différence  divisée [x, 24, 22,..., &n; [f] si
elle existe, est finie et bien délerminée quand les points X, Xz . 4 Xn
tendent d’'une maniére quelcongue vers x.

On peut facilement démontrer que pour que f(x) existe il faut et il
suffit qu'a tout nombre ¢ > 0 on puisse faire correspondre un nombre
9 > 0 tel que '

46)  I[1, X2y ey Zatr s F1=lds 22!, vin, Bagy 5 F11 e, dans I{x 5 ) (34),
Cette inégalité peut d’ailleurs étre remplacée par la suivante (for-

mule (6)) :

47) 11y T2y ey Tagrs Fl—= %2, @3y ey Zota s F11<e, dans I(z ;).
(%) I(x; ) désigne lintervalle de milieu « et de longueur 7,
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On peut aussi prendre » > 0 de maniére que
(48) ooy, Z2y.ueyZntss Fl—fa(x) | <e,  dans I(x;7).

Les miémes propriétés sont vraies pour f,*(x) en faisant figurer-
le point x dans toutes les différences divisées des formules (46), (47)-
et (48): : ; ’

La formule (9) montre que si fy*(x) existe, la différence divisée-
(45) tend vers fo*(x) lorsque les points @y, a,..., %s41 tendent vers-
2« pourvu que le quotient '
X=X
Xy— Xy

reste borné, En effet, dans ce cas, toute limite de (45) est finie et de-
toute suite de différences divisées convergeant vers une limite on peut.
extraire une nouvelle suite telle que

X — X4

Xy — X2 :
ait une limite, qui est finie par hypothése. La formule (9) mon:re alors
que cette suite de différences divisées tend vers fo*(x) ().

Nous supposerons que E soit fermé.

L’existence de fx(x) entraine par définition celle de fa*(x)-

Par définition, la néme dérivée f™)(x) estla dérivée de la (n—1,éme
dérivée et par définition aussi, la premiére dérivée f'(x) est identique-
a fi'(x).

f@(x) peut donc élre définie sur 'ensemble E™ et il est évident
que son existence implique celle de f®=1(x) en tous les points de-
E(—1) dans un voisinage I(z;7), 7> 0 de x. Quand nous parlons de-
la continuité de f®)(x) en un point x de E nous supposons biem.
entendu que cette dérivée existe dans le voisinage de «.

90, De (46) nous déduisons que si fa(x) existe en un point x de-
K’ la fonction est a néme différence divisée bornée dans le voisinage
de 2. Si Ia fonction est & (n--1)ome différence divisée bornee, fu(x}
existe en tout point de E’ et est continue (sur E'). Si fa(x) existe en.
tout point de E/, elle est continue, done nécessairement bornée. Il em
résulte que la fonction est & néme différence bornée. Dans ce cas I'inéga-
lité (46) a licu uniformément sur E.

Si fu(x) existe en un point x, fu—y() existe aussi en ce point et:

(®5) Cette remarque permet de définir f*(x) méme en un point de E¥
qui n’appartient pas & E, mais il est inutile de considérer cette extension,
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dans son vmsm/a}‘ge, mais il est & remarquer que fy(x) peut’ exister en
.un point (de E”) sans exister dans son voisinage (26)
. * - . .. . ¢
] Si fa¥(x) ex1stfa (’an un point x, f*,_i(x) existe aussi en ce point,
mals nen pas en général dans son voisinage (37).
Enfin ff’ () peut exister en un point et méme étre continue sans
que fy(x) existe (28),
Nous pouvons démontrer la propriété suivente :

(?6) Soit la fonction

£(0) =0, f[—i]:o, n=2_ 3,

g1 i
=t Ty — % p=1, 2. e 8,

1 1 1
f(n-]—-l + 2.3Pn(n‘+l)] T3z P 2 n=2 5,
L’ensemble E’ est formé par les points

1 ]
'—*’—l-)- l—;o--, Eto.

2 3 T
Aux poinis L ; ) n’exi : .
p 5 g fi(x) n’existe pas, au contraire |a;, x, ;f]|57
1
dans (0, 7) done f£4(0) existe et est égale & zéro,

1

(27) Considérons la fonction définie pour 0 S‘ < - de la maniere

[\

suivante

B S 1
100, 1) = gy [ =g powr ey < o < g 0=1,28, .

I 1 1 3

EE n=1,2,3, .,
On vérifie que £,*(0) existe etlest égile a zévo, tandis ‘que fy*(x) n'existe
svid —
evidemment pas aux points 9z ' 93’ o1 'F,
(*®) 1l suffit de prendre la fonetion
1
f(0)=0, f(7)=0, ] n=2’ 3, s
I8 s 11 ‘ ' "
f'(“n+"1 tow (n+“1;):‘) e peslipnasy mmlid, .,
il 1 1
n41 +(2p+l)n(n+"1)") 20 (n -|-"1")”'p‘°"1"2" o w=1,2, 0
2ty vt | sl
fi*(x) existe en tout point ‘0, g7 gy mais f1(0) n’existe . pas.

Mathemtica VII
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Si falx) existe en un point de EM, la néme dérwée f™(x) existe
en ce point et on a Uégalité:

F)=n ! fola).

En effet il existe un nombre 5 > 0 tel que dans I(x; %) la méme
différence divisée de f(x) ne dépasse pas en module le nombre fini A.
Toutes les limites f{x), fa(x), ..., fa—i(x) existent dans I(x ;7). On
peut alors démontrer la propriété par récurrence. Elle est évidente pour
n=1. Supposons done qu'elle soit vraie pour 1,2,...,n—1 et démon-
trons-la pour wn. A tout ¢ > 0 cmreSpond un S 7 tel que si x'
est un point de E¢=V dans I(x;m) et sixy, @', ...,@a sontsullisam-
ment raprochés de o' et @y, ¥2,..., @= sufflsamment raprochés de
2 on ait a la fois

o g X =2 g
| e’y sy @y 200 it oy s 1= Ful) | <o ’ 'jq <3.i
i=1,2,...,n
L' = |
| [SC] )xZ)---ix"]_f"—l(x) l <_6— g,
ja'—x)

|[xl’lp2)"')”n ,f fﬂ l(x')l<—__6{'_E
Mais, par hypothése

funs@) = Gy (0 foni) = Gy 17

Nous avons donc

1 f("_l)(x) f(""l)(.’,cl) [.CC], X2y vee s Lns f] e [.’L‘]’, .’Ez/, xn B f] <_
(n—1)! x—u' x—ax
1 Xi—

nfa() —

€
% — T [901,002, ;xl’/’ xi,---,xn5f]‘<g'

i=1
La formule (6) donne

n! fu(x) — i 9 Bed i G < € dans I(lac;m)

’

xrx— &

ce qui démontre la_propriété.
On en .déduit que pour que f™(x) existe et soit continue sur E®,

il suffit que fu(x) existe sur E®, mais il est & remarquer que cette

condition n’est pas’ necessalre en général.
Remarquons aussi que, de l'existence de fn*(x), on ne peut pas

conclure en général a celle de f¥)(x) (n >.1).
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21. Des propriétés plus précises peuvent étre obtenues si E esg
ain intervalle fermé (a, ). StELTIES a démontré (29) en effet que:
8t fD(x) existe et est continue au point x, fa(x) existe et on a

i) = 1042,

En comparant avec ce qui a été dit plus haut on voit que :

La condition nécessaire et suffisante pour qu'ume fonetion f(x)
Hbfinie et bornée dans Uintervalle (a, b) ait une néme dérivée continue
tlans cet intervalle est gue la néme différence divisée soit umiformément
«continue dans (a, 'b).

Nous savons déja que la ntme différence divisée est uniformément
.continue -si & tout nombre-e > 0 et a tout point  de (a, b) on peut
sfaire correspondre un nombre 1 > 0 tel qu’on ait

e I.lei L3000, mn—l—l;;f]_[xhx?n"‘axﬂ-I-Z;f] l < & dans 1(90;71)«

Dans le cas dun intervalle, si f,*(x) existe et est continue au
spoint x, fu(x) existe aussi en ce point. Supposons en effet que dans
i(x; 8), & > 0, f.*(w) existe et soit continue au point 2. A tout ¢ >0
-correspond -un -4, (0 < 7 < 3) tel que

|ifa* (@) —fa* () | <e  dans I(xw; 7).

Soit [x;, Xaye.es Tagss [| une différence divisée dans I(x;7),
‘Nous avons montré qu’il existe un point 2" dans le plus petit intervalle
.contenant les points ay .tel que dans tout voisinage de 2’ on peut
strouver une différence divisée d’ordre m égale & [x1, X2,.0 ., %ag1s [l
i(voir chap, I. 'No. 4). “En .vertu de notre hypothése et d’une remarque
faite plus haut, .il résulte que

dar(e)=leyy 2oy ey s f]
-donc !
lf’:*(‘”) T EAT [y A Xnt15 fll < e dans I(u’b’“’l)
Ju(x) existe et est évidemment égale a fa'(x).

Il importe de remarquer gue méme dans le cas d'un intervalle
Fal®) (ou fi%(x)) peut exister en un point sans exister dans son voisi-
mage (3). De méme si f,*(x) existe au point x, fa_i(x) existe aussi
.au point x, mais non pas en géneral dans son voisinage (3!).

(?°) .T. J. StieLtses ,Over Lagrange’s interpolatie-formulae” Verslagen
<en Mendeelingen der Koninklijke Akademie van Wetenschappen te Amsterdam
:2e ger, t. XVII (1882), p. 239.

"~ (39 Voir l'exemple .donné dans.le note (27),
" (31) L'exemple de la.note(27) .vérifie .la propriété,
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'STIELTIES ‘A également ‘démontré Ta proposmon suivante ' (33)
‘Si f(x). est définie et boriiée dins - ‘ta, B) et si f)(x) existe en e
point, foX(x) existe aussi en -ce pomt €t on a

fa* (@) == f’ ") .

C'est une condition nécessaire pour l'existence de la néme dérivée;.
mais elle n’est pas suffisante en général. Nous allons au centraire-
démontrer la propriété suivante :

Lo condition nécessaire et suffisante pour que la fonction f(x)
défime et bornée dans Uintervalle (a, D) ait une nime dérivée en tout
point de (a, b) est que fo*x) existe en tout point de (a, b)..

Npus savons que la condition est nécessaire. Montrons qu'elle estt
suffisante, I

Dans ce cas f*,_y(x) existe- partout et. est. cantinue, donc:

f* n—l(w) fn—l('%)e

()

1)vf

1l suffira de montrer que fy- 1(\90) a une dérivée en tout point deA
(a, b). Soit = un point. de (g, b); on peut. trouver A > 0 et & > O

tels que
| B T S x,.;;f] | < A dans I(x 5:8)
e > 0 -étant -donné, on peut trouver 0 < 7 = 3, tel gpe.
(49) | oy 015 gy oy s =, !y o'y sif ]| e dans w7
Soient ' un pomt de Ioc N)s L2y X34+ .., Zn des points au voisi--

nage de x et xy/, ay,..., 2 des points au voisinage de ', NOUS’:
pouvons trouver les points x*, ™* dans I(x:) tels que

fo-r(x*)=lx, a2, 235 .., Xa 5F], fa-1l’ D=1l w0y . @n';}f].

Or, Fuzi(x) étant continue on péut. choisir. les poinls ar, 27 tels:
quon ait a la fois

?7:[::| | <l-+e =1, 200 0y ny (1 =0)
650) §a]
(e0) 'fn_n-l(i"*)_fnri ;;;"5)& fne~1(3f)f—fh i)
k= gt r—a : 3‘

Considérons un. autre point «’' dans- I(;x). et faisons- luir Corress-

(32) T. J. SmELTIES ,Einige bemerkingen ‘tnitréht de: dnfferentlalquotiehtem
van eene functie van eene VEI‘alldeﬂiJkB“ Niduw. Archief voor ‘'Wiskunde t.. 1X;,
(1882), p. 106—111..
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pondre de la méme maniére les points x;”, a,", ..., zx"; 2™ tel que les
inégalités correspondantes (49), (50) soient vérifices. 11 est toujours
possible de prendre ces points de maniére qu'on ait aussi

| Xi— x'1 Xi— {L'”i < e
! T 2
i zF ™ ¥ ™ ~6rA

i=1,2,. con (v =2a).

La formule (6) nous donne alors
’,; [.'L', Z2, 131'--;xn-;f]—[wllv_bcz’a-"ax"”.f]_

zt— 't

— [z, @2, 23, @ns fl— [, 22", .., 25 ]

o g
@ —JC c==ull;
{ 1:! __&' = >< wl,,* | {2y 22y ey, !y 2 iy a5 fl 14
1=1
& — s :
+ ‘E*“__-—xnk I [.’L‘,, Loy %3y ony Tiy .’L't', ey xﬂ,’.f]_‘
u |

—[=, L2535 00 ’xiaxl,’, ey z," ;f] |

Nous en déduisons

fres@) = fo a(&) _ frs@) = foia")|

g— ! xz—a' '

< dans I(z ;%)

e qui démontre la propriété.
22. Supposons maintenant que f(z) soit bornée et sommable dans
{a, b). La fonction

Fal@y=1 () = 1 S (=" " 1(2) it

«est alors conlinue pour « > 0. Nous allons démontrer la proprlete plus
générale (en supposant toujours & > 0):

Si f(x) est-a méme différence divisée bornée, la méme différence divi-
sée de la fonction Ko (x) est uniformément continue dams tout intervalle
ftar, b), a; > a.

Nous savons gue celte propriété signifie qu’a tout e > 0 et a tout
point x de.(41, ) on peut faire correspondre un % > 0 fel que 'on ait

((511) Il I.a"l; xz’l-- s Fntbs Fa;] = [xz; X3y 000y Ln-f2 ;Fa ] I < g dans I(’U,’Y})
(Faisons.le .changement de variables

t|(x~a)t+ a
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: T ' ;
qui est légitime (33) et supprimons le facteur ROR Nous pouvomns cons-

sidérer, avec un léger changement de notation,

. :
Fa*(ac)-—g (1= (@=a)* [((2—a) t+ o) dt

0

Nous avons (formule (8)):
(52) [21 @3-, Tute 5 (@—aff( (z—apita)] =

n--2 n

[xh T2y 000y Lhes (x_a)a] 0 {wkv LAty cov s Trd2 ,f((x-——a) t+ a)}"

k=1

Or, la fonction (z—a)* et toutes ses différences divisées sont bor~
nées dans lintervalle (a;, b). Il en est de méme, par hypothése, de las
fonction f((x—a) t-+a) jusqu'a lordre = inclus dans (a;, b) et pour-
toutes les valeurs de ¢ Il suffit done de démontrer qu'é fout nombre-
¢ > 0 on peut faire correspondre um nombre n > 0 tel qu’on ait

1
S (1-8)2=Y{[24, 22,00 @nt1 5[ ((2=0) E 1 0)]- [V, 5,0 02 fiw-a)t+ )} dt | <e
0

POUTVU qUE Xy, Xz, . .. Tnte Teslent dans un intervalle de lomgueur ).

Le cas général résulte immédiatement du cas n=0. Nous savons:
en effet que f(*—¥(x) existe et est continue. De plus on peut trouver-
un point £ dans (a, D) et compris dans le plus petit intervalle conte-
nant les points 23, @a,.., #nt1 tel que dans tout intervalle contenant le-
point £il existe une différence divisée égale & [x1, %a,.. , Xt 57 ((2-a) P+ a)).-
Ce point £ se trouve toujours dams le plus petit intervalle ou les points,
sur lesquels ces différences divisées sont prises, sont situés. Supposons-
que f(x) ait une néme dérivée au point (§--a)t-+a, alors en vertu dw
second théoréme" de STIRLTIES
i f(E—a) t4a) |

n!

[x]’ 2y 00y Xnt ’f((x—a)t+a’)] ==
De méme nous pouvons trouver & de maniére que si f(x) a une:
méme dérivée au point (§'—a)t+a, on a

tn f((&—a) ttay

ntl .

[x21 X3y ee s Xnt2s f((x = a’) t+a’)]

(33) Voir H. LuBESGUE, ,Sur les intégrales singuliéres”, Amn. Fae. Tou—
louse 3éme s, t, L, (1909), pp. 26—117, sp. p. 44,
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Les points &, & sont dans un intervalle de longueur =X %. D’autre
part f("=1(x) existe partout et est & premisre différence divisée bornée,
en vertu dun théoréme de M. LeBescuE f™(z) existe donc presque:
partout et est évidemment hornée. En verlu des propriétés bien con-
nues des fonctions sommables il Tésulte que le prob.éme se réduit & la
continuité d’'une expression de la forme Fa(x). 'Ce que nous savons-
étre exact (34).

On sait que la dérivée dordre @ («>> 0) est définie par l'égalité:

D f(z) = - 109 f (a) = 2 Ry g12)

n a
n étant entier > a,

La premiére proposition énoncée au No. 21 nous permet d’éerire
les conditions nécessaires et suffisantes pour lexistence d’'une dérivée
continue d’ordre «, En vertu de la propriété exprimée par la formule
(51) nous déduisons que si f(x) est & néme différence divisée bornée lo
dérivée d’ordre o existe et est continue dans (g, b) pour o« < n. Clest
un théoréme de M. P. MontEL, énoncé d’une facon un peut différente,
M. MonrteL a moniré que, la fonction étant supposée bornée, il suffit
de considérer seulement les différences divisées prises sur des points
équidistants (3%).

Les propriétés démontrées au No. 21 permeltent d’écrire lés con-
ditions nécessaires et suffisantes pour l'existence, dans l'intervalle (a, b)
ouvert & gauche, de la dérivée d’ordre « ou bien de la dérivée conlinue
d’ordre «. Pratiquement ces enoncés ne présentent pas beaucoup d’in-
térét, Il est possible par diverses transformations d’en déduire les criléres
donnés par M. Marcuaup., Nous n’insistons pas sur cette question qui
nous eloignerait trop de nolre sujet et nous renverrons au memorle de
M. A. MarcHaup (36, : :

§. 2. — Remarques sur lss dérivées des fonctions étudiées
aux Chap. I, et 11

23. Nous déduisons de ce qui précéde qu'une fonction d'ordre 7
sur K a des dérivées continues d’ordre 1, 2,...,n—1 sur tout sous-
ensemble complétement intérieur & E. Si la fonctlon est définie dans un
intervalle elle a des dérivées contmues “dordre r < n dans tout inicr-
valle complétement intérieur.

(34) A la rigueur ceci ne résulte que si @ esl dang (al, b) .ce qui n’gs_t
pas en contradiction avec notre hypol]u,se initiale, D :
(35) P. MonTeL ,Sur les polynomes d'approximation® Bull. de la Soc.
Math. t. 46 (1918), pp 151—192 sp. p 183, £ e Sa
(36) Voir le¢, @it. (7).
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Posons
X1, X25000, Xptg I
U ( pean ol ;f) e
XX,y Xy
L [eg,x,542 [x1, x5 8] e o, a5 (X1, 5]
|l [x2, x5 -‘2] [x2, %) x3 v [x2, 0l [A‘z ’ Vz"‘f]

...............................

L [nty ¥ 5 49 [nq1y % nps503) o [ongry & ngs a7 [ 4, x u+1’f]

Cetle expression s’annule identiquement lorsque f(x) est un poly-
nome de degré ». Done, pourvu que tous les points

' '
(53) X1y Xy X2, X200, Xut, x’n_—l-l

soient distincts, elle est nécessairement de la forme

x ,X --.,X
’ v'--a n r==1

Vair1 = Xi, Vo= X/, i=l, 2..,n 4 1.

On peut détermine? cetle formule de la maniére suivante: On
retranche chaque ligne du déterminant de la suivante. En appliquant
alors la formule (6) le déterminant se décompose (en veirtu de la for-
mule de Biner dobnant le produit de deux tableaux) en une somme
de déterminants d'ordre n de la méme forme mais portant sur des
différences divisées secondes, multipliés chacun par un facteur indé-
pendant de la fonction f. On décompose chaque délerminant de Ia
méme maniére jusqu'a ce q'r'on arrive & la formule (54). Si on sup-
pose que la, suite (53) soit ordonnée on peut écrire la formule (6) de
maniére que les facteurs introduits soient toujours positifs et ce pro-
céde conduit effectivement a (54). Il en résulte que si la suite (53) est
ordonnée les coefficients A; dans (54) sont positifs.

Si la dérivée f'(x) existe et est continue on a

13X24 000y Xapg

(2 S U(x X'y 4, W

’f) =n! U(_xl*x x2*,"' 7x*n+l"f/,)
si Xi, x; tendent vers le point x;* de E', i=1, 2,...,n+1.

La suite (53) étant ordonnée, des formules (54)et (55) on déduit
que si la fonction f(a) est non-concave d'ordre n sa dérirée est non-
concave d’ordre n—1. La réciproque de celte propriété n’ést pas vraje

en général. La dérivée f'(X) peut étre d’ordre n—1 sans que la fone-
tion soit d’crdie =, elle peut étre convexe d’ordre n—1 et la fonction

d’ordre n, sans étre convexe. La (n—1)éme dérivée d’'une fonction d’ordre

0 <
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2 est d'oedre 1. Une telle fonction a une dérivée 4 gauche et une

dérivée & droite, qui sont des fonctions d’ordre 0. Si la (n+ 1)®me dérir
vée existe, elle est de signe constant.

Si E est un intervalle et sila dérivée f'(x) est non-concave d’ordre
n—1 la fonction f x) est nécessairement non-concave d’ordre n. De
plus, si f(x) est convexe, f(x) est convexe aussi et réciproquement
puisqu’'une de ces fonctions ne peut éire. polynomiale sans que l'autre
le soit aussi dans le méme intervalle. Dans le cas ot E est un inter-
-valle, si ft)(x) existe, la condition f+)(x) = 0 est nécessaire et

-suffisante pour que la fonction soit non-concave d’ordre #, la condition
) (x) > 0 est suffisante pour qu’elle soit convexe.

Dans le cas d’'un intervalle les propriétés de la fonction se dédui-

-sent simplement de celles de la dérivée par la formule facile & établir

XL g Tn+-2
'(56) U(xl; X2yeeey Xni2s f)=n ! S S 000 SU(th tZ’-": tt‘+| ; f’) dtl dtz e, dt"‘H O

Ly VL2 L1

24. Nous avons vu qu'une fonction & wnéwe variation bornée "est a
nome différence divisée bornée done, une fonction & néme variation bor=-
née a des derivées continues d’orcre 1, 2,...,n—1. Si elle est définie
dans un intervalle fermé (a, b) les dérivées continues d'ordre r < n

-existent duns Uintervalle ouvert & guuche.

Nous allons démontrer aussi que la dérivée d'une fonclion a4 néme
-variation bornée est 4 (n—1)éme variation bornée.
Ecrivons la formule générale (54) pour les 2n points

1 ! ’
G, %1, G2, &2,...,8n, Gp .

Faisant f = x", nous avons
g, Oy os,all
Z‘A—U(“ G il x)
— “llaZr-t'vaﬂ’

x

[lest manifeste alors que si a;%, %", ..., a,* est une suite ordonn-ée,

4 tout ¢ > 0, correspond un n > 0 tel qu'on ait

By ’ ) \ > A |

<n'4e 1=1,2,.,n —— " —’n!l <t

Viog*, o, on, @n®) @y g’y ..., %)

pourvu que |o— a* [ <7, la/—ak | <%, ©=1,2,.
Considérons mainlenant une suite ordonnée de E’

n(57) X1y X250 00Xm .
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D’aprés la propriété “précédente on peut toujours prendre les:

points de E
(58) Yty V2,004, 2m

de maniére yue; ¢. > 0 étant donné, on ait

¥ - (j/zl-l s Vaitt s o0y Yoiton-3 ) I (J’z:’+1 » Y2it3 s we s Voiton—i )
Yoi_ s Voitasees Yoidai—2 ') " \Voit o, Yorka s eor s Yoidon
V(iy Xty oy Xign-y) V%141, Xit2 s oer s Xitn)

< @n—1) (nl4e) {1A7" Al LAl —a®H 4.,
TS A by 34 2e.4,[f; EJf

t=1,2,..., m—n

=

ou
Av=[yi, Yitrse s ppni fly §=1,2,..., 2m—n.
On en déduit que

e e (J’zi——n)’2i+|, s Vaiton-3 y f)

' Y2i s Veiv20 s Vaiqon—2’
59 : : =
(59) 2 V(xz‘) xi+1,---;xi-|n—1)

=1

b (}’zi+1a Yai+ar s Yaitan—1- )
Ul, . , ;
iz Vait2 Yoiyar-ees Vajgap- <
V(le,tz,..\.,an) ‘
< (@n—1)(n!+e) (nt 1){IA,'1—A}'.I + A=A+ ...
o AR AR Y L 9e(im—m) Ay [£3 E]L
Mais A, [f;E] étant fini, avec un léger changement de notations-
on peut dire aussi que, la suite (57) étant donnée, on peut déterminer:
la suite (58) de maniére que le premier membre de (59) soit

<@n—=1). (o 1) 1Vaf E] 4+ -
g > 0 étant donné d’avance. s
Mais le premier membre de (59) peut éire déterminé par un choix:

convenable de la suite (57) de maniére qu'il différe de moins de % de:

la quantité
(60) (n 1)!.((n—1)®ne variation de f'(x) sur (57)). ‘
Enfin la suite (57) peut étre prise telle que la quantité (60) dif-

e 1er. Rt
?)(T_-l)! de ~Vn___1 f 3 E]

fere de moins de
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Il en résulte que

Vet [f' 5 E] < @r—1) (n+1) ! Va[f;E]4¢
done
Vai[f'3 E] = @n—1) (n+1) !V, [f; E].
_ Cette inégalité est assez grossiére, mais suffit pour démontrer-
la propriété. f(x) étant & méme variation bornée 7®-V(x) est donc i

_premiére variation bornée. On suit que 7*~Y(x) admet alors une déri~

vée a gauche et une dérivée a droite qui sont a variation bornée-
d’ordre 0 (37),

25. Suupposons d’abord que E soit un intervalle (a, b). On peut-
donner un sens précis & la (n41)éme différence divisée d’une fonction.
d’ordre n», méme si les points ne sont pas tous distinets. .

Il s’agit de donner un sens a la différence divisée

(61) [xi,x,,...,xl,xg,xz,...,xz,xk,xk,...,:)_c_k,,;f]
o iy i
i fted i =n+2
les points %1, x2,..., %, étant distinets. Si nous regardons (61) comme-
le quotient de deux déterminants (voir No. 1) elle se présente sous la.
b .. 0 o -

forme indéterminée 0 Pour lever I'indétermination nous remplagons-.
chaque groupe de points confondus x,, x;,..., 2 par 4; points distincts.
tendant vers x;. On peut alors obtenir par un procédé bien connuw
(régle de I'Hosprrav) la vraie valeur du quotient (61). Ceci revient &.
définir le déterminant

U(xl’xi ’-'-;xla-?_"Z’xZ)"-’xZ,xk‘ Xks "'7xk7;/)

4 i i
comme étant égal au déterminant U(ey, ap,...,a&n42; f) ou, d'une.
maniére générale on remplace les lignes d’ordre 4, + 45+ ... + t—+1,,

itdt AT 2,0t 2t - 4o -4 pac:

1 =z 2l 2% | e sl araliod ousve i f(x;)
(13 R el S AT e Sl naf =t ()
0 0 2 Gzrel i) - ot o alhere: a0 K K n(n—1)ya% *  f(x)

----------------------------------------

6 00 0 ..@D...n«m1)...(n-4+2a? 57" £ D)

(37) Voir le mémoire de M. WinTERNITZ loc, cit. (9).
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V(®y, 2y 50eey @1y @2y @ayeuny Ty oer @iy@h, .0y @) S'obtient en faisant
[ agi Al et on, voit facﬂement que celte expression est différente de
zéro, donc la différence divisée est parfaitement définie.

L’opération précédente est justifiée si k¥ > 2. puisque la fonction
a une dérivée continue d’ordre n—1. 1l en est de méme si k=2, ey
2=4<n Sik=2ets = L il faut introduire la néme dérivée,
‘Cette dérivée n'existe pas en général mais il y a toujours une néme
.dérivée & gauche et une nméme dérivée a droite. 1l en résulte qu’on peut
encore donner un sens a la différence divisée a condition de faire
tendre les n-+1 points du deuxiéme groupe vers x, d'un méme colé.

Par exemple si ces points restent constamment & gauche de
la formule trouvée "est valable pourvu que f)(xy) représente la néme
dérivée & gauche.

1l est clair que ces considérations ne sont valables qu'a l'intériear
«de l'intervalle (a, b), plus exactement parlout ou les dérivées existent.

On peut compléter maintenant les propriétés des fonctions d’ordre
4, Si f(x) est non-concave d’ordre % on a

[(X1,X%2, 000y Xyq2;f]=0

‘Ies points étant distincts ou non. On verra aussi que si ]‘(x) est d’ ordre
:n et si l'on a :

[xl,XZ!---’xnfz;fJ =0

Xy = Xp =- .= X,4, (non pas tous confondus)

‘la fonction est polynomiale d'ordre # dans l'intervalle (X, X,+,).

D'ailleurs toutes ces proriétés peuvent se traduire géométrique-
-ment au moyen des polynomes L.

Si I’ensemble E est quelconque les considérations precedentes
?confondus appartiennent 4 un ensemble derivé dordre convenable
Les dérivées peuvent d’ailleurs étre prolongées par l'expression = 'f,,(x)
-sur tout 'ensemble E'. On vérifie facilement que ce prolongement per-
‘met de généraliser tout & fait les propriétés. Par exemple si 7 (x) est
snon-concave d'ordre »n on montre que partout ou ils existent f,(x), f2(x),...
sont aussi non-concaves d'ordre n—1, n—2,... respectivement ‘

26. Supposons que x;, X3, .. x,, soient des points de 'ensemble
-dérivé. On peut prendre r,’, x‘z’,..., xp’ ‘suffisamment prés des pomts
‘respectifs de la suite précédente tels que, e > 0 étant donné, on ait
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avec la formule '(54)
xl;x21""’xn
U(Xll- s ol ’f)
V(xlaxZ;""x")

— (=) [xp, X250y 2005 £ | <5~ (0—1) L

2

oo ol =)
V(XE],Xz',...,xu) i 2‘-‘n(’n )
en supposant que la fonction soit & néme différence divicée bornée:.

On en déduit

WXty X2y ooy Xns FII<m A4 [f3E] + &

d’ou
(62) At [f'5 E'] = nd [f;E]

Lorsque 'ensemble E est un intervalle (a, b) la formule (56) per—
met d’écrire (pour n4-1 points)

U=y, “Za-'-’xn-l-':‘l;f) -
X, Tl
=(n_1)!3 S « . .&[tl,tz,...’tn;f‘],v(t],{2,.-.,t")dtl d/z--- dtn.,_
Xy vn

Nons avons aussi

X, ry az'n—l-l
V(X],XZ,-.-,x,l+l)=n!S S .)SV(t‘],iz|...,tn)dt] d.tz.--dtn .-
ml a

A Zn
On en déduit

b
n Xy, Xz, xn+l;lf]|SAn—1 [{:’]

T

d’olt . %
ndq[f] = 4, 1[f'|
a “a
Comparant dvec (62) on déduit pour le cas-& aniintervalle, I'égalité--
(63) iy lyn An_l['{:’]:nA,,[z]‘(%).

| -27. Nous -savons déja que si.f(x) est & méme variation bornée:
1'(x) est & (n—1)éme variation bornée. Nous -savons -aussi que si la

(38) On peut facilement vérifier ‘iue cette égalité ‘n'a pas lieu ‘en ‘géné-
ral si l'ensemble E est quelconque Ceci est d’ailleurs évident & pI‘lOI‘l puisque:
la dérivation ’existe- pas sur les points isolés de E.
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fonction est continue (ce qui a toujours lieu si » = 1) on peut ne
~considérer que des points équidistants pour I’étude de la variation.
Supposons que E soit un intervalle (a, ) et que n > 1.
A tout ¢ > 0 correspond une suite

64) @, x+h, ©+2h,...,x+mh, > 0)
“Helle que
b
2£65) (néme variation de f sur (64)) > V,[f] —-e

On peut' toujours supposer (par suite de la continuité) ¢ < «,’
semh < b. '
On voit facilement que

[o4ih, otGt1)b, ..., 2+ nti)h; fl =
1 | [
= nig (he+z+3dh, ht+a+(G+Dh, ..., hi+et(@nt+i—1)h; (') dt
Jo
«et en comparant avec (65) il résulte que
) b b
n(Valf — ) < V]
s’ oll
b b
nVulf] = Vn-n[af']-

Maintenant, & tout ¢ > 0, correspond un nombre y > 0 tel que
| ety 242y, .., 040y F 1 =2, +,...a+(—1)y; 1]} —

S oty by fl = [ et yth, . otny b £l < e

apourvu que | k| <.
A Tl'aide des formules (6) et (10) on peut écrire

«(66) [t+h,o+y+h, .., xtny+h;fl—[x, 24+y,...,24ny; f] =
= Az, s +haty,. s fl+ A th e+, a Ty +hy o T4
ceo t Ay et o=y a0y, oSy +h; £

“toutes les différences divisées du second membre étant d’ordre n-1.
ALes A; sont indépendants de 'f(v) et aussi de % et ils sont non-
apdgatifs si o << o+ h < v 4 y.

Nous pouvons trouver une suite

&y B+ Py oo, THmy, y>0,a <z 2+my <D
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teolle que, € > 0 étant donné, on ait

. bl g
Vs 1 [z J Lk ? <
m—n+1
< Dl otipa+ @+ Dya+(nti—1y; f] —

=1
— 6=y, 2+iy, ..., v+ ti—2y; 7] |
Nous prenons h assez petit tel que v < o+h <z +y, +my+h <b,

et
h m~n+1
D btiy, a+G+1)y, .. ot (eti—1)y ;] —
=1
—[z+CE—1),2+w,..., 0+ (n4i—=2y; f] | <
- 5 nym—nJrl St ]
<g+73 D EtE—Dyth otiyth,. .., otmri=1y+h; f] —
=1

[E+G—Dy, 2+, ..., a+@+i—L)y; f] | .

Or, la formule (66) montre que la somme du second membre est
rplus petite que

b
A*Va[7]
«QU
= m max. (Aj+A3+As+,..., Ast+Ay4+As+-..) n impair
A Ast A5t Apt+Ag+Ast. .. )
= max. = y - 7 pair.
gVl [g+1)y-*
Si n est impair il suffit de faire f==g?T1, g+2 pour voir que
A=l
4

La relation (1) permet ensuite de montrer que cette égalité a lieu
-aussi pour # pair.
On en déduit -

b b
V-1 [Z'] — &< %Vn[{:]
d’on "

b b
Va1 [l = nVa [71. '
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Finalement on a donc
b b
(67) Va-slf'] = nVa f].

Nous avons supposé que /° soit continue, M. A. WiNTERNITZ &
montré qu'on a aussi (%)

b b
Veltd] = Vilf]

f étant & premiére variation bornée et fo' sa dérivée & droite.

§ 3. — Sur la limitation de la dérivée d’une fonction @’ordre 7.

98. Soit f(x) non-concave dordre # dans linterville (a, b). SB
n > 1 elle admet une dérivée continue, done bornée, dans tout inter=-
valle conmiplétement intérieur. o

La suite @, @a, ...k, T &', Tht1..+, ¥ étant ordonnée on a

R TR I ST AT ey )|

lim, TR e =1L
P i
d’ou en développant
TR - U % fz) |
S 2 - ¥ “
1 1y x e e L 1(2)
2 e (€
L o gy e
1 - 22 aw o e (Pid f()
7 A s nattl 0
" &
1 x/{:il Uk"" ...... "Bk 1 f( k+1) )
T T SN AR oY)

(68) (—1)*~*~'f"(x)=

V(w,;, wz,...,fbk,x,wk+i;---,”n)

Pour trouver une limitation de f° dans lintervalle (ay, by
a<ay <b, <b, il suffit de prendre lés points &y, Z5,..., Tk dans

(39) loc cit (9).
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a, ay) les points %4y, @p4p,..., @, dans (by, b) et de détermi-
ner convenablement k¥ (on peut toujours choisir entre deux valeurs con-
sécutives de k) de maniére que (—1)"k-! f(x) > 0. On peut alors
prendre les modules dans (68).

Soit 4q la borne de f(x) et posons

P(z)=(2—x) (z—x)) (2—x3) . . « (z—X,).

Le second membre de (68) peut s’écrire

S 1
1Py > Ty k+'f<x>2

1= =1

xr—

et cette expression permet d’écrire
\
_|P'(@)] U
! < S |
171 4o {2 l@ - o . iP’(L)ITZ Ix—x, }
(=1 =1 |
k étant convenablement choisi.

Cherchons une meilleure limitation pour des points suffisamment
intérieurs.

Nous allons supposer que f(x)=0. Posons alors

n
1 ; (— l)n—z—l-l
Bi = | P'( . yp-kp’
k=1 (‘)’z_zl lx—ac,-l.lP(m,)l Z )2(’6—961)P(w,
et
B*% = min. de By, B* ;= max. (B*%, BY%) i+j=impair,

On en déduit que
17 1< Ag. min, (B%,;) 5, J=0,1, 2,..., n, ¢+j=impair.

Désignons encore par F(z) le polynome L prenant les valeurs
(—=1)*—! aux points z;, i=1, 2,...,n+1 (ac,,_l_l = z), nous avons

F(2) "E (=i
PO T )P @0 =)

vy P()
=— ( — 1\n—k - 2

i) (F ) 2P’(x))
Finalement si nous posons

P(2)=(2—2) (z—21) (2—2n) Q (2)

AR (z—x ) (Z—xn) Q (Z)
R@)=F() — = a2 0 @)

Mathemtica VIl 4
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nous eh déduisons .
Br = (—1)**R'(2) = [R'(x) ].

29. On voit que si = est fixe By est positif et ne s'annule jamais:
Si deux points x; et @ coincident Bx devient infini, il atteint donc cer=-
tainement son minimum pour des points distinets. Enfin B, est homo-
géne de degré -1 en x; et x et ne dépend que des différences mutu-
elles de ces nombres. Il en résulte que pour le minimum l'une au
moins des égalités x; = a, an == b, doit étre vérifiée.

Supposons Xy = & et écrivons les conditions

0B .
R =2 8,...,0n
5 0, j=2 3
La valeur ainsi trouvée pour Bx sera = B¥.
Nous avons
OBi _ (=1)""P'(%) (F'(x) 1
0x; = Xj— x P’(x,-) (x;—x) P’(x)

done 7
(j— @) P'(x) F'(x;) = P'(a) g2 oo

en supposant les points xy, x distinets.
Nous en déduisons finalement
R(z) =0, R(w) = (— )", i=1,2,...,n, Rx)=0,i=2,8,...,n

Pour metire en évidence le nombre A désignons ce polynome

par Tx(2).
Supposons maintenant que x, = b et écrivons
oBx .
a—xj—" J _7——].,2,-..,”—‘1

nous obtenons alors pour B¢ une valeur = B*%. Comme plus haut on

trouve e oF !
R(@)=0, R(z;) = (=1)*" i=1,2,...,n, R'(2)=0, i=1,2,..,n-1

Désignons ce polynome par — Tx(2).

Nous avons \
(69) B < IT'(x)| pourvu que x, < b
(70) B* < I T'(x) | pourvu que xy > a.

On peut d’ailleurs démontrer que l'égalité est effectivement at-
teinte pour une position particuliére du point x.
Le polynome” T (2) est un polynome de Tceesicuer (4) dans un

(40) Voir S. BEE{NS.TE[N loc. cit. (8).
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certain intervalle (a, by)

Tx(2) = cos [n arc coszii'——a] .

b‘—a

Pour que la formule (69) soit applicable il faut écrire que « est la.
#eme racine de Tw(2)=0 et que zq, qui 2st la plus grande racine de la
dérivée, est au plus égal & b, i
w=b‘+ by—a - 2k—1 _bita

—_ i C— =
B OB MCOSES Do ) b=, 5 +

b,—a
2

T
COS — »
n

Eliminant &4 nous trouvons

f—

2n

1 2k—1
©) +6(1—cos ~on )

2o
@ (cos = -+ cos
x < b=

T
1+cos;l

ILes points &, sont distribués de la maniére suivante:
a<51<§2<--0<§n—1<b<§ﬂ
De la méme maniére nous avons

2z— (M—bJ

Tu(2)=cos’
«(2) cos[n arc cos —

ot les conditions d’applicabilité de la formule (70) sont

_btay | b—ay 2k--1 _b4ay | b—ay ™
xr = 5 -+ —2 cos —2’1 T, a<x;= ) + —2— cOs .I'i
«d’ott
‘ 2k+1 T 2k+1
o1+ cos o5 m)+ b(cos 700 —5 T)

X ==y = -
l—l—cos-ﬁ

Les peints n« sent distribués de la maniére suivante :
P <a<y <N <., . <% <b
30. Si x est dans lintervalle , (§-y, &) les polynomes Tm (2),
am=Kk, k+1,... conviennent pour la limitation. Nous avons
n n_.2m—1

e et % &

«done

1TH(E) | <UTp () | < 1 Tppa@) 1 <



B2 T. POPOVICIV

et on poura alors écrire certainement
@< 8o 1 Ty () |

De la méme maniére on trouve

1)< A I T (@)}
avec

= n
[T () | =

dans (&,_,,, &

dans (97, Ng41):

n 2k—1

Nous avons dans (§,—;, &)

n . 2k+1

ITpp@ = S tg=p =~

Ja—a)o—a) b=

Co‘rg T .

o L
gk_ll_a 4n

' T . 2k+1

_n chosE ) oy 1+cosﬁ-tg—45—
Tb—e_ %k-8 ¢ 21 " b—a  2%k—38" 23 _

cog 2n R & 2n & an

5 2kt no ekl

< on @ 2n g 4n m< 4dn 1 6 € an

b——a us in i t %-____3 | b_a L 'nE tﬂ%—_—gn

‘ SMon ¥ T 6 % 4n

et finalement
Qk—[;l

tg——m
0 4 n2 4n
T () <g 5" 23

8 4n

n>?2 k=238,...

De la méme maniére neus avons
lgg———k—l—a .
(T (et 2
—110NSg p—4  2h—1
g 4n

T

n>2 k=1,2...

dans (§4_y,. &)

, n—1.

dans (g, Mg4aP

, =2,

<
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On peut écrire aussi dans (§,_,, &)

n n —z | 2%--1
1T () | = _ = V ot ! <
e Vo—ab—a) .V (e—a)(o—z) | @—a = dn " =
S n V ?—Sk_l t 2’0—'—1 -
V(w—a)p—x) | &k~1—a = 4n
¢ g&:f—_l_n 2k—5 k—1
. n ‘g an cos A . COS T
Ve b—w) 23 , 26—3
tg in cos? ==
-d’olt enfin
2k+1
n tg‘—4n—ﬂ:
) TR () | = dans (-1, &)
S o= (—a) W2 X
n

n>2 k=2 3,..., n—1.

D’une maniére analogue

Qlc +3
= ooon '8 4n
! T"~_ vt ¥ danS A

4n
n> 2 k=1, 2,..., n—2,

Remarquons que
2k4-1 " o br

g g B o.y3
_Lg—-4ﬁg—@=2'rv—§, n>2 k=2, 38,...,n—1
t 2——1: tg1 tg—ﬁ-— 2—J
4n 4n 12
et
T ) T
a(cos—n—+ cos%) + b(l——cosz—n)
T > 51 = e e
l‘f‘COS"n—
T, T T
. a(l—cos2—nJ+b(cos7~l—cos2—n)
‘Sn—1<7]n—1= ¥

17
1+cos7

{On voit done que:
un dérivéz d'uns fonction f(x) bornée et d’'ordre n dans Vinter-
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valle (a, b) vérifie les indgalités (n > 2)
8 24 /8 n?
e <g gt p
(71)

| 7@V (x-a) (b- w)|<2—Lg Ly
« appartenant & Vintervalle (a+ X, bi—-2) avee

l—cos%

l+cos——

=(b-0) ———

Nous avons introduit ici le coefficient 2; il provient du fait que,
dans la démonstration, nous avons supposé f(x)=0. Le cas général se
raméne 3 celui-ci en considérant la fonction 7 ()=f(2)—f(x) qui est
encore d’ordre % et on a évidemment

f(@)=0, F'1(2)=F"(2), |fi(2)I=24,.
M. P. MonTEL & bien voulu nous faire remarquer que, dans le
voisinage des extrémités a+ A ou b—A la seconde limitation est compa-
rable & la premiére pour les grandes valeurs de n. Il sulfit de remar-

quer pour celd que A est de l'ordre de 7%

Les formules (71) ressemblent beaucoup 2 celles que MarkorF
et M. S. BernsTEIN ont donné pour la limitation de la dérivee d’un
polynome (#!). On voit qu'une fonction d'ordre n secomporte & peu prés
comme un polynome de degré n dans un sous-intervalle, qui se rapproche
d’ailleurs autant qu'on veut de (a, b) pour n — oo.

CHAPITRE 1V.
SUR LES FONCTIONS CONVEXES AU SENS DE M. JENSEN,

81, Dans son célébre mémoire M. J. Jensen (42) définit les fonc-
tions convexes (ordinaires) en ne considérant que des différences divi-
sées secondes prises sur des points équidistants, g

(41) Voir 8. BernsTEIN loc. cit, (8}

(48 J. L. W. V, JenseN ,Sur les fonctions convexes et les inégalilés
enire les valeurs moyennes®, Acta Math, t. 30 (1908), p, 175. M, L, Garvam
a le premier considéré des fonctions définies sur des ensembles quelconques
Voir son mémoire ,Sulle funzioni convesse di una o due variabili definite in
“un aggregato qua]unque“ Rendiconti di Palermo t. 41 (1916), p, 108.
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Supposons pour fixer les idées que E soit un intervalle (a, b) et

considérons les différences divisées RITID)
1. 1 < (n N
onlwi i )= D[] Flato—i)h.
=0

Supposons que f(x) soit bornée et posons

. .
lim, sup.“ g (—1) (?) f (x4 (n—3) h){ ::wé (?)
_ a < x, x+h < b, [h1<<d
wn (3) est le module d"oséillation d’ordre # de la fonction.
Posons
A'p=lim. sup. |Sp(x;b;f)I dans (a, b).
Nous- avons on(8) < n!87A%, done si A est fini
i lim o (3) = 0.

d >0

M. A.. MarcHAUD a démoniré que dans ce cas la fonétion est
continue (43). !

Prenons n+1 points ordonnés =z,, &3,..., %, et divisons
intervalle (@, , @,y en p parties égales par les points )

By == Xloy Tyquee, m'p—'l » Xy =Ly d g

Soit ®/" le point #;' qui est le plus proche de x; (ou bien I'un

d'eux s’il y en a deux). La formule (10) nous donne alors
|[&U"l gesry 'B"”{l;fllf A,”'

Mais

Lpg1— %
2p

et la fonction étant continue, on peut trouver un nombre 5 > 0 tel que

Iaz,i—a?"[IS

| ERE YRR SR i Ll PRI 2 TR PR i |- R

e > 0 étant un nombre donné quelconque, pourvu que p > m. 1l en
résulte que 5

S A’,, est fini et si la functwn est bm'n ell;: est aussi (4 méme
dzﬁ‘erence duzsee bornée et on a _ e g S
: An‘—‘A’ 3 ol ; _";-’ -
(43} A MarceaUD loc. cit, (7»
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Oa peut aussi définir une néne variation totale V'; sur des points
équidistants en  posant

m
V'u=1lim. sup. Z‘ 18 +ih; b f) — S+ G+ D) AR )=

=0
m

=lim. sup. (n+1) 1 2 18, ((xtih;h;[)I (h > 0).

=1

Si A%y est borne, il en est de méme pour V'n, mais V'» peut
étre bornée sans que A'; le soit.

On démontre encore comme plus haut que si V', est fini et la
fonetion f(x) bornée, elle est a méme variaticn bornée et on a

Vn = \T'n .

Bien entendu, cette propriété n’est vraie que pour » > 0. On a
en general Vo>V'y.

82. Nous pouvons enfin cousidérer des fonctions f(x) vérifiant
I'inégalité ]

(72) Sptil@;hif) =0 dans (a, b).

Je dis d’abord que i une telle fonction est bornée elle est continue
dans Vintervalle ouvert (a, b) (n > 0).
De la formule (10) résulte qu'on a

(73) oy s @3 s Epga Fl =00

pourvu que les points %3, &3, ..+, T,y divisent rationnellement I'in-
tervalle (2, ,4.5). Soit alors x un point interieur de (a, b) et prenons
n points fixes x; , Ty ,..., Tn ordonnés et a gauche de « et soit 2’ un
point voisin de a, quon peut supposer & droite de , pour fixer les
idées. On a

(74) Uy @y ey, T, T3 F) =0

pourvu que la condition de rationalité soit vérifice. Or, nous pouvons
toujours prendre les points ®; de maniére que 3, 3, ..., Zn divisent
rationnellement lintervalle (z;, ). Alors, ou bien &, , 23, ...,%n, ®
divisent rationnellement l'intervalle (xy, «’), ou bien nous pouvons rem-
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placer les points x; par d’autres ®'; aussi prés qu'on veut des x; tels
que cette propriété soit vérifiee. En développant alors l'inégalite (74)
nous avons

@) ) @)= -2

=(x'—a) A,.

La quantite A est bornée la fonction I'étant aussi par hypothése.
Dans V(x,, @3,..., Za, x) les points ordonnes &;,..., &, & sont, ou
bien fixes ou bien on remplace x;, x5,..., . par des points aussi
voising qu’on veut; on peut donc s’arranger toujours de maniére que
V(x,, 23, ..., a, ) reste plus grand qu'un nombre positif.

Il en résulte que A, reste borne quand ' varie.

Par le méme procédé nous obtenons
(76) f@) — [(#) = (x'— @) By
B, étant borné Jorsque x’ varie. Pour cela il suffit de prendre par
.exemple x, & droite de ». On procéde de la méme maniére si x’ est
A gauche de x,

Les inégalités (75), (76) prouvent la continuité.

Comme au No. précédent nous obtenons la propriéié suivante :

Si une fonction bornée définie dans Vintervalle (a, b) vérifie Vin-
égalité (712), elle est non-concave d’ordre n (au sens dw Chap. II).

Signalons encore la propriété suivante (44):

81 une fonction mesurable (au sens de M. LEBESGUE) vérifie l'inéga-

Aité (72), dans (a, b) elle est continue en tout point intéricur.

Supposons le contraire et soit x un point de discontinuilé inté-
xieur & (a, b). Il résulte de ce qui précéde que dans tout intervalle
-entourant x il existe un point § tel que

{77) LA 1> A

A étant un nombre positif aussi grand qu'on veut.

Soit 6 un nombre positif tel que l'intervalle (x—20, x+20) soit
.complétement intérieur a (@, b). Dans lintervalle (x—o, x+a) il existe
aun point & tel que

(78) |FE)1> (n41) (”",t 1JA

i n n41 . . .
.ol k& est egal & 5 ou + sulvant que % est pair ou lmpailr.

2 2

(4) Pour n=1 voir W. SIERPINSKI ,,Sur les fonclions convexes mesu-
wables“, Fundamenta Math t. I (1920), p. 125,
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Considérons 1'an des intervalles de longueur o ayant { comme
extrémité, Nous avons

Ll ren + () e+ - ("5 reramt =0 =

il . )
=M pern — "3 reren+ ("5 ) R am 4 - -

en supposant par exemple » > 0 et é4(n+1)h = x+2a.

On voit alors qu’on a

| f(§+jR) 1> A

au moins pour un j=—1, 1, 2,..., n+1. En effet autrement il y
aurait certainement contradiction avec (78).

Il en résulte que les points & pour lesquels on a (77), forment

un ensemble de mesure = o et alors la fonction ne peut étre mesu=
rable en vertu d’un théoréme de M. BoreL.
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SECQNDE PARTIE.

SUR LES FONCTIONS CONVEXES D’'ORDRE SUPERIEUR
DE DEUX VARIABLES REELLES.

CHAPITRE V.

SUR LES DIFFERENCES DIVISEES DES FONCTIONS .- DE DEUX
VARIABLES REELLES.

§ 1. — Théorie générale des différences divisées.

83. Considérons une fonction f(x, y) réelle et uniforme sur un en- -
semble plan borné E dont la nature sera précisée plus loin.

On peut généraliser la notion de difiérence divis€e pour le cas-.
des fonctions de deux variables indépendantes d'une infinité de mani-
éres. Nous étudierons la généralisation qui parait présenter le plus .
d’intéret.

Soient M,, My, ..., M«, k=(m-+1) (n+1) points de ’ensemble E.

Désignons par a;, yi, =1, 2,..., k les coordonnées du point
M; et posons
(79) , Vo (M, Mg,e .5 My)=
=1 @ ... Vi Yidy yixi o yiElt oyl yioen yi s M e |

ot, suivant une notation usitée, nous n’avons écrit que la ligne géné- -
rale du déterminant, ‘ .

Pour abréger, nous désignerons -aussi par ¢ I'ensemble des points .
M; et par Vi, » (¢) le déterminant (79). )

Désignons par Upm,» (Mg, My, ... Mi; /) ou Unm, n (e; f) le détermi-
nant quon déduit de (79) en remplagant les €léments de la derniére -
colonne par : i ,

]c(xl) .Vl)s f("tz» yZ)""’f(xk7yk)7' _

Appelons courbe d’ordre (m, n) une courbe algébrique représentée-
par I'équation F(z, y)=0 ou F(z, y) est un  polynome de degré m en.
% et de degré n en y. :
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Considérons alors le quotient

Um,n (Ml‘ Mz, oo ,Mk; f)
Vin,n (My, Mg, ..., M¥)

(80) M1, My oo, Me Flmyn =

~que nous désignerons aussi par [e; flm, n .

Le déterminant (79) est différent de zéro si et seulement si les
points M; ne sont pas sur une courbe d’ordre (m, n). Dans ce cas le
~quotient (80) est déterminé et on pedt Vappeler la différence divisée
~d’ordre (m, n) de la fonction f(x, y) sur les points M.

Remargouns que la différence divisée d’ordre (m, n) est symétrique
ypar rapport aux points M;.

Soit E* l'ensemble dont les éléments sont les groupes de k =
<= (m+1) (n+1) points de E non situés sur une courbe d’ordre (m, ).
A chaque €lément de E* correspond, pour la fonction f .z, y), une dif-
:férence divisée d’ordre (m, n).

Prenons un sous-ensemble E*; de E*. ’ensemble de toutes les diffé-
rences divisées d’ordre (m, n) forme ce que nous appelerons une diffé-
-~rence divisée d’ordre (m, m) sur E de la fonction f(=, y).

La différence divisée d’ordre (m, ») sur E est donc une fonction
~d’ensemble égale au quotient (80) en tout élément de E* . Ainsia tout
sous-ensemble E*; c¢orrespond uue différence divisée d’ordre (m, n)
~sur. E, :

Un sous-ensemble E* est toujours caractérisé par certaines pro-
~priétés restrictives que doivent vérifier les groupes de points donnant
«les éléments de ce sous-ensemble.

34, Supposons que tout point de E appartienne & au moins un
+élément de E* . Nous dirons alors que la différence divisée d’ordre
~(m, n) sur E, correspondant a E*, est compléte.

Il est & peu prés évident qu’une différence ‘divisée sur .E non
~compléte ne présente aucune utilité pour 1'étude de la fonction sur E.

Soit E1 un groupe de k= (m+-1) (n+1) points de E, ce groupe étant

un ¢€lément de E*;, E, l'ensemble de tous les points de E tels que

~chacun d’eux donne, avec £4—1 points de E;, un élément de E*;,...,E,
I’ ensemble de tous les points de E tels que chacun d’eux donne, avec
~k—1 points de E,—;, un élément de E*,,. .. ete,

On a By <E, <... < E,, <... et la somme XE, est contenue
~dans E

Supposens qu’on puisse trouver Ey de maniére qu'on ait.XE,=E,
:Nous dirons alors que la diftérence divisée sur E, correspondant a L*;
~gst close.
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Il est clair que la propriété d’stre close entraine celle d’étre-
compléte.

Soient E*;, E* deux sous-ensembles de E* tels que E¥j <E*;~
Nous dirons alors que la différence divisée d’ordre (m, ) sur E, cor-
respondant au sous-ensemble E*, est plus élendue que celle correspon-
dant au sous-ensemble E*;. On peut aussi dire que la différence divi--
sée sur E, correspondant & E¥{, est moins étendue que celle corres--
pondant a E*,,

Si une différence divisée sur E est compléte ou close, toute diffé--
rence divisée sur E plus étendue sera a fortiori compléte ou close.

Nous supposons bien entendu qu’il existe au moins une différence
divisée d’ordre (m, m) donc que lensemble E ne soit pas vide. Pour-
qu’il en soit ainsi il taut et il suffit que les points de E ne soient pas-
tous sur une courbe d’ordre (m, n).

Uae différence divisée d’ordre (m, n) sur E est nulle identiquement:
si les différences divisées sont nulles pour tout élément de lensemble.
E*; correspondant.

Si une différence divisée close d'ordre (m, ) sur E est nulle iden--
tiguement, la fonction se réduit sur K auxz valeurs d'un polynome de-
degré m en % et de degré m en y me contenant pas de lerme en X Y.

Considérons une suite d’ensembles E;, Eg,...,Ey,...exprimant.
la cloture. Nous allons démontrer la propriélé de proche en pro-
che, La propriélé est vraie sur lensemble E;. On le voit immé-
diatement en remarquant que, parmi les k= (m-1) (n-+1) points de-
Ey, il y a toujours k—1 par lesquels passe wune scule courbe d’ordre-
(m, n). Il suffit maintenant de montrer que si la propriélé est vraie sur
Pensemble E,__, ellesera vraie aussi sur l'ensemble E,. Ceci résulte du
fait que les pomts de K, qui ne se trouvent pas dans E,_, s'obtien-
nent de la maniére suivante: On prend dans E,_, k— 1 points par:
lesquels passe une seule courbe d’ordre (m, n); soit (C) cette courbe--
On prend les points qui ne sont pas sur (C) et qui avec les k—1 points.
choisis donnent un 6lément de 'ensemble E*; correspondant & la diffé-
rence divisée sur E considérée. En prenant toules les courbes (C) pos--
sibles on obtient tous les points de Ep.

85. Etablissons encore une propriélé de certaines différences divi--
sées sur E. Pour qu'une différence divisée sur E soit utilisable pour
I’6tude des fonctions il faut que, au moins pour des fonctions simples,.
elle conduise & des propriétés différentielles simples pour la fonction.

fx, ).

Soit M’ un point du dérivé E' de E et e un élément de E*;, formé:
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par les points My, i=1, 2,...,% k= (m+1)(n+1). Appelons distance
~du point M & Délément e la plus grande des distances du point M’
-aux points M;.

Convenons de dire que Ja suite d’éléments de E¥,, ¢, e, ...,€eP,,
/- tend vers le point M’ de E' si la distance du point M’ & I'6lément e®
~tend vers zéro lorsque p — oo,

Nous dirons qu’une différence divisée sur E est réquliére si quelle que
-0t la maniére dont wune suile d’éléments ¢, ¢, .. . , €0, .. .de E tend vers
e point M’ de B, la différence divisée [e®) ; x* yBp o lend vers une limite
finie el bien déterminée et ceci:

10. Pour tout point M' qui est limite d’aw moins une suite délé-
ments de E*

20. Pour tout couple de mombres «, B entiers non négatifs (45).

Les conditions de régularité ne sont pas toutes indépendantes.
“Tout d’abord pour & = m, B = n, a+B < m+n la limite en question
‘est toujours égale a zéro et pour a=m, B=n elle est évidemment
€gale 4 1. Ces propriélés appartiennent a toutes les différences divi-
=sées sur E.

Désignons par L,(n“" f) (z', 9') la limite de la différence divisée
e ; 2 yBlm, » au point M'(x’, y’), dans le cas de la régularité, Nous
~avons done

=mn, o < mitn '

n.

Ls;,l,' f) (xl’ y') =0 «

=1 o

(A
S
™

Il
3
™

I

Nous pouvons écrire

i .
{{e{; &% 9Bl n = ZA,- s yf? (k=(m+1) (n41))

=1

es A; étant indépendants de « ot B.
Désignons par X; les fonctions symétriques fondamentales des
-abscisses des poinis formaunt e et par Y, =1, 2,..., % les fonctions

(49) Les considérations précédentes s’appliquent aux fonctions @' une variable
La différence - divisée générale, envisagée dans la premiére partie, est close.
“Si la fonction est définie dans un intervalle, la différence divisée prise sur
-des points équidistants est compléte majs n’est pas close, La question de
wégularité ne se pose pas, Toute différence divisée est réguliére, C’est préci-
~sement a cause de cette propriété que les questions exposées dansla premiére
gpartie presentaient une aussi grande simplicité,
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symétriques fondamentales des ordonnées de ces points. Nous'avons

k
[e; z= yﬂ]m,n=2(—l)'-1Xi[e;x“"yﬁjm,n a =k

=1

k
= ST () Vile; @ P B =k

=1

«¢e quitnous monfre que:

Il wy a quun nombre fint de conditions de régularilé indépen-
-dantes.

Il suffit en particulier que la condition de tégularité soit vérifice
ppour & = k—1, p = k—1 et nous avons alors

k
Lf,‘i‘,’ B (e, )")=2(— 1)‘”(?) 2t Lglc:'-f; 8 (z', y) '
1

k
= GO (Fy LN,y p=k
1=1 3

Nous avons ainsi trouvé (m--1) (n+ 1) (m+n+mn) conditions de
régularité. Ces conditions ne sont pas encore toutes indépendantes et
on peut les réduire de diverses manié¢res. Nous n’insistons pas ici sur
-ee point,.

La régularité n’entraine pas la cloture et inversement la cloture
n’entraine pas la régularité (46). .

Si une différence divisée sur E est réguliére, toute différence divi-
sée sur K moins étendue est aussi réguliere et présente le méme carac-
tére de régularité (les limites sont les mémes).

§. 2. — Sur une différence divisée particulicre,

36. Si le sous-ensemble E*, coincide avec E on obtient la diffé-
rence divisée sur E la plus étendue. E n’étant pas vide on peut facile~
ment démontrer que cetté différence divisée sur E est close. Toutefois,
cette différence divisée sur E ne parait pas présenter un grand intérét
pour I’étude de la fonction, car elle n’est pas en général réguliére. Soient

(46) C’est précisement sur ce point.que le cas de deux variables différe
-ssentiellement de celui d'une variable, 2 '
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par -‘exemple les quatre points
M, (1,1), M2 (l-a, 1-a2(1-0)), Mz(L-+a, 1—a, 1-a2(1—9)),
M, (1-+a2, 140 a?)
et la fonction f(x,y)=22; nous avons
M, M,, M, My; fl;, =(@Q—0) a2+ 0.

Si g — 0 les quatre points- tendent vers le point (1, 1) et la dif-
férence divisée peut tendre vers n’importe quelle limite.

37. Nous allons supposer, pour simplifier, que E soit un rectangle:
fermé (47)

- (a gxgb)

Ple<y=a
Appelons avec M. MARCHAUD (48), réseau d'ordre (m, ) la figure
formée par m paralleles & laxe Oy et » paralleles & 'axe O z. Biem
entendu on ne considére que les points du réseau qui appartiennent.

au rectangle E.

Nous appelons différence divisée partielle d'ordre (m, ) la diffé-
rence divisée sur E correspondant au sous-ensemble E*; dont les é1é-
ments sont les noeuds (ou points d’intersections) de tous les réseaux

d’ordre (m+1; n+1). ~
La différence divisée partielle d’ordre (m, n) est compléte mais:
n’est pas close, Elle est aussi régulidre et sa régularité s’exprime par

les égalités
| L4050 = (o ek ol

La dénomination de différence divisée partielle peut s’expliquer
de la maniére suivante : Prenons la méme différence divisée de la fone-

tion par rapport a «
. F(y)=[21 @2 -+ +» Zmpr; ]
et la néme différence divisée de F(y)
a:‘l,a’z,.-..,‘l'm_*_/; ]
- L= ; Bl
[yh Pareres Yt f 1 Y2 y Ynt1
En changeant l'ordre des deux variables , y nous définissons
également la quantité '
[}’h Y2500 Vi 'f]
Ty, Xz, -'-’wna—[—l, '

(47) 11 est clair quon pourrait prendre un ensemble plus compliqué,
(48) These loe, cit. (7).
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Nous voyons facilement qu’on a identiquement

(82) I:'}’p Yoy oo, Vn-l-l . ];J =‘[$1, Lyqyeeoy mm-l—l : f] )

wl,me"’wm-l—l’ Yis Vas e ooy Yt
L’expression (82) est précisément la différence divisée d’ordre
(m, n) de la fonction f(z, y) sur les points (z:, y), i=1, 2,..., m+1
i=1, 2,..., ntl.
i Appelons encore avee M. Marcuaup (49) pseudo-polynome d'ordre
(m, n) toute fonction de la forme

Sain)+ Sy E)
i=0 ‘ j=o

Un pseudo-polynome d’ordre (m, n) est complétement déterminé par
ses valeurs sur un véseau d'ordre (m+1, n-+1).
Cette propriété est analogue a la propriété d'unicit¢ des polyno-
XysXos oo o Xpda

mes L.
X
)
YirVas oo o Yuti y

Désignons par
le pseudo-polynome d’ordre (m, n) coincidant avec la fonction f(x, »)
sur le réseau -

Ai(p) fonctions arbitraires de y

B;(x) fonctions arbitraires de

X=X, =1
Y=JYi, Jj=1, ¢
On voit aisément que

X1sX2400.,X
83 X, —P(- 2 Ttk
( ) f( y) ylay27°--,yn+1,

fly)-

V(3 X5, e vy Xt V10 Voo e o0 Vt1) [xnxz’---:x_f]
V(X1 X250 ooy Xy 1o X) V(13 V20 00 5 Yt Wi Vree sy’

88, On peut voir facilement que la solution générale de I’équation

[x“xz’m,xm-l_l'f]—o sur E
Y, V2see ey It ¢

est un pseudo-polynome d’ordre (m— 1, n—1).

(49)’Nous appelons pseudo-polynome d’ordre (m,n) ce que M, MARCHAUD
app_elle d’ordre (m-1, n41). Nous introduisons ce changement en vue d’ob-
tenir une plus grande symétrie dans’les dénominations.

Mathemat ca VIIL 3
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Les différences divisées partielles d’ordre (my, n;) < (m, n)
my < m, ny <m, my+n <m-+ n] d’un pseudo-polynome d'ordre
(m-1,n-1) ne sont pas bornées en général. Le pseudo-polynome lui
méme est en général non borné. Nous avons la propriété suivante :

Pour qu'un pseudo-polynome d’ordre (m-1, n-1) ait toutes ses dif-
férences divisées partielles d’ordre < (m, n) borndes il faut et il suffit
que ses différences divisées partielles d’ordre (m, 0), (0, n) soient borndes.

Supposons la fonction f(x, ¥) nulle sur le résean

r==z7, i=1,2,...,m; y=y'i: j=1..., n

Appliquons la formule (6) aux différences divisées partielles
Ly Ly yeve,@m }_[xl s %oy e ey Tm f] I:x,l’x’zw"’wlm f}
YisY2s -1 Ynt = YisY2s:+ s Yntr’ YirYzrer s Yntr’
- xlsxz,'-'axm—{—l_f 1 y X2y 0oy Tty _f]_[x}’x%"°"mm+l. ]
YisY2 50002 Yn T Y Y2y Yn ’ YirYasee:¥n
nous voyons alors que si lu différence divisée partielle d’ordre (m, n)

est bornée les différences divisées partielles d'ordre (m-1, n), (m, n-1) sont
aussi bornées.

1l en résulte que toutes les différences divisées partielles d’ordre
< (m, n) sont bornées. On peut donec énoncer la propriété suivante:

Pour que les différences divisées partielles d’ordre < (m, n) d'une
fonetion f(z, y) soient bornées il faut et il suffit que:

10, La différence divisée particlle d’ordre (m, n) soit bornée.

90, Les différences divisées partielles d'ordre (m, 0), (0, n) soient
bornées sur un réseau dordre (m--1,n+1).

On voit aussi que:

Toute fomction dont la différence divisée partielle d'ordre (m, n)
est bornée est la somme d'une fonction ayant toutes ses différences divi-
sées partielles dordre < (m, n) bornées et d'un pseudo-polynome d’ordre
(m-1, n=-1). ' g

Le fait que la différence divisée partielle d’ordre (0, 0) est bornée
signifie que la fonction est bornée.

On peut encore remarquer que

Foy—t@ ) == [0 ]+ @) [ 1]

done, si les différences divisées partielles d'ordre (1,0) et (0, 1) sont
bornées la fonction est continue.
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Rappelons encore un théoréeme de M. P. Montes (%) sous un
tforme un peu modifiée.

85 les différences divisées partielles d'ordre (m—m', n), (m, n—n’)
d'un? fonstion sont bornées, la différence divisée partielle d’ordre (m”, n")
-est bornée pourvu gque

m" = m—m m=m >0 m—m" n n—n"
n' = n—n n=n">0 m’ n > 1

On montre d'abord que la propriété est vraie pour un pseudo-
«polynome d'ordre (m—1, » —1) (les conditions m =m"=m — m/,
= n" =1 —n' sont alors suffisantes). On démontre ensuite la propriété
pour une fonction s’annulant sur un réseau d'ordre (m, %) (les deux
spremiéres conditions peuvent alors &tre remplacées par m” <m, n' < n).
La démostration peut se faire & 'aide des fonctions g, , (5, A) intro-
-duites par M. Marcaaup dans sa Thése (5!).

§. 3. — Etude d’une autre différence divisée particuliére.

89. Pour simplifier nous supposerons  encore que E soit un rec-
wtangle (81). i

Soit E*; le sous-ensemble de E* dont les éléments sont tous les
«groupes e de m+1 points M, (i, y.,) vérifiant les conditions suivantes :

10, La suile 2y ,%3,. ., %y st ordonnée.

20, On a

| Yiqes — Pl < blzpgg — @i)s i=1,2,...,m,

-0l $(0) est une fonction positive et non décroissante pour 6 > 0.

Nous dirons que la différence divisée d’ordre (m, 0) sur E corres-
spondant & E¥; est une différence divisée normale d’ordre (m, 0). La fonc-
stion ¢(0) est sa fonction caractéristique.

Une différence divisés normale d’ordre (m, O) est close; elle est
xéguliere si ¢(0) est assez petit et tend assez rapidement vers zéro.

Nous dirons qu'une différence divisée sur E est bornée aw point
M(z, y) de E s’l existe un cercle de centre M ou cette différence divi-
8ée soit bornée. On dira aussi que la différence divisée sur E rest pas
dornée au poirt M si elle n’est bornée dans aucun cercle de centre M.

Pémontrens la prepriété suivante :

8i une founction f(x, y) a unre différence divisée rormale d’ordre

(%) Voir loc, cit, (39).
{31) Voir le troisiéme Chapitre de sa Thése,
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(m, 0) bornée dans E, elle o aussi une différence divisée normale d’ordre:
(m—1, 0) bornée en tout point de E. ‘ 4

On peut faire la démonstration avec la formule (6) de la ‘premiére:
partie qui est ici aplicable sous la forme "

(84) My, My, ooy M5 flim—s, 0 — M/, Mgy o oo, MY 3 fAlm—t, 0 4

E)

m
0 2 (xi—x'i) [M;, MZ—}—] sooeypMm, My, MIZn teey M’i;tf]’": Y

=1

ot (xi,¥i), (x'i,y1) sont les coordennées des points My, M’; i=1, 2;,
R .

Soit M(z, y) un point de E et considérons un cercle de centre My
et de rayon p. Prenons les points fixes M'; & I'extérieur du eercle eb.
du méme coté de la verticale passant par M. Supposons que nous les:
prenions & droite de cette verticale de maniére que la suite a*y, 2 5,00, @'
soit ordonnée. Prenons les points M; dans le cercle tel que la suite:
Xyy &g+ ., Xm S0it ordonnée. Les suites o, @il g, ey Ty &'y F'ay vee s Ty
seront alors ordonnées.

On voit alors qu'on peut toujours fixer le points M’; et prendre
le rayon p assez petit pour que quels que soient les points M;,.
vérifiant la condition 29, les groupes de points Mi, M;4y,..., M,
M, ,M,,....,Ms, i=1, 2,...,m, vérifient aussi la condition 20, La.
formule (84) démontre alors la propriété.

Nous allons préciser les résultats obtenus:

Désignons par C(M;p) le cercle de centre M et dé rayon p.

Nous pouvons dire qu'il existe un p > O tel' que la fonction aift
une différence divisée normale d'ordre (m—1, 0) barnée dans C(M; p),.
quel que soit le point M.

Pour tous les points M situés & gauche de la’ verticale d’abscisse-
a+b

2

on prend les points M’ tel qu'on ait 2'; <b—A, 3=1, ..., m;.

A étant un nombre positif fixe assez petit. La propriété en résulte pour-

tous ces points, tenant compte du fait que la fonetion caractéristique-
$(0) de la différence divisée normale d’ordre (i, 0) donnée est nom.
décroissante. On démontre de la méme mariére pour les points M qui

: : b AR 5
sont & droite de la verticale d’absecisse Qais La propriété& énoncée-

2
en résulte.
Je dis encore que: la différence divisée wnormale dfordre (m-1,0p
~gst uniformément bornée dans les cercles C(M ;p,), > p, > 0.

Cet énoncé: signifie qu’il existe un.nombre positif A, tel que dans:

L]
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He cercle C(M ; p,y) les différences divisées de la différence divisée nor-
wmale considérée, ne dépassent pas en module le nombre A, quel que
soit M.

En effet, dans le cas contraire on trouve aisément qu’il existe un
point My tel que dans le cercle G(Mg;») la différence divisée normale
«d’ovdre (m—1, 0) ne soit pas bornée; ce qui est impossible.

40. Supposons «que la fonction f(», ¥) ait une différence divisée
mormale d’ordre (m, 0) qui soit bornée dans le cercle CM;p)y, p >0
quel que soit M dans E.

Nous allons montrer que dans ce cas lg fonction & une (autre)
-différence divisée normale d’ordre (m, 0) bornée dans le rectangle E.

Soit ¢(0) la fonetion caractéristique de la différence divisée nor-
male donnée. Considérons la différence divisée normale d’ordre (m, 0)
«dont la fonction caractéristique $4(6) est définie de la maniére suivante :

P1(6)=¢(5)

pour 0 <0 < g o> g >0

$1(0) = ¢ (1) pour § > ;T:l'a .

Nous montrerons qu'on peut toujours choisir gy de maniére que
«cette dilférence divisée normale vérifie la propriété.
Soient Mi(zi, yi), t=1, 2,...,m+1, m+1 poits de E vérifiant
des inégalités:
< Xy <,y < Ty
| Yir—=yi | = di(@1a1—1), g=11,19,d .. 5 M

Sur chaque couple de points ,conséeutifs® M;, Mi—l—l nous faisons
I'onération suivante: Si w£+,—wz-5% nous laissons les points in-

5 2
«changés, si % LTy — & = ‘% nous partageons le segment M;M;

en deux parties égales par un point supplémentaire; en général, si
{j—1) ey '

___#g < a:z-_!_l-—:z:.ig% nous partageons le segment M; My, en j
parties égales par j—1 points supplémentaires.

Rangeons les points M; et tous les points supplémentaires intro-
sduits dans 'ordre de croissance de leurs abscisses. On voit alors qu’on
speut choisir py, py(p > py > py > 0), de maniére que quels que soient le s
points M; tout groupe de m+1 points consécutifs de la suite obtenue
mﬁiriﬁe les propriétés suivantes:

5
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10, Le groupe de m+1 points est un élément du sous-ensemble-
E* correspondsnt & la différence divisée normale donnée (dont la:
fonction caractéristique est ¢ (0)). =

20, Les m+41 points du groupe sont dans un cerele de rayon p2
ayant pour centre un point de E.

La propriété énoncée en résulte alors, en appliquant éventuellement:
la formule (10) de la premiére partie et tenant compte du fait que la
différence divisée normale donnée est uniformément bornée dans les-
cercles C (M;p,).

Tenant ccmpte des résultals du No. précédent nous pouvons-
énoncer la propriété:

St une fonction f(z, y) a une différence divisée normale d’ordre-
(m, 0) bornée dans E, elle ¢ aussi une différence divisée normale d’crdre-
(m-1, 0) bornée dans E.

On voit aussi que la fonction a une différence divisée normale:
d’ordre (7, 0) bornée dans E pour r <m. :

RemarQue. Considérons la différence divisée normale d’oerdre (m Oy
dont la fonction caractéristique est A.0, A étant un nombre positif,.
Pour que cette différence divisée noimale soit bernée dans E il faut et
il suffit qu’elle soit bornée en lout point de E. On montre en effet, &
I'aide de la formule (10), que si elle n’est pas bornée dans E, il existe
un point ou elle est non-bornée.

41. 8i la fonetion f(x,y) a une différence divisée normale d’ordre
(1, 0) bornée elle est continue en tout point de E.

Soit M (x, ) un point de E et M, (xy, yp) une suite de points de-
E tendant vers M. On voit qu’'a tout nombre & > 0 on peut faire cor--
respondre un nombre N et une abscisse x', telle qu'on ait

G0 9) = P y) | <5 o 1/, 90) — F o, 9} < &
pour p > N; done

[, y)— G, | <e, p>N

Si la fonction a une différence divisée normale d’erdre (m, Q)
bornée elle a en tout point de E une dérivée partielle d’ordre m-1,.
omLf
oxm—1

- Nous nous proposons de montrer que:

Si la fonction f(x,y) a une différence divisée normale dordre
(m, 0), m > 1 bornée, la dérivée partielle ['x existe en tout point et a une
différence divisée nmormale d’ordre (m-1, 0) bornée.

Pour démontrer la propriété il suffit de prendre les points M,-,}\I'},
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de maniére que ¥,=y", i=1,2,...,m et 1 <x| <rp<xp<...
On peut alors appliquer le raisonnement employé pour les fonctions
d’une variable au Chap. 11I. En faisant tendre x'; vers x;, i=1, 2,...,m,
on voit que f'x a une différence divisée normale d’ordre (m-1,0) bornée
correspondant 4 une méme fonction caractéristiquo ¢ (6).

De la propriété précédente et de ce qui a été dit aux N-os 39
et 40 on déduit que:

Si la fonction f(x,y) a une différence divisée normale d’ordre
(m, 0) bornée, elle a des dérivées partielles f'x, [, ..., fa‘c';‘n‘_ll) continues
en tout point de E.

La dérivée fgﬁ a une différence divisée normale d’ordre (im-~i, O)
bornée et en particulier fa(c‘r';‘:ll) a une différence divicée normale d’ordre:
(1, 0) bornée.

Supposons que la fonction f(x, y) ait une différence divisée nor-
male d’ordre (m,0) et que cette différence divisée normale soit telle
que la différence divisée ait une limite finie et bien déterminée quand
les points, sur lesquels elle est prise, tendent d’une maniére quelcon-
que vers un point limite.

Il en résulte que la différence divisée normale considérce est bor»

. = : om
née et que la dérivée partiolle 6—’]:’ existe et est continue, Remproquement
m
si gxmf existe et est continue la foniction & une difference divisée nor-
male d’ordre (m, 0) bornée. Il est & remarquer que la fonction carac-
téristique ¢(f) de cette différence divisée noimale dépend en général
de la fonection considérée.

On peut démontrer aussi la propriélé suivante:

m

Pour que la tonction f(x, y) ait une dérivée partielle Z_x’f_ conti-
nue en tout point de B il raut et il suffit quil existe une différence
divisée mormale d'ordre (m, 0) telle que quelle que soit la maniére dont
les points sur lesquels une différence divisée est prise lendent vers um
point limite, la différence divisée tende vers ume limile finie et bien
déterminée.

Disons encore qu’on peut faire la méme construction pour I'ordre
(0, n) et introduire ainsi des différences divisées normales d’ordre (0, n)
qui jouirons des mémes propriétés relativement a la variable y.

42, Définissons le sous-ensemble E* de maniére que ses éléments

¢ soient tous les groupes de k=(m-1) (n+1) points Mi y (Xi, 7, Vi i)s
i=1, 2,..., m+1, j=1,2,..., n+1 vérifiant les conditions suivantes :
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1, Les suites
X1,72 %2790y Xmb1,/ j=1,2,..., n+1
Vit Viayeees Vint i=1

sont ordonnées.
20, On a les inégalitées

l Yiti,) — Vii l S‘;b(xi—i—],i—xl’,,’)‘) i=172: ey 2 j=11 2) '-'3m+1
| Xi 1 — %7 | = ¢ it — Vi i i=1,2,u.,m j=12,.., o+l

olt #(h) est une fonction positive et non-décroissante pour 6 > 0.

On peut déterminer la fonction $(6) de maniére qu'on ait aussi
Van(e) == 0, quels que soient les points M; ;. Nous supposerons qu'il
en soit toujours ainsi. On voit que si la fonction ¢() vérifie cette pro-
priété toute fonction plus petite vérifiera la méme propriété.

Nous appelons différence divisée normale d’ordre (i, m) la diffé-
rence divisée sur E correspondant & un tel sous-ensemble E*;. La fonc-
tion ¢(0) est sa fonction caractéristique.

Une différence divisée normale d’ordre (m, n) est plus étendue que
la différence divisée partielle de méme ordre. Donc, toute différence
divisée normale est compléte.

Démontrons encore que toute différence divisée normale est close.

Soient en effet Pi,(xi, yj) i=1, 2,...,m+1 5=1, D eney 41
les noeuds d'un réseau d’ordre (m+1, n4-1). Désignons par e P’ensemble
de cesk = (m+1) (z+1) points Attachons & chaque peint P ; un cercle
ayant ce point pour cenire et pour rayon le nombre positif p, Consi-
dérons les ensembles ¢ de %k points P’;; tels que chacun soit-dans ou
sur la circonférence du cercle correspondant au point P ; de mémes
indices i et 7. Il existe un p. (épendant de Iensemble e tel que: 10si
p < p.on ait Vm,n(e') 3= 0 quel que soit e'; 20 si p = p. il y aitun
¢ dont le déterminant V. soit nul. Le nombre p. est indépendant
d’une translation du groupe de points Py ;.

Considérons maintenant le sous-ensemble E* dont les éléments
sont ¢’ obtenus en prenant pour p une valeur <g. indépendante d’une
translation. On peut facilement démontrer que la différence divisée sur
E correspondant & un tel sous-ensemble est close, en exprimant la con-
dition de cloture d’une facon convenable. Or, étant donnée une diffé-
rence divisée normale il existe toujours une différence divisée sur E
de cette derniére forme qui soit moins étendue, ce qui démontre la
propriété.

Nous pouvons énoncer la proprieté suivante :

PROPR. DES FONCT. D'UNE OU DE DEUX VAR, REELLES. T3

Si une différence divisée mormale dordre (m, n) d'une fonction
s annule identiquement, cette fonction se rédust sur E & un polynome de
degré m en x et de degré m en Y me contenant pas de terme en x™ y".

Sans entrer dans les détails disons encore qu'on peut démontrer
.que si la fonction caractéristique tend assez rapidement vers zéro
.avec 0, la différence divisée normale est aussi réguliére. Cetite régula
.rité est évidemment toujours celle de la différence divisée partielle de
sméme ordre.

438. Considérons une différence divisée normale d’ordre (m, n).
:Soit E¥ le sous-ensemble correspondant a cette différence divisée
mormale et ¢ (0) sa fonction caractéristique. Nous avons supposé que
des points d’un élément de E* soient tous distincts. Supposons qu'une
.suite d’6léments de E* tende vers un groupe limite e de (m-+1)(n-+1)
points et soient Mi;(xiy, ¥iy) 1=1,2,...,m+1, j=1,2,...,n+1 les
Jpoints de e tels que

Ly < 22, o0 < Ty i=1 2,...,n+l
Yin Wiz = oo S Yinh =1, 2,...,m41.

Les points dé e ne sont pas nécessairement tous distinets. On
(peut voir aisément que si la fonction caractéristique ¢ (9) tend assez
rapidement vers zéro avec 0, un point multiple de e est toujours formé
par un groupe de (p+1)(q+1) points confondus tels que Mrpy sty
4=0,1,2,...,9;J=0,1,2,...,4¢.

Nous allons essayer de donner un sens & la différence divisée
ypour un tel groupe e, contenant des points confondus. Supposons
soujours que les points My sy 0 <9< p, 0= 4 =< ¢ viennent se con-
‘fondre au point M (z, ). Supposons-les d’abord distincts. Nous rem-
,plagons dans Uum,n(e; f) les lignes correspondantes aux points Mrii, sty
par (p+1)(¢+1) autres lignes qui se déduissent de la ligne
«{85) loa?...amyysya?...yz™ ...y Yz ... y"z™ f(z, y)
par le procédé suivant: On remplace la ligne correspondante au point
My, 54 par (85) dans lequel on a substitué a chaque terme sa
.différence divisée d’ordre (i, j) prise sur les points M,iq4 544
2=0,1,2,...,4 B=0,1,2,...,75. On [fait cette opération pour-
4=0,1,2,,...,p, §=0,1,2,...,¢ [on pose bien entendu [Mrs; flo,o=
=f(rs , Yrs))- Faisons tendre maintenant les points My, s+; vers M (52).
«On voit alors facilement que si la fonction caractéristique tend assez

(52) On suppose bien entendu que ces points appartiennent constamment
des ¢léments de E*j.
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vite vers zéro avec 6, la ligne correspondante au point M, sy, tend?

vers ce qu'on déduit de (85), si on applique & ses termes l'opération:
- , b

——82;;}11/' , pourvu bien entendu que la dérivée —_82"_;,1//' existe et soit con-

tinue. On peut choisir ¢ (0) de maniére que ceci soit vrai pour

1=0,1,2,...,p, 7=0,1,2,...,¢.

Enfin, on peut choisir ¢(0) de maniére que le procédé précédent
s’applique & tous les points multiples de e, pourvu que toutes les déri-
vées introduites existent et soient continues, Le déterminant Vi, n (e}
sera défini par 'égalité Vi, n(€) = Um,n(e; x™y™) et si ¢$(0) est assez
petit et tend assez vite vers zéro avec §,on aura encore Vim,n(e) == O.

Il est donc possible de définir, sous les conditions indiqu€es, la
différence divisée sur e par le rapport

le; 7lmn= —L{;‘: ie(;)f) -

Ajoutons a ’ensemble E*; toutes les limites d'éléments sur les--
quelles la différence divisée peut étre détinie de cetle maniére. On voit
alors que si une suite d’é¢léments de E*; tend vers un tel groupe limite-
e, les différence divisées correspondantes ont pour limile [e; flmn.

"Supposons en particulier que f(x, y) soit conlinue et ait une-
om+n—2 f ) R WL Wl f il
T continue ; donc toutesles dérivées 2By r<m-1,.
s == n—1 existent et sont continues. Nous savons alors que la fonction:
a une différence divisée normale d’ordre (m, n) qui peut étre prolongée:

sur tout groupe limite contenant awu moins quatre points distincts.

am+n—2f

aL.m—-| 8yn-1
rence divisée normale d’ordre (1, 0) et une différence divisée normale:-
d’ordre (0, 1) bornées dans E. Par des considérations analogues & cel--
les faites plus haut on montre que la fonction a alors une différence:-
divisée normale d’ordre (m, 7) qui peut étre prolongée sur tout groupe
limite e contenant aw moins deux points distinets. Il est & remarquer
gue si e a seulement deux points distincts la valeur de [e; f]m, » peut
ne pas étre déterminée; nous pouvons seulement affirmer que ceile
quantité reste bornée.

Soit e p=1, 2,... une suite d’éléments de E*; tendant vers un-

dérivée

Supposons de plus que la dérivée ait une diffé-

(53) La rapidité avec laquelle la fonction caraciéristique doit tendre vers
zéro pour § — O dépend en général de la fonction f(x, y) On peut préci-
ser celle rapidité a l'aide des modules d’oscilation de divers ordres de la
fenction f(x, y).
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groupe limite e de cette nature. La suite [¢%; flmn p=1,2,... ne-
tend pas nécessairement vers une limile ; on peut seulement affirmer
que toutes les valeurs limites de cette suite sont finies (’ensemble des-.
valeurs limites étant fermé il sera nécessairement borné).

Nous pouvons maintenant énoncer la propriété suivante:

am+n—2f

dpm=1 ayu-l
différence divisée mormale d’ordre (1, Q) et une différence divisée mnor-
male d’ordre (0, 1) bornées dans E. Si en outre la fonciion f(x, V) aune
différence divisée normale d’ordre (m, n) bornée en tout point de-
E, elle a aussi une différence divisée normale d'ordre (m, n) bornée
dans E,

La fonction a en effet une différence divisée normale d'ordre-
(m, n) moins étendue que celle donnée et qui soit prolongeable sur-
tout groupe limite ayant au plus deux points distincts Cette différence
divisée normale est évidemment bornée en tout point de E. Supposons:
qu’'elle ne soit pas bornée dans E et considérons alors une suite d’élé-
ments ¢ de E* tendant vers un groupe limite e telle que [¢®; flm, n.
tende vers -}-oo. On en déduit que tous les points de e doivent étre
confondus. Il existerait donc un point ot la différence divisée normale
considérée ne soit pas bornée, ce qui est impossible. La propriété esk:
donc démontrée. iz

Cette propriété compléte et généralise certains résultats du No. 40,

Si la dérivée de la fonclion f(», y) exisle el a une-

44. Le prolongement sur tout groupe limite est possible, au sens:
du No. précédent, si la fonction est un polynome et si la différence
divisée normale considérée est réguliére.

Supposons que la fonction soit & méme différence divisée bornée-
par rapport & x pour toute valeur de y et a n®7¢ différence divisée
bornée par rapport & y pour toute valeur de x, Considérons une dif-.
férence divisée normale et réguliere d’ordre (m, n) de cette fonction,
ayant pour fonction caractéristique ¢ (). Supposons que cette différence
divisée normale ne soit pas bornée en un point M(z, y) de E.

Nous allons démontrer, sous ces hypothéses, que la différence
divisée mormale d’ordre (m-+1,n), de méme fonction caractéristique ¢(0),
ne peut pas étre bornée dans K:

Supposons, pour fixer les idées, que M ne se trouve pas sur le -
coté vertical droit ou sur le coté horizontal supérieur du rectangle E.
Considérons le cercle C(M;p) a <x+p <b, e<y+p <d. Soit e®,
p=1, 2,... une suite d’éléments du sous-ensemble E*;, correspondant
a la différence divisée normals donnée, situées dans G (M ; p) telle que : -
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19 les points M("‘ (), y(f”),1<z<m+1 l=j=ntlu;<x; <
o < Lmt1,/ 3 }’:, 1 <y, 2 < « < Ji,nt4 de e® tendent tous vers M
“20 [e®; fln,n tende vers + oo, Nous modifions Up,, (e ; /) comme
~au No. précédent; nous sremplacons donc la ligne correspondante au
-jpoint M(P) par (85) dans lequel on a substitué a chaque terme sa diffé-
rence d1v1see d’ordre (1—1, j—1) prise sur les poirts M(”]ﬁ 1=a=y4,
1==8==j. Nous faisons la méme opération sur Ve, 2(e®) en rempla-
‘gant f par x™y". De cette maniére le rapport [ ; f]m, . ne change
-pas. Soit maintenant ef) le groupe de (m--2)(z-1) points formé par
€@ et par les points P‘PJ (0, Y1 ) 1==j=n-1, g étant fixe et > x+p.
-A la limite les points P‘P) viendrons se confondre avec le point (o, y).
Nous modifions aussi le rapport [f”; flm+1, » comme plus haut.
Faisons p — oo, alors ou bien | [/ ; flm+1, » | & une limite infi-
“nie, ou bien il reste borné. Dans ce dernier cas on voit immédiate-
‘ment qu’il faut qu'une au moins des diftérences divisées

+{86) (MY, MP), ooy M2 Flimt, oo

1,17
=1, 2,...,m+1, j=1, 2,...,n+]
(le systéme i=m+1, j=n+1 étant exclu.)

»soit non bornée.

Supposons que (86) soit non borné pour i=r+1, j=s+1, r <m,
$ =nr+s m-+n et que les différences divisées (86) pour
1=1, 2,...,r+1, j=1, 2,...,s+1, i+j < r+s5+2 restent bornées.
~On peut toujours déterminer » et s de cette maniére (si r — s = 0 la
rfonction est non bornée au point M).

Désignons par e’ I’ensemble de (m-+2)(n+1) points

M?) 1=1,2,,...,r0=1,2,... %

(x,‘P{, y) i=1,2,...,r4+1, j=1,2,..., n-s |
(x:,y/) 7’=1’ 2,-..,1’)’&—’/"{-1, j=1,2,-.-,%'8 (aucun S} n=s)
(i, y®, ;) i=12,... ,m—r+1, j=1,2,...,5+1

U 4 <Ly < <o < Zprr s Y <Y < oo o < Ynes < y—p sont
- des abscisses et des ordonnées fixes.

Faisant p — oo, la différence divisée [e%);f]mt1,» ne reste pas
bornée, ce qui démontre la propriéte.

On démontre de la méme maniére que la différence divisé nor-
‘male d’ordre (m,n+1) et plus généralement que la différence divisée
~normale d’ordre (my, ny) my = m, ng>mn, my + ny>m + n, de méme
“fonction caractéristique ¢ (8), ne peut pas étre bornée dans E.
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45. Supposons maintenant que la fonction f(x, y) ait une différence
divisée normale d’ordre (m, n) bornée dans E. Nous allons démontrer -
que la différence divisée partielle d’ordre (m, 0) et la différence divicée-
partielle d’ordre (0, #) sont bornées duns E. Il suffit de montrer que-
ces différences divisées partielles sont bornées en tout points de E.
Nous obtenons cette propriété, pour I'ordre (m, 0) par exemple, par un--
raisonnement analogue & celui employé pour la démonstration des..
propriétés du No 39 et en faisant usage de l'identité, facile & établir -

[My, M2, oo s Mgy 5F]m, 0 =
n
=Z(_1)l+l L ylV(ynle,l..y.IJ,r‘yn) y)lM”"’MZ"""’Mm+l.i;f]m.oz.

(‘1)"V(y, Y1 y2,---,1/n)
Yn) (M, , My,
a V(yhyZ;-"’yn) [ y :

oy Mmgr, Myo, My, ey Migtn s e

ou, («'t,y) sont les coordonnées des point M;, =1,2,...,m+1 et.
(«i, y;) sontles coordonnées des points M;;, ¢=1, 2, ..., m+ 1, j=1,2,..,n.
Ici on suppose que les points M;; restent fixes et que «';,y varient
dans le domaine permis par la fonction caractéristique de la différence.-
divisée donnée.

Les résultats du No. précédent nous montrent que:

St une fonction f (x, y) & une différence divisée mormale d’ordre-
(m, n) bornée dans K, elle a ausst une différence divisée normale d’ordre-
(m-1, n) et une différence divisée normale d’ordre (m, n-1) bornées dans E._.

On en déduit que la fonction a aussi une différence divisée nor-
m—]

male d’ordre (m, O) bornée dans E. La dérivée gx'"—"]: existe donc et

est continue. Or, considérons la différence divisée normale d’ordre (m-1, n}.
qui est aussi bornée et envisageons seulement:les différences divisées..
prises sur des points distribués m & m surn-+1 parvalléles & 'axe OX..

T f 3 RgLa (m—1 .
Par un passage a limite on en déduit que la dérivée f m_? a aussi une-
@X

différence divisée normale d’ordre (O, n) bornée. Il en résulte que:
Si la fonction f(x,y) a une différence divisée normale d’ordre-
(m, n) bornée dans E, elle a une dérivée f:}n,ﬂl;i)-l continue en tous,.

point de E.
On peut d’ailleurs démontrer plus exactement que la dérivée-

j(rfl'sé r < m-1, s < n-la une différence divisée normale d’ordre-

(m~r, n-s) bornée dans E.
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Supposons qu’une différence divisée normale d’ordre (m, n), de
‘la fonction f (z, ), soit telle que la différence divisée ait une limite
finie et bien déterminée quand les points, sur lesquels elle est prise,
tendent d’'une maniére quelconque vers un point limite. Cette limite est
m!l'n! f;n:njzri La dérivée f;;’r'n-‘_;r{ existe et est con-
tinue dans E. Bien entendu les limites en question n’existent que pour
~une classe particuliére de fonctions dépendant de la différence divisée
normale considérée. Cette classe comprend les polynomes si la diffé-
“rence divisée normale est réguliére.

-6gale en tout point &

CHAPITRE VI.

SUR LES FONCTIONS GONVEXES DE DEUX VARIABLES REELLES,

§ 1. — Premiére extension de Ia notion de convexité.

46. Les différences divisées partielles permettent une généralisa-
“tion immédiate de la cenvexité d’ordre quelconque pour les fonctions
-de deux variables indépendantes.

La fonction f(z,y). sera convexe, non-concave, polyno-
wmiale, non-convexe ou concave dordre (m, n) sur lUensemble E
sutvant qu’'on a i

Lyy &zyeees Loty

, =0, =0, =0, . E.
(87) [yn,J’z,-..,ynﬁ.u’f]>0 0 0 0, <0, sur

. On peut. distinguer cette sorte de convexité par la désignation de
~convexité, non-concavité. .. etc. partielle, mais nous supprimons cette
distinction, étant sous-entendu que nous ne parlons dans de § que de
cette sorte de convexité.

L’ensemble des fonctions précédemment définies constitue la classe
~des fonmctions d’ordre (partiel) (m, n).

La valeur m=—1 n’est pas exclue. Une fonction d’ordre (—1,n)
-¢st une fonction qui jouit d’'une méme propriété de convexité d’ordre n
Jpar rapport & la variable y, pour toute valeur da x. On définit de la
méme maniére une fonction d’ordre (m, —1). Enfin, les fonctions d’ordre
(=1, —1) sont les fonctions de signe invariable.
, Une définition géométrique, analogue & celle donnée pour les fonc-
tions d'une variable, est obtenue & l'aide des pseudo-polynomes.

Soit en effet
+88) P(”““"‘""’x"’“; ‘x)

YisYVaseooy Vot y

PROPE DES FONCT. D'UNE OU DE DEUX VAR. REELLES. 79

t1e pseudo-polynome d’ordre (m, n) prenant les valeurs de f{(x, y) sur
de réseau x=ux, i=1, 2,..., m+1, y=y;, j=1, 2,..., 21 ou on
1peut supposer que les suites @, Xa, -+, Lmits Vi, Y2 s+ ,Yutr SOlEDE
-ordonnées. La formule (83) nous montre alors que la non-concavité
( (convexite) s’exprime par le fait que la fonction doit étre en tout point
~du rectangle
39 (i, ;) (@1, Vi)

‘~( ) @1, 55) @, Vi)
i noh au-dessous (au-dessus) ou non au-dessus (au-dessous) du pseudo-
. polynome (88) suivant que n-+m—i—j est pair ou impair. Celte pro-
priété s’applique an rectangle E entier, en convenant de poser dans
’(89) Lo=0a , ac,,,+2=b s Yo=¢C)> )’n—|—2=d-

Disons enfin qu’'on peut aussi considérer des fonctions jouissant
-de plusieurs propriétés de convexité et définir ainsi diverses classes de
«fonctions, comme dans le cas d’une seule variable.

47. Les propriétés des fonctions convexes d’'une variable ne se
. généralisent pas tout a fait pour ce cas. Par exemple, une fonction
.d’ordre (m,n) dans le rectangle fermé (81), n’est pas nécessairement
bornée. Mais:

Si une fonction d’ordre (m,n) dans le rectangle E est bornée sur
cun réseau dordre (m-+2,n+2) elle est bornée dans le plus petit rec-
stangle contenant les moeuds de ce réseau.

En particulier, si les cotés de E appartiennent au réseau la fonc-
#tion est bornée dans tout le rectangle E.

On voit également que:

St la fonction est d’ordre (m,n) et st on a

[x1,xza..-,wm+2;f]=0
VisVas ooy Ynie
<elle est polynomiale, done se réduit & un pseudo-polynome d’ordre (m, n)

dans le plus petit rectangle contenant les points (xi, y;).
La démonstration est immédiate.

48. Considérons pg (p=>m--2, ¢>n--2) points M(z;, ¥;) =1, 2,...,p,
4=1,2,..,q, dans le rectangle E et supposons que les suites zy , &,...,2p;
P15 Y2 -0y Yg SOlent ordonnées. On voit alors, comme dans le cas d’une
-geule variable, que les conditions mécessarres et suffisantes pour la non-
«concavité (convexité) d’ordre (m,n) sur les pg points sont

1 PR ]
[:m,%-l—n ) +m+1;f]20’(>0)
Vis Vidt Ve ooy Vitntt

i=1,2,...,p—m—1,5=1,2,...,¢g—n—1L
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La formule (1) nous montre que les suites

[xl)xz""'axm+i . ] [x21x31'-"xm+2 . ]
Vio Vidtsoor s Yidntr’ Vis Vs s Yignpr "0 107 00

[00“ Lid1 5o v oy Ligmis ] [931;%'-}-1,-'-’ J’i+m+1_fJ
Yi, V2500005 Ynt f Yoy Vs ooy Vpa ’ ’

sont ordonnées. On en déduit facilement que:

Si la fonciion est d’ordre (m, n) dans le rectangle E et si loss
différences divisées partielles d’ordre (m+1, n), (m, n+1) sont bornées:
sur un réseaw d'ordre (2m--2, 2n+2) z=o; i=1, 2, ..., 2m+2,
y=y;,i=1, 2,..., 2n+2, ces différences divisées seront bornées dans:
tout le rectangle
(90) (%1, Ynt1) (%m+1 5 Ynt2)

(xm_|_2 y Y1) (90m+2 s Ynt2)

Si, de plus, les différences divisées partielles d’ordre (m—-1,0)
et (O,n+1) sont bornées sur un réseau d’ordre (m-+1, n-+1), compris-
dans le rectangle (90), toutes les différences divisées partielles d’ordre
< (m+1, n41) sont bornées dans ce rectangle. Nous démontrons:
encore, exactement comme au No. 13 pour les fonctions d’une variable,.
que :

Il existe des fonctions d'ume classe donnée d’avance sur les p g
poinls considérés & condilion que si (m, n) est la plus grand - ordre de-
polynomialité toutes les propriétés d’ordre supérieur soient de polynomialité.

Il est & remarquer qu’ici une fonction polynomiale d’ordre (m, n)s
n'est pas nécessairement d’ordre (m-1, n) ou (m, n-1).

49. Nous avons la propriélé suivante:

St une fonction est d'ordre (1, —1) et d’ordre (=1, 1), elle est
continue par rapport & Vensemble des variables en tout point intérieur..

Cette propriété a.été démontrée par M. P. MoNTEL en supposant.
que fla fonction soit non-concave d’ordre (1, — 1) et non-concave-
d’ordre (—1, 1) (54).

M. N. KriTikos a généralisé la propriété précédente de la maniére -
suivante : (55)

(®%) P. MonTEL ,Sur les fonctions doublement convexes et les fonctions .
doublement sous-harmoniques* Praktika de 1’Acad, d’Athénes 6, (1981), p, 374,
Une telle fonction est dite doublement convexe.

(%5) N. Krimiros ,,Sur les fonctions multiplement convexes ou concaves®"
Praktika de 1'Acad. d’Athénes, 7 1932, p. 44, Voir aussi un mémoire de-
méme auteur paru dans le Bulletin de la Soc. Math. de Gréce, t. XI (1930),.
pp- 21—28,
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Si t(x, ) est d’ordre 1 par rapport & l'une des variables et con-
tinue par rapport a Vautre, elle est continue par rapport & Uensemble
des variables en tout point iniérieur.

Plus généralement, si la fonction est d'ordre » par rapport a I'une
des variables et continue par rapport & 'auire elle est continue par
rapport a l'ensemble des variables. Cette propriété peut d’ailleurs se
déduire du théoréme de M. Kritikos, compte tenant des résultats du
No. 14 de la premiére partie.

Une ponction d’ordre (m,-1) conlinue par rapport i y dans le rec-
tangle B o wne différence divisée partielle d’ordre (m,0) bornée dans tout
rectangle complétement intérieur.

Soint en effet E (¢’ < & <V, ¢ <y < ad), a<a < <,
¢ < ¢ < d < d un rectangle complétement intérieur, Prenons les
abscisses 2y, 2’2, ..., X' w1 2 Uintérieur de (a, a’) et les abscisses
oc';,, 2, ...y & myr & lintérieur de (b', b). Nous savons (No, 17 de la
premiére partie) que si &y, Z2,..., Xmy1 sont dans lintervalle fermé
(a', 1), la différence divisée

Xiy X2 yeeey Lmty
i
Y

est comprise entre les difiérences divisées

EZ ’ %' gogbQ x’m+1 n ] I:wnl ) 2l PIU ) x”ﬂrH . f:l
[y Ly S

Or, la fonction étant continue par rapport a y elle est bornée sur
I'ensemble des paralleles x~=x«'s, x=x"; i=1, 2,..., m+1. 1l en résulte
que les différences divisées (91) restent bornées dans leur ensemble
lorsque y varie, se qui démontre la propriété. :

En particulier une fonction qui est d’ordre (m, —1) et d’ordre
(—1, n) a une différence divisée partielle d'ordre (m, 0) et une diffé-
rence divisée partielle d’ordre (0, ») bornées dans tout rectangle com-
pletement intérieur.

Tenant compte d’un théoréeme de M. P. MonteL (56) on en déduit
la propriété :

Une fonction qui est d’ordre (m, -1) et d'ordre (-1, n) a en tout

(1)

gy el ANl . ortsf . . S
point intérieur une dérivée 37By° continue par rapport & Uensemble
. des variables, pourvu que
o it
m - n

(%6) P, MontEL loc. cit, (35).

Mathemalica VI 6
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Si la fonction est d’ordre (m, n) ot si la dérivée partielle f'x existe
.c’est une fonction d'ordre (m-1, n) présentant le méme caractére de
convexité et réciproquement. Plus généralement si f est d’ordre (m, n)

(o - 1 . g mnd2)
-et si f;-r:s existe ¢’est une fonction d’ordre (m-r, n-s). Si fw'm-l—xynﬂ existe,

lle est non négative si la fonction est non-concave d’ordre (m, n) et
réciproquement. On suppose ici encore que E soit un rectangle.

50. Avant de tinir ce § disons qu’on peut définir la convexité
avee d’autres différences divisées que les différences divisées pariielles,

On peut par exemple donner des définitions & l'aide des différen-
.ces divisées normales. Il est inutile de répéter comment on écrit ces
conditions. Ces fonctions jouissent des propriétés plus restrictives que
«celles précédemment définies, Considérons par exemple une fonction
qui est d’ordre (m, -1) par rapport & une différence divisée normale
.d’ordre (m—1, 0). Une telle fonction a une différence divisée normale
d’ordre (m, O) bornée dans tout rectangle complétement intérieur. Elle

i

a donc des dérivées partiellesﬂ i=1, 2,..,, m-1 continues en touf
ox!

point intérieur. La dérivée f’x est d'ailleurs ason tour d'ordre (m-1,-1)

par rapport 4 une certaine différence divisée normale d’ordre. (m, Q).
(m-+1)

1l est & remarquer que si la dérivée f my; existe elle est d'un signe
@€

invariable, mais la réciproque n’est pas vraie. Il faut des conditions

supplémentaires de continuité pour pouvoir affirmer que de I'inégalité

(m+1) :
fw"""' = O résulte la non-concavité d’ordre (m, -1) de la fonction

par rapport & upe différence divisée normale d’ordre (m-1, O).

§ 2. — Seconde extension de la notion de convexité.

51. Considérons une fonction f(x, y) définie, pour ne pas com-
pliquer, sur un domaine fermé convexe et borné E. L’allure de la fonc-
tion sur une droite s’obtient en prenant le plan perpendiculaire sur XOY
qui se projéte suivant cette droite et en considérant la fonction dans
ce plan. L'axe OY daus ce plan est orientée vers le OZ positif.

Nous nous proposons d’étudier les fonctions qui sont d’ordre n sur
toute droite contenant des points de E. Nous dirons d'une telle fonction
qu’elle est d’vrdre n sur Uensemble E.

Supposons que 7 soit pair. Nous avons vu que le caractere de
convexité d'une fonction d’une variable dépend de l'orientation del'axe
OX. Pour cette raison nous ne ferons pas de distinction entre lacon-
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wexité et la concavité, resp. entre la non-concavité et la non-convexité
sur une droite. Une fonction peut étre d’ordre n aw sens sitrict ou au
-sens large suivant qu’elle est convexe (ou concave) resp. non-concave
ou non-convexe). Elle peut enfin étre polynomiale sur une droite.

Supposons maintenant que % soit impair. La nature de convexité
‘d’une fonction d’une variable et d’ordre impair ne dépend pas de
Jorientation de 'axe OX. On peut done ici faire la distinction entre la
convexité, non-concavité, polynomialité, non-convexité et la concavité
sur une droite. Une fonction d’ordre impair » sera dite convexe, non~-
-coneave, . . .. ete. d’orde n sur E sielle est convexe, non-concave, ... ete.
d’ordre » sur toute droite de E.

On peut distinguer la sorte de convexité ainsi introduite en disant
gu’'il s’agit d’'une convexité, non-concavité. ... ete. totale d’ordre n. Nous
-supprimons dans la suite cette dénomination étant sous endendu qu’il
me s’agira que de cette sorte de eonvexité.

Considérons par exemple un polynome de degré n4-1

a2 M f oty 4 oo F Yt L

C’est toujours une fonction d’ordre . Si n est pair il y a tou-
_jours des droites sur lesquelles la fonction est polynomiale. Si # est
impair et si le polynome agt"ti4-ay #"+ . « « +a,y; est positif (non
négatif) la fonction est convexe (non-concave) d’ordre #. Sur cet exemple
-on voit bien qu'une fonction peut étre d’ordre % sans présenter un
-caractére de convexité déterminé.

On pourait également considérer des classes de fonptioﬁs présen-
stant plusieurs propriétés de convexité déterminées,

52. Je dis que st la fonction est d'ordre m (n > 0) elle présente
de méme caractére de convexité sur des droites paralléles.

On peut supposer que les droites soient paralleles & l'axe OX.
La démonstration se fait alors trés facilement en te_ﬁant compte du
fait que si la suite d’ordonnées ¥y, y2,...;,¥p, ... tend vers 'ordon-
mée yo, la suite de fonctions de x, f(x, y1), f(x, Yo)y.o s F(xs Pp)yues
.converge vers f(x, yo).

Une fonction d’ordre 7 (n > 0) est en particulier d’ordre n par
-rapport & chacune des variables ; elle est donc d’'ordre (#,—1) et d’ordre
{(—1, »n). Nous en déduisons que :

Toute fonction d’ordre m sur E est continue en tout point iniérieur
stm > 0,

En particulier :

Toute fonction d’ordre n sur K est bornée dans tout domaine com-
plétement intérieur & E. '
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Je dis que celte propriété est vraie méme pour a=0. Soit {Mp}
une suite de points de E tendant vers un point limite intérieur M.
Prenons un point M’ et une droite A dans I de maniére gue pouy-
p > N lintersection des droites M'M, et A tombe & lintérieur de E.
Désignons par M’p lintersection des droites M’'M, et A. La valeur de
la fonction en M, est toujours comprise entire ses valeurs en M et Mp..
On voit maintenant que si nous supposons que les valeurs de la
fonction aux points M, aient une limite infinie il arrive ou bien qu’ens
M’ la fonction ne soit pas bornée ou bien qu’elle ne soit pas bornée-
sur A au voisinage de lintersection de cette droite avec MM', ce quis
est impossible. La propriété est donc démontrée.

53. Nous avons encore la propriété suivante:

Une fonction d’ordre m dans le domaine E a des dérivées par-
tielles d'ordre <<m continues en tout point intérieur. '

En ce qui concerne les dérivées d'ordre n, nous savons qu’en toutr
point intérieur elles existent suivant ioute demi-dreile issue de ce point..

Soient M; (1, 41), Mz (22, 72) deux points et prenons la différence-
divisée premiére sur la droite joignant ces deux points. Nous avons:

f(ml [} 1&]):&(:02 ) y2)=cos 0. [xl ’xzf(

ou o est l'angle de la droite M;M; avec I'axe OX.
Nous en déduisons facilement que la différence divisée d’ordre
n+1 sur n42 points M;(xi, y1), 1=1,2,...,7+2 en ligne droite s'éeritr

n--1
o Lity y Lid2y + o0y Ln-t2
2005"+‘—'asm'a.[ g g ;:f],,
=0 YisYzs-o- o rYitt

x, Y]+ sina. Wy, Y f (22, Y]

Si la fonction est d’ordre = cette expression est de signe in--
variable sur toute droite.
Supposons en particulier que les dérivées d’ordre n—+1 existent..
1l faut alors et il suffit que la fonction
nd-1

(92) Z (n;i- 1) cos"~!*+1 ¢ sin‘a. #T%?
soit de signe invariable sur toute droite faisant I'angle « avec I'axe OX..
Si la fonction est d’ordre impair et econvexe (non-concave) le-
polynome est non négatif en tout point ou les dérivées existent. Reci-
proquement, si les dérivées existent et si en tout point intérieur le:
polynome (92) est non négatif resp. positif on peut allirmer que-
la fonetion est non-concave resp. comivexe d'ordre impair m. Sb
n=1, pour que la fonction soit non-concave d’ordre 1 il faut et ill
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suffit que 174 =0, g2 "y — (f"'5)? = 0 et pour qu’elle soit convexe
il saffit que 175> 0, g2 )2 — (f'xy)?*> 0, en admettant, bien
-entendu, que les dérivées secondes existent.

Les fonctions d’ordre 1 sont trés proches des fonctions convexes
«de M, Jensen (%), M. Jensen définit une fonction convexe par I'inégalité

f (%,yty’)ﬁ}z(f(r,y) +f(w’,y’))

. ; z+x" y+y'
Iles points (&, y), (=",¥'), ( :x , }—;y )appartenant a l'ensemble de

~définition de la fonction. Si une telle fonetion est bornée elle est non
.concave d’ordre 1, avec notre définition.

54, — Une fonection polynomiale se réduit & un polynome sur toute
~droite. Nous allons démontrer que: .

Une fonction polynomiale d’ordre n se réduit sur E aur valeurs
un polynome de degré n.

Prenons dans E les % (n+1) (n-}+2) poinfs My (i, i) i=1,2,...

wevydaj=1,2,...,n+1 et considérons le polynome de degré » prenant
les valeurs f(x;, y;) aux points M;;. Ge polynome est bien déterminé.
Il suffit de faire passer par un points M de E une droite convenable et
.d’appliquer la propriété de polynomialité sur cette droite pour voir que
Ja fonction prend en M la méme valeur que ce polynome.

Sur les fonctions polynomiales on peut faire encore diverses ob-
servations. Par exemple si la fonction est d’ordre » et coincide avec
un polynome de degré n sur un certain nombre de segments de droites,
.elle est polynomiale aussi sur tout segment qui a ses extrémités sur
les segments considérés et contient en outre au moins « autres points
:appartenant aux segments donnes. ,

Si la fonction est d’orde n et si elle se réduit a un méme poly-
nome de degré » sur les segments AB, AA;, BB, i=1, 2,0..,n—1
AC, BC, les points A;,Az,...,As—y étant sur le segment BC et
By, Bz, ..., Ba-q sur le segment AC, elle est polynomiale d'ordre n
dans le triangle ABC. Pour voir que tout segment, ayant ses extrémités
sur les cotés du triangle, contient encore au moins n pomnts il suffit
de compléter les segments donnés par ceux qui sont paralléles aux
cotés AC et BC. Ces paralléles contiennent évidemment #» points appar-
tenant aux segments donnés.

(") Voir J. L, W, Jensen loc. cit. (#2).
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