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1.*t!;, i";*:å'läifatf ä :i'f"H'ä"d;, e*e.rplu lucrarea r8r) cä în acesteurmätoãrea-;;ã;r"i",. a"""_îä.';;;åÌiffu ,þ;_Ik,. 
.ui¡,,,1.._,, 

""," 
..,",iäãà

oricøre ør fi x a (a, b), a.w l,oc inegølitd,tite

, fr ipotezele adoptate referitor Ia

,:¿ru+ï+,:5ç**fiîi'rïrti_tif *i*s< ft < p < ¿. pentru 
.a pùtea, 

"rrìit" t"oiu_"--"äi å*i,oi^"^re obiectutprezentei tucräri, 
"o- i"tiJ¿àË"';'r;T;o"rete notalii :

3

(l) Wl/r,r; xl:/tr(x) >0, WLht, hz) xl> 0,. ..,Wlhr,...,h*_ti xl>0,
Aici Wfhr, ..., hu; xl reprezirrtä wronskianul func! ä7or fu, ..., hk.

!ie, care constituie într_un anumit

so (în^aceeaçi 1ucrare) cä dacä nrullimeaat : 0 se bucurä de fropriet "t"" lìf-i,-uî,co ,;:"o",t. verificlrãsiËctrv urmätoareie

hr(ø) : ni,ilø¡ :... =: h\,,_2)ça¡ :0, h\,_r)(Ø) > 0,
lar(ø) : h!r(a) :... : nf-stp¡ :0, hg_r)(ø) <0,(2) 

.

h"-{ø) : 0, sgn Lkl_r@)l : (_ l),,
verificä condifia W*(ø, b).

Referitor la funcfia 1, consideräm çirul de wronskioni

(3) WLþ; xl: þ@), Wllcr, þ; xl, WLhr, Io,, þi x),

wlhr, hr, . . ., h*-L, þ: xl.

Pentru a n11 colnplica inutil expunefea, vom mai presupune-cä solulia 1
ãste astfel, lncît nici una dintrô funcliile din çirul (3) nu se anuleazä pe

niciuna dintre extremitålile intervalului [ø, p], adicä

(1') þ(a) 7-0, /(p) z:0, Wlht, þ; "1 ,=0, Wll+t, þ; þl +0,

Fie V(x) nutnärul de varialii de semq ale çirului. (3).-pe.punctul.ø-çi {ie
Nlþ;'o-'( ø ( pl numärul.de rädäcini ale soluliei þ din intervalul [", 9].
Cu-aceste notalri gi precizäri, are loc umâtoatea teoremá:

tnoanrrÀ. Fie d,atã. o ecuølie d'ife d

ii
d

tã,lile (l) çi fie þ o sol'wlie oølecare
røþort cø sol,ulüle ltr, . . ., h,-t

d'elint'itare

(4) Nlþ; ø(ø<Pl<v(d')-v(þ).
Ðernonstrølie. Yom aplica metoda inducfiei, relativ la ordin'tl n a7

ecualiei diferenfiale.

1o. Se constatä cu uçurin!ä cä teorema în cattzâ este adeväratâ tn'
caztl în care ordinul ecualiei d.iferenliale este egal cu 2. Într-adevär, fie
clatä o ecualie diferenfialä liniarä çi omogenä, de ord.inul al2-lea, Lr[y] :0,
ai cärei coeficienli sînt functii continue, Vom presupune cä mullimea so-
luliilor acestei ecualii se bucurä de proprietatea Irlø, b), care, dupä cum se

çtie, este echivalentä cu urmätoarea prõprietate d.e neoscilatie : Orice so-
lulie neinclentic nulä a ecualiei respective nu poate avea mai mult de o
rádåcinä realä în intervalul lø, b), rädäcina respectivä, în cazu'l în care
existä, fiind simplä. In aceste ipoteze, fir
considerate, solulia h, ne anttTîndu-se

iferenliale.
nu1ä a aceleiaçi ecuafii
lnraport cu solutia Ø1.

m fundamental de solulii
pe intervahl lø, å) çi în consecin!á, wronskianuT lor W lh1, þl nt se va anula
pe nici un punct din intervahi la, b).
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""".,ï:ijí"r?_oí*?","""ïa"îf""r#rteor.ernei 
în cazul jL : 2, vonr a.vca cle

Cazul / ; Solufia þ are o rädäcinä realä î'intervalul 
,L^o,-ø), iar W[/ør, þlËi"lff ïtï î *roit*li oïi'i'"""l ;:" rä,- ïi,',,'" #,ì',,, a o -se I, e'ici iuî

or, ,9"K1^?;ufi/,"t;¡?þ çiruncfia Wlh,, þlnn se anule azä Ttenici un punct

în ambele cazari, arirma!ìa teoremei se verificä în mocl evicrent.

(5) WLElot, HYt, ..., Elllol : Wu-t-tflc,, hr, ..., hof . wLhr, /tr, ..., hnl

ål*fff 'j:Tjl"t", 1,, '.., h,, reprezintä ru'cfii c1e clasä c,,-t þeu' irr-

Hti')@) : wLhr, hr, ..., /r.u, /øo*o; *l (i: l, 2, ..., n _ h).
1n particular, pentru /ì : 1, identitatea (5) clevine

(6) I4tlWltrr, Irrl, Wlhr, ltrl, ..., wfltr, /,t.,,11 : h,l-, . I4lttr, /cr, ..., /r,,f.
Vom alrlica aceastä idertitate,sistenrrrlui d:n _l__l funcfii /r.r; /.t,r, ..., Jxu_r,þ, y, care irrtervin în enunlu] t"oi".àr. \rom oblirrc iãentrtatea
(7) wLwlhr, I,r,rl, wlh,,, h"l, ..., wLh,, hn_rf, w[h,r, þ1, I4tlh,r, jtll:

^ 
: lrli-t . wlhr, /or, .., .1e,, 

.1, lr, yl.

iåtåf"il:tujdentitate, Jt reprzintä o funclie oarecare, de crasá c,, 1>r:inter-

Sä considerän ecualia diferenlialä

(S) Wlh'r, . . .' Ic,,-1, lt, )'):0,
obtirrutä Þri1 egalarea ai zeÍo a wronskianului, care intervine în rnembrul
à1'doil"u äl i¿"ntitltü (7). Se observì
ordinul n în raport cu funclia 11ecun

dint:J n a funcliei necunoscute y, din

(B') Wlh', !7:Y,
oblinem rrrmátoarea ecualie cliferenlialä în funclia necunoscutä Y:

(9) lVlIillh,r, h'rl, Wllor, krl, . . ., Wlltr, h*-r), Wllt't, þ)' Yl :0'

Aceastä ecualie este de ordinul n - l, cu coeficienli continui pe intervalul
la, b), coefióientul lui l'z(ø-r) fiind wronskianul

(10) IVllVltr,r, hrl, Wllor, krl, '.,, Wlhr, /t,*-tf , Wlkr, þl).

Acest rvronskian nu se anuleazä pe nici un purrct din intervahl (a, b) , cleoarece,
înbazaformulei (6) se poate reprezenta sub forna h!-' ' W llrr, . . . , h,-t' þf '
fiecare factor ai acestui produs fiind. diferit de zefo pe orice punct
x dilr intervalul (o, lr), Ultima afirmalie rezttTLâ din prima inegalitate a
çirului c1e inegalitäti (l), precunr gi din faptul cá soluliile hr, /0,r,,. '.,1r,-r:
þ lormeazâ, þrin ípoterl, u.n sistem fundamental pe intervaTtl lct, b) al
ecualiei diferenliale L*ly) : 0.

Se mai observå cä ecualia diferenlialä (9) adnrite ca solufii, funcliile

(11) Ht: IVlhr, Icrf, Hz: WUt', h,t), ' . ., H,,-z:

: WLlor, /u*-rl, P : Wlltr, 1rl.

Aceste funclii lormeazâ pe intervalu
1u!ii, deoarece u'ronskianul 1or este
ar\tat anterior, nu se antTeazá. pe

Pe de altâ parte, d.upä cum se
funclii din çiru1 (11) verificä condilia
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ädåcinä

i1iru.
(4'; 4r)'

functia !-) arc o singurä rädácinä, h,J

(simplä), anumg rädäcina xr,iat finc (î.)' "" are niôi o rädäcinä,'çi în

t. 'Aceastä afirmalie rezultä din
çi din identitatea (tS'¡. Se presu-

sgn þ(,ri
ltr(x)

. 
-f pentru xelx, x1)

(18)
,g" #: *1 pentru x Q (xr, xrl.

Din aceste. egalitâli, finînd. seamä d.e faptul menlionat anterior, anume cá

functia lp ì' pestt"azâ w semn constant pe intervalul (Er, 4r), va re1¿tlta,
' lh,J '

în baza'üiui raçionament simplu, cä acest semn este neapätat .pozitív.
De aici, lnbaza íd.entitäfii (lS)^rezultã P(x) Z 0_, pgntm oric.e

tc e (E;, [r). Deoarece [r'"sìu'o funcliei P, din-inegali-
tatãa'iiieóådentá va reüLta câ inegalitatea .l(x) < 0
pentrri orice x € [ø, lr),în part ø. Deci sgn P(ø) - -1'
Deoarece, prin ipotezä, sgn !\.'1. :- I pentru orice x=la, x1),tezttltâcä

çirul cle douä func! ä þ çî i J'Íi)¡rr, þl no prezintânici- o v.arialie g" .-"-TT

þe-punctul y: q.' nå áici, linlnd sä"nie de semnificaliile simboalelor V(a)
çi 7("), 're:¿tltá, egaTitatea

(1e) V(a) : V(a),

' Pe cle altá. parte,' se observä cä (Et, 9l sînt înde-
plinite conditiile specifice cautTtti l, r-un ralionament
analog cu aóela ,¡ilizat în cazrl l, cä çirul de douá
funcfii þ, P : Wlhr, þJ nt prezintá" nici o variaJie d.e semn pe punctul
*,- þ, de und.e rez'ullâ egalitatea

(20) v(þ) : v(g).

Din (19) çi (20) re:.lrtltâ egalitatea

(2r) v(") - y(g) : 7(ù - VG).

Dar, deoarece, prin ipotezâ, funclia P are pe intervalul (oc, p) m rädâcitri
çi deoarece s-a þresupus cä afirmatia teoremei este adevätatá" pentru ecua-
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Subcazu a,re ,nLC|,
I i ,.

o rdd.dcínä
,: | '

î,n interaølul' fa,çi øre 4n totitl,:rn ) ôn interaølul, (lcr,,9)

S
(18).
fice

sgn þ(a) - _1, sgn p(ø) : +1, sgn.p(g) = _,sgn p(p),

Din aceste esalitäti re,o'dtá, cä çirur-format din funcfi'e þ çi pcîte o, varjatie de'semn..pe fiecáre ãirrir" purr"t ele x._ a- çí x :consecin!ä áu loc 
"galiielile 

-w4> s¡¡¡! p, ç1

(22) V@) : V(") + r, V(p) = Vß).+ r. , ; ,

Intrucît teo
nul ecuatiei .,PLT 'caz:u! în care ordi-
Att; ä;;Ët i,tä 

ätoare, care rez:u^ltä'
. :; .1.

(23) frlP; a --( ø < pl 
-< V1"¡ Vlp¡. ;

"o"?';.rg": ".S.f < ql, - .rn 1!lp; o S, S pl.'.' 
'Din

Nþlq< 
"îÏil:";,,f,¿,Jt.utTl";r;;'11:;*ur-gt,*i:

remei în at.

C aztl 3 iür d,in íø.t¿ttinl.,'tl. r- Ã1

1;13,,,t71-,,u 
n,:t, îtî:, iíi íi¿!,îí,.,';y,rr!rn,þ"r,; ilf.íïTißfJ,,;în?n&,ù noare søu c + l. , ,,

În acest caz, în baza teoremei, presupusä adeväratä pentru,ecuafiilediferenliale tiniare çi.omogerre ¿e -.ïirru ;-- iiilldåiere corespunzá._toare, care decurg din enînfur t.ót¿-ei respective), 
"ru 

ioà iläïË**
(23') NIP; o( <.ø < pl < V(d) - F@. : , ;

Dar, în ipotezele specifice cazului B, consider"t,' 
"ol 

loc relaliile:
' Nlp; ø(ø(gl )m{t,,WtLþ; a(ø 4þl:m.
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"r" "uIå i"rlrflrt l, 
t. 

" 
tt 

-7 a t ' sä consid,eräm ectalia diferenfiatä 
3t(t,+ 

r) - g.

"",;tþ,'ääî:Ìåtlf,i:i3åäilå:g:C*ït"ìi?ääriüil*r"'i*,ino"Ãt'd
(26) hr(x):1, hr(x): x, h"(x): n2, ..., k,(x): yt,*!.
sc observä sä sorutiile h^': ' " h,overiricäcorrdiÍja v, p"i'tervarur (--, oo).Fie þ u' polirrom oarecare, 

,a" 
Àr"r{, ", f"i."äí¡:Siiïì (B), coresp'nzá_tor polinomulú p çi sistemului ãã JJî¡, hr, . . .. 2,, cónsiderat va fi :

IALþ; xl: þ(x), WLhr, Þ; x1 : þ,(x), Wfhr, hr, þ; xl: þ,,(x)Wlhr, hr, ..., hn, þ; xl : (n - 1) I þt,ù(x).

f""ïffit 
este echivalent, în ceea ce priveçte numärul r,arialiilor cle semn,

þ(x), þ,(x), þ,,(x), ..., pr,,t(x).

Notînd cr V (x) numärul de varialii de sernn pe care 1e prezintå çiLul (28)
pe punctul x, teorena demonstratä exprimä faptul cä numårul rädäcinìloi
(pozitive) a1e unui polinom de grad n (ef.ectiv), cuprinse într-un interval
claj.l\,- pl a1 semiaxei pozitive (în ipoteza cä nici unul dintre termenii çi-rului (28) nu se anuleazâ pe niciirnul dintre purrctele x : ct çi x : B) esle
delimitat cle cliferenla V(a") - V(þ).

se poate în caLe intervalul
negative. n este un numär
idera ca çi sä verifice proprie-

-, 0) tot
çirurile (26) çi (27) nu, sînt singurele

icä, de exemplu, pe intervalul (0, oo)
te astfel de çiruri. Pentru fiecare ale-
în baza teoremei demonstrate, cîte o
ale ale polinomului þ, din intervalul

[o, f3] considerat. Credem cä ar fi interesant-de a se cerceta, dacä pentru
[", 9] dat, existä, sarl nu, o mullime
(mullimea respectivä depinzînd numai
ar fi polinomul real þ, de grad n, sâ

1 pulin un elenent din mullimea J/1.
orespunzätoare sä deviná o egalitate ?

teres oblinerea unei noi demonstralii
cutei teoreme a lui r ¡. A. rvraRKov [6],
douä polinoame çi a rädäcinilor cleri-
ceastå clirectie lucrärile [10] ;i [12]

2 - Revista de analizå nurne¡icå çi teoria aproxim.rfiei vol. 1, fasc. 1, 1g72,
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