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ASUPRA EVALUARII NUMARULUI RADACINILOR
REALE ALE SOLUTIILOR ECUATIILOR DIFERENTIALE
IINIARE SI OMOGENE

de

OLEG ARAMA
(Cluj)

Considerind ca model, cunoscuta teorema a lui Sturm, prin care se da
o evaluare a numérului riddcinilor reale ale polinoamelor reale, in functie
de numirul variatiilor sirului de polinoame, ce-i poartd numele, in lucrarea
de fatd se prezintd o metodd intrucitva analoaga, pentru delimitarea numa-
rului ridicinilor reale ale soluiilor ecuatiilor diferentiale liniare $i omogene.
fntr-o exprimare echivalentd, metoda in cauzd se referd la delimitarea nu-
mirului radicinilor reale ale polinoamelor generalizate, catre sint combinafii
liniare cu coeficienti constanti ale unor functii, formind pe un interval dat
[@, b) un sistem al lui Cebigev de un ordin dat n (» > 2), functiile respective
fiind presupuse continuu-derivabile pind la ordinul # inclusiv, wrounskianul
lor neanulindu-se pe nici un punct din intervalul respectiv. Intrucit, in
conditiile mentionate, astfel de polinoame generalizate constitue solutii
ale unor ecuatii diferentiale liniare §i omogene si fntrucit o astfel de pro-
blematicd se afld in strinsd legiturd cu unele rezultate din teoria oscilafiilor
solutiilor ecuatfiilor diferentiale liniare, este firesc si prezentim teorema
care formeazi conpinutul principal al acestei lucrari, in limbajul teoriei
ecuatiilor diferentiale.

Tie datd o ecuatie diferenfiali liniard si omogend de ordinul, #, L, [y]=
— 0, ai cdrei coeficienti sint funcfii continue pe un interval dat [a, b), coe-
ficientul derivatei de ordinul # fiind diferit de zero pe orice punct x din
intervalul respectiv. Vom presupune ci mulfimea ¢/ formata din solutiile
ecuatiei diferenfiale considerate, constituie o familie interpolatoare de ot-
dinul % pe intervalul [, b). Aceasta inseamnd ca oricare ar fi » puncte date
M,, ..., M, din planul xOy, de abscise distincte x,, ..., %, apartinind
intervalului [¢, D), existd o curbid integrald unici, care trece prin cele n
puncte date. Intr-o exprimare echivalentd — orice sistem fundamental de
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solutii ale ecuatiei diferenti :
o Otrdinul N gzl?;gelffri(ﬁ]f?e cg)nsilderate constitue un sistem al lui Cehi
Proprietatea respectiv de ft )_- n cele ce urmeazi vom nota cu I [a.ﬁ%v
cauzid. Dupi cum se Stie. oo n tci:l I}Cflare' a solutiilor ecuatiei diferenti”aje’ 2
Proprietate de neoscilg tiec- 615' a proprietate este echivalents o urméatoare
Gl un ase B o %. ]1‘1(3:{{3 %01.1_11218 11e1d§ntic nulad a ecuatiei c’tiferren;_l
ntr-o exprimare gecmetri—" radacini feale si distincte tn intervalul [a, b)
care mu coincide co apn Oca aceasta Inseamni ci orice curbi integraly
de #— 1 puncte dict. ¥ nu poate intersecta aceasti axi in °8 ala,
stincte, mai mult

Se demonstr a 8 t
. eaza (a se COIlSU.It d €a ca In aceste
; ! | C a de exemplu lucrar ai
potevze, existd Cel' Putln un 51stem de solutii hl h h[ "J) (!alel eI'I.(:a
unnatoalea condltle, denurnité ,,conditial IL ’ ?;l i b)’” . Y ke
7 n—1\"%, i

O "
nicare ar fi x S (a, b), au loc inegalititile

() Wihy; 2] = hi(x) > 0, Wihy, hy; x1> 0 WTh A 1>0
I e, 1) o4 ey n—l;x> ks

3 . y hk 3y rezin a h
1 1) 1 3

Tiste adevirats si % i
«Ste ¢ atd si urmitos X iti
. (o Tt Uil oarea Propozitie, ¢ St A
Sens o reciproci a alirmatiei ]Jrc:::eclej[;ﬂ;el.E » care constituie intr-un anumit
Fiind dats i di )
s 0 ecuafie diferentiali linjars
; i ; ! iniarg %
fl,ufnh continui pe un interval dat (, stone8end Ly[y] = 0, cu coe-
tivd a cel pufin i si at (a, b), existenta pentru ecuafi
ey ufin unui sistem de solutii o, % uua1;1a respec-
Wa W, 4(a, b) implicy proprietatea I | 2})- +r By, Cate sk verifice con-
diferentiale respective, ala, b) a mulfimii solutiilor ecuafiei
De : - :
1semenea se demonstreazi (in_aceeasi lucrare) cj d

solutiilor ecuatiei diferenti
i enfiale L, [y] = 0 X 1 Ay
atunci sisten = ntd se bucurd de propri
condifii al iul de solufii fy, y, .., hy_1, care verificy rp D iivea Iy[a, ),
ale Iut Cauchy pe punctul x — 4- espectiv urmétoarele

acd’ multimea

h(a) = hi(a) = . co= R g) = 0, 2" Ya) > 0
/la(ﬂ) = hy(a) = ... = pi»9 (n— ",
® o e, s AT

Fa-1(a) = 0, sgn [1_,(a)] = (—1)”
verificd conditia W ,(a, b).

In ipo : :
iy v, 1%) teﬁiesiagﬁgﬁt%te .refm:l,tpf la ecuatia diferentiali I [y] =0, fi
o solufie o’;;]écare a-ae 1} le solufii ‘care verificd condifia W, (’:; Jb) i fi -
by, ..., Mty pe intersa?i?ﬁl o gt Hniar independents in f’;l_l-)t?rt’ cu s?:luu;i]p
< o< B<b Pentra g [t:, b). Fie [q, ] un interval, astfel inecft ;f S
prezentei lucréiri, vom infpu €a enunfa teorema care formeazi obj <
] toduce urmitoarele notatii : obisekal
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Referitor la functia p, considerdm sirul de wronskioni
W[Ib: x] ZP(x), W[hlJ P; x], W[hll hz; P; .’/\7],
W[h'l) h’2: ey hn—lﬂ P; x] ‘

Pentru a nu complica inutil expunerea, vom mai presupune ca solufia
este astfel, incit nici una dintre functiile din girul (8) nu se anuleazi pe
nicinna dintre extremititile intervalului [«, B}, adicd

p(@) 0, p(B) 50, Wy, p; o] 70, Wlhy, p; B] #0,

®)

(r)
Fie V(x) numirul de variatii de semn ale sirului (3) pe punctul x si fie
N[p; « < x < B] numarul de rddicini ale solutiei p din intervalul [o, B].
Cu aceste notafii gi preciziri, are loc urmatoarea teorema :

TEOREMA. Fie datd o ecuagie diferenfiald liniard si omogend, de ordinul
n, L,[y] =0, de formd normald, cu coeficienti continui pe un interval dal
[a, b). Presupunem cd mulfimea soluiitlor acestei ecuapiv se bucurd de proprie-
tatea I,[e, ). In aceastd ipotezd, fie hy, hy, ..., hy_ un sistem de solufii,
verificind conditia W,_i(a, b), adicd inegalitdfile (1) 5¢ fie p o solufie oavecare
a aceleiasi ecuatti, liniar independentd in vaport cu solufiile hy, inhgh
pe intervalul [a, b). Ave loc wrmdloarea delimitare
(4) - ON[p; a<x < B V() — V(B).
Demonstrajie. Vom aplica metoda inductiei, relativ la ordinul # al
ecuatiei diferentiale.
1°. Se constati cu usurintd ci teorema In cauzd este adeviratd in
cazul in care ordinul ecuatiei diferenfiale este egal cu 2. Intr-adevir, fie
dati o ecuatie diferentiali liniara si omogend, de ordinul al 2-lea, L,[y] = 0,
ai cdrei coeficien}i sint func}ii continue. Vom presupune cid mulfimea so-
lutiilor acestei ecuatii se bucurd de proprietatea I,[a, 0), care, dupd cum se
stie, este echivalenti cu urmitoarea proprietate de neoscilafie: Orice so-
lujie neindentic nuld a ecuafiei respective nu poate avea mai mult de o
ridicind reald in intervalul [a, b), ridicina respectivi, in cazul in care
exist3, fiind simpld. In aceste ipoteze, fie %, o solufie a ecuatiei diferenfiale
considerate, solufia %, ne anulindu-se pe nici un punct din intervalul (a, b).
Existenfa a cel pufin unei astfel de solutii rezultd din proprietate I,[a, 0)
a mulfimii solutiilor ecuatici. De exemplu, solutia b, care verificd conditiile
h(a) = 0, I'(a) = 0, nu se poate anula pe nici un punct din intervalul (g, b),
intrucit, daci s-ar anula pe cel pufin un punct din (a, b), s-ar contrazice
proprietatea I,[a, b) a multimii solutiilor ecuatiei diferentiale. : :
n continuare, fie p o altd solujie neidentic nuld a aceleiasi ecuafii
diferentiale, liniar independentd pe intervalul (a, b) in raport cu solufia 4;.
n aceste ipoteze solutiile %, ¢i p vor forma un sistem fundamental de solufii
pe intervalul [a, b) siin consecinti, wronskianul lor WA, p] nu se va anula

pe nici un punct din intervalul [e, b).
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Pentru a proba veridicitatea teoremei in cazul # = 2, vom avea de
considerat urmitoarele douj cazuri ;

Cazul 7 : Solutia ? are o riddcing reals in intervalul [a, b), iar Wik, ]
pastreazd un semn constant pe intervalul [, b), neanulindu-se pe nici un
pbuuct din intervalul respectiv.

Cazul 2 : Solutia p si functia W[p,, #] nu se anuleaz pe nici un punct
din intervalul [a, b).

In ambele cazuri, afirmatia teoremei se verificy In mod evident.

2° Yom presupune acum ci teorema este adevdrati in cazul in care
ordinul ecuatiei diferenfiale este mai mic sau cel mult egal cu numirul
natural w — 1. Tn aceasty ipotezi, ne Propunem si demonstrim ci afirmagia
teoremei este adevirata si In cazul ecuatiilor diferentiale liniare g1 oniogene
de ordinul #». intr-adevér, fie L,[y] = 0 o astfel de ecuatie, verificind ipo-
tezele din enunful teoremei. Fie Ay, ..., &, un sistem de solutii, care
verificd conditia W,_i(a, b), adici inegalitatile (1). Fie P o solutie oarecare,
liniar independents in raport cu solutiile %,, .. .| ly 1 pe intervalul [a, b).
Functiile %,, W wisley By, £ vor forma un sistem fundamental de solutii
ale ecuafiei diferentiale considerate si deci wronkianul W lhso vcoidby_y, p; ox]
nu se va anula pe nici un punct din intervalul [q, b). Vom utiliza in
vederea demonstririi teoremei, urmitoarea identitate, stability de 1, ARAMA
in lucrarea [17], pe baza unor rezultate obfinute de G, porya [8]:

(5) wa®, mgh HY g = W'y, by, M- Wik, by, ..., 1)

In aceasts iden_titate, ha, .., b, veprezinty functii de clasy C,_1 pe un iu-
terval dat ], iar

HP (%) = Wlhy, by, ..., B Byrys %] (6=1, 2, )]
In particular, pentru & — 1, identitatea (5) devine
©) WUk, hal, Wlhy, ), ..., Wik, 5] — si2 . Wik, by ..., b,

Vom aplica aceasts identitate sistemului de - 1 Tanctii Ay, b, .. al P q,
?, ¥, care intervin in enuntul teoremei. Vom obtine identitatea

(7) WIWIhy, by, Wk, sl oo, Wik, b, ,], Wik, 21 Wik, y]] =
=MW" Wik, by, ... huey, p, y].

In aceasts identitate, y reprzintd o functie oarecare, de clasi C, pe inter-
valal [a, ?).

IALE
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S4 considerdm ecuatia diferentiald

(8) Wihky, ooy By o391 =0,
. . s -l
i i intervine in membru
i . rronskianulut, care > [ !
inutd prin egalarea cu zero a wron e e
ob‘,tlmlllta };llll.ilde%ltitéﬁi (7). Se observi cuuugun‘n;a_ cd :ﬁlcaderivatei_tdc =
e 1634, in raport cu functia necunoscuti ¥ LO@ﬁFl?]ES) e
ordlliu functiei necunoscute y, din expresia ecnaj:telt gl g vl
L a -a ment{ionat anterior, > 2 a7
care, dupd cum s-a mer ante B it
LR L e b). Se mai observi ci ecuatia
1 St lervalul [a, b). Se mai o] _ 2 g
un punct din inter i T
pe nici 1 ; fund tal de solufii, sis U ) 5
a Sis undamenta 1 s e Byt
O o taio dealtfel am s damental de solutii, pe intervalul |a, 0),
P el un sistem fundamental i, pe el
const{t‘_nfli(}g?éifﬁale L,[y] = 0. De aici, rezultd ca LJ;..}E )(I!O;Ii;qre gé S
| be 1 eastd precizare, si
ecu*"l}‘fé sint echivalente pe intervalul [g, 0). Cu z‘u.-ce.ls. ;] 11) i il"ltﬁ’ fRos
aenzla ronskiantl de ordinul », care mtervmi in me
eram w 1 L
tatil (7) si si-1 egaldm cu zero. Introducind notaf
it sl 8

(8I) W[h’l) y] =Y,

[¢) i i iald 1 i ecunoscutd Y :
btinem urmaitoarea ecuatie dlferenjzlala n fllllCt,la n w
¥ i r

T
©)  W[Wlhy, by, Wiy, hsd, <o, Wiy, i), Wik, p1 Y]

o andligs TITTIS S et
td tie este de ordinul # — 1, cu coeficien}i continui pe interv
ceastd ecuat : ” >
?ﬂleb), coeficientul lui Y®-1 fiind wronskianul

(10) WWlhy, hyl, Wihy, k], oo, Wiy, byi], Wik, P11

ici ini a, b), deoarece,

Acest wronskian nu se anuleaza pe niciun pufnct d111}1£1f2erv;111/11[1]2( ,b), s
i E nta sub forma #}72% - TRy P

1 nulei (6) se poate reprezente fory ‘ o B P,
}?elgirzs ffcgcr{wr a(l )acestui produs fiind diferit de zero pe P

din intervalul (e, b). Ultima afirmafie rezul‘Eé din“]ji)rh;a }ibnegahte;;te la
4 ;n. 1glleeinegalitz"n;i (1), precum si din faptul ca solutii et 1_1‘,7 ali{l [ﬂ., b)”Aal
;)mf1 1rlllnezwzé prin ipotezd, un sistem fundamental pe inte X
., o “ : 1
ecuatiei diferentiale L,[y] = 0. | e
Se mai observd cd ecuatia diferentiald (9) admite ca solutii, funct
(11) H, = Wlhy, b)), Hy = Wlhy, hg], ..., Hi_»=
= Wlhy, hy_1], P = W[h, p].

- - =111 & 50)=
i n fundamental de s

ii 74 rvalul (a, b) un sister 1 -
nctii formeaza pe inte 1 e s

fl(’éfls tedefgare)ce wronskianul lor este w.r0.115k1(111u1 (I(])l) ‘ivlﬁ:zjrvahllln @ b).
u.’vt’ t anterior, nu se anuleazd pe nici un punct din inte aghw's.
o ai’ ade alts parte, dupd cum se constatd cu 11:.;115111}115 lditie S
] erifich adica o condit » forme

fanctii din sirul (11) verificd conditia W, _,(e, b), adic
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Intruett, prin ipotezi, funefia Wp, #] nu se anuleazi pe intervalul

:; g g = i : A gar .0 : 7 ne:
[2 £,), rezults din (15') cd detivats de ordinul intfi a functiei lﬁ va avea va apatfine in mod

i tia P nu se at i ] iderdam interv
| t?zglsflﬁ};}? a funcgiei p. Deci o < E; < %, S4 consi
Ccins 1

(51
un semn constant pe intervalul [« &). Acest semn nu Poate fi altul decit
semnul pozitiv, De aici, finind seami de identitatea ( 15), rezulty ci functia
WTlhy, ] ia numai valori pozitive pe intervalul [, &]. Am obfinut astfel|
urmatorul rezultat

Sirul format din functiile p si W [#y, p] prezints o variafie de semn pe
Punctul x = o,

Studiind in mod asemandtor semnul functiei ;ﬁ
. . . . " ;1
brecum gt semnul derivatei acestei fanctii, pe intervalul (Ew_1s B), sel
ajunge la concluzia cf, in ipotezele adoptate, functiile $ si Why, $] au ace- |
lagi semn pe punctul v — B si deci:

Sirul format din functiile  si W [h, $] nu prezinti nici o variatie de |
Semn pe punctul x = @, |

Pe intervalul (%1, B],

Din cele douf comncluzii rezultd egalitifile
117) Vie) = V() 4+ 1, v(g) = 7(p).

Prin ipotezi tnsi, are loc inegalitatea (13). Inlocuind in aceast: inega-
tiate pe 7 in functie de 7, in conformitate cu formulele (17), obtinem ine-
galitatea

NP; a<x<B] < [V(«) — 1] — v (p).

Dar, prin ipoteza, N[P; a<s< Bl=N[p; «a <« SB]l—1=m—1.
Inlocuind in inegalitatea precedenty pe N in functie de N, obfinem inegali-
fatea N[p; a <x < Bl — 1< V() — V(B) — 1, echivalentd cu inega-
litatea (4). Astfel, teorema In cauzi se verificd in condifiile cazului consi-
derat,

Cazul 2: Numdrul rdddcinilor din intervalul [e, B, ale functiei P —
= W[hy, p] este egal cu m (adicd egal cu numérul ridicinilor din acelagi
interval, a functiei ).

In acest caz, in baza identitdfii (15) si in baza teoremei Iui Rolle va
rezulta cf, in ipotezele adoptate, funcfia P — Why, ] are cel pufin m — 1
raddcini reale §i distincte in intervalul (x,, %,). Prin ipotezd fnsi, functia
P are exact m ridicini reale si distincte in intervalul [e, B]. Vom distinge
doud subcazuri, dupd cum functia P are, san nu rddicini in intervalul
[“: xl]‘

Subcazul 1. Functia P are m — 1 viddcing (simple) in intervalul
(%1, %,), 0 singurd viddcing (simpld) fn intervalul [ot, %, ] §i mici o vadécing
in intervalul [%,, B].

| functia ( hﬁ

i i i si functia
Pe acest interval, functia jJ(!}l deci s ’ ’,c‘,‘ = ' TR
i ia (2 ici o riddicing, si in
3 ddicina x,, iar functia (— nu atre nici ,
(simpld), anume rada L _ il . ;

% St 1 constant. : % presi-
I streazd un semt ! e 151. Sa pre
Fonf’ leig’oplzzt’i in subcazul considerat si din identitatea (15')
1poteza <

punem pentru fixarea ideilor ca
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in i std raddcind
i iei rvalul (e, #;]. Acea dic
i 5da funcfiei P, din inte : it gadacina
Fie £, rddédcina Ceggf intervalului deschis (o, %), deoa.‘;ece.tpo régé-
wleazd pe punctul ¥ = a i deoarece #, este

alul ( N E.'2) o

2 ) are o singurd rdddcind

*Aceasti afirmatie rézultd din

sgn 2 = —1 pentru x g [«, %)
ha(#)
G sgn L. +1 pentru ¥ & (%, %,]
2y(#) ]
i i me céd
Din aceste egalitifi, $inind seamd de faptul menfionat anterior, anu

), pdstreazi un semn constant pe intervalul (€1, &), va rezulta,
7 4 itiv.
! i i g t semn este neapirat poziti
i i ionament simplu, cd acest g
in bailz.f iingizzali:d(;ntitéﬁi (15) rezult? inegalitatea fP(x) iz (},) pg.lr;l ot
pi a(%, '£,). Deoarece Efeste o radicind simpld a .PnCtalitaf’e'a () = 0
zateeé -S;eczdenté»va rezulta cd funcfia P verificd 1ri§§d e 1.
entru orice x & [a, &), in particular, pentru x :'oc. s
; ' in ipotezd, sgn 2% — 1 pentru orice ¥&[e, x;), rezu
T e h" ] prezinti nici o variatie de semn
i 8 i i ) " o | nu a e .e .
§1r_u$ (lec‘éitﬁu; fur;c‘,clllaf ziup tinill/rd[ slea?iné de semnificatiile simboalelor V{a)
be punctul x = a. 1¢ ) )
si-V(«), rezulti egalitatea
(19) Via) = V().
' Pe de altd parte; se observi cd referitor la il:ute'rval]ﬂt( Ei,n Br l‘;siggaiﬁgsg
ﬁlihifé(fiébnditiilé specifice cazului 1, studiat anterior, Printr

' luzia cd sirul de doud
‘ filizat 1 11, se ajunge la concluzia cd §t
?§§i2§ ;u ai?eEl 11/11/1"5:12 a;inniazpurezinté Ifici o variatie de semn pe punctul

%= B, de unde rezulta egalitatea.

(20)- . V(p) = V(@)

Din (19) si (20) rezulti egalitatea )
@n V() = V(B) = V(«) — V(B),

Dar, deoarece prin poteza" funct'a P are pe intervalul (« B m radicini
i i y 1 1 ]. ( ’ )
: . =t B firma};ia teoremei este adevirati pentru ecua-
i e X us Ca a
si deoarece s-a presupus §
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fiile diferentiale de ordinul # — 1 (in ipotezele corespunzdtoare, care decurgDin aceste relafii rez
din_enunful teoremei in cauzd), rezulti cy N [P; e L x K Bl < .]7-{05) —|Prin compunerea aces

— V(B). Prin ipotezi insi N[P; e x<B)=N[p; e < x < Bl =m

Din inegalitatea precedentd gi din egalitatea (21) va rezulta in definitiv ;(24)

megalitatea N[p; o < x < Bl < V(e) — V(B), care exprimd valabilitatea
afirmatiei teoremei, 1y subcazul considerat,

, : s GRS AN JIEILCNRANT= . oyl doy AR intre urma
Subcazul 2; Funcfia P nw ave nici o vddicing in wntervalul [o, x,] Idecit una dint

st are in fotal m vdddcing (simple) in. intervalul (%1,18).
Sd presupunem, pentru fixarea ideilor, ci sint verificate conditiile

fice subcazului considerat, din relatiile (18) rezulti egalititile |

& 2() = —1, sgn P(6) = +1, sgn (8) = — sgn P(p)
Din aceste egalitifi rezulti cf sirul format din fﬁhc_tiile P si P prezinti

cite o. variatie de semn pe. fiecare dintre punctele x —= agi-x =P, siin
consecinfd au. loc. egalititile

(22) V(e)=V(e) + 1, V(8) = 7(8) + 1. .

Intrucit teorema in cauzi a fost presupusd adevirats in.cazul in care ordi-

nul ecuatiei diferentiale este s — 1 (in conditiile corespunzdtoare, care rezulti
din enuntul teoremei Tespective), rezultd inegalitatea : S eten
{

28 N[P;"a\<'x‘<m‘\<r7<«>'—r7<p>-

Dar, prin ipotezd, N[P; a < SBl=m=N[p; a<x<B] - Din
aceastd egalitate si din relatiile (22) si (23) rezulti . inegilitatea
Np, e <2<p] < V() — V(B), prin care se atesty valabilitatea  teo-
remei in subcazul considerat. . . = . - e

Cazul 3: Numdrul raddcinilor din wntervalul [, B, ale Suncgied p
este egal cu m, iar numdrul viddcinilor din acelagi ‘interval, ale finctiei P este
mas mare sau cel pugin egal cu m 4+ 18 4 AR AE resuligun gi= oy i

In acest caz, in baza teoremei, presuipusi adeviraty ‘pentru-ecuatiile
diferentiale liniare si omogene de ordinul.» — 1 (in ipotezele corespunzi-
toare, care decurg din enunful teoremei- respective), are loc inegalitates

).

Dar, in ipotezele specifice cazului 3, considerat, au loc relatiile ;

(28) NIP; o <5 <B)< P(a)

FIP; a<s<Bl>m+ 1, Nip: « <5< B]=m.

in par-ti_cular,
(18). Utilizind un rafionament analog, se constatd ci, in 1potezele speci-| egalitdfi:

De aici, finind se

teoremei, in cazu il
mult egal cu # — 1, se constata ca

. si in cazul 3, considerat.
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- - < Bl+1.
el N[P; o S8 BI=NIps a2
:gahfeaéalit[é‘;i cu Eﬁegahtatea (23") rezultad

Nip; o <x<Bl<V()—V(E) — 1L

rile functiilor V(#) si ¥ (), care reprezintd numa-

3 alo - - loc
IPe1 %iaéziiggritzijn;;ﬁglor (8), respectiv (14), pe punctul #, nu pot avea loc
|Iu

toarele egalitédti:
V(%) = V(x), sau V(x) = V(x) + L.

punctele x = i # = B nu pot avea loc decit urmétoarele
pe = o

V() = V(«), san V() = V(o) + 1,

V(B) = V(p), sau V(g) =_V(B) + L et

i de inegalitatea V(ef) = _V(p), care rezultd din a n‘mace1
s s ionl vl el oo nel i s

V(a) — V() = min V(=) — V(B), V() + I~ Ti(ﬁ),

i 7(2) — [V(B) + 17, V(@) +1— [V(B) + 11} =V(e) = V(P)

i (25) se obfine inegalitatea
a4, 5 gesté valabilitatea teoremei

=5l

i - inegalitatilor
Prin compunerea 1neg - :
Nip; a < %< B8] < V(e)—V(B), prin care se

3 afi i i arata pentru

fn concluzie, presupunind cé afirmatia teoreﬁgl ?it:i ﬁfcvg;.u celi) il

ecuatiile diferenj;iale liniare i omogene, de un or lgecur e a

egal cu # — 1 (in conditiile corespunzitoare, care dgmonstra‘t o

Igmei respective in cazul unor as_tfelt fle'e?ui%;hlqiﬁlcare e
i ii & devirata si in _

afia teoremei in cauza este adevarata Ca "
?llifg::inﬁale este #. In baza principiului mduc‘;lezlconilplggﬁa;:fd e ilp
deviirati oricare ar fi ordinul # (numir natural) a

. - . i_
Observari. 1° In enunful teoremei s-a presupus kca. hsolutm hne :
dentic nula $ este liniar ind[ep)end%nté(;iit:: ;ag:;?; 1?1?1 es:;tgpijéfprgl n.g e ce;te
atiei diferentiale L,[v] = 0, adica c 2 € iy
2{1?11?1?1 JE zisféfu fur?damer?tal de solu}:nﬂ, pe ;ntervalgl }n ca1i1izia. }f)a(:d: la i
conditie nu ar fi indeplinita, atgnc:, in .1P0teza ca 1;]11Ctad‘i3c'ﬁ li'nt.agajiti{!]‘.ile
resupuse de clasi C,[a, b) verifici condifia W,_,[a, ) e
131 . ulta ca f::mc‘;ia p este o solufie a unei ecualii s
§i:2ia:er sirezmogene de un ordin mai mic decit » (g}fcoef;?;?;treSpectivé
i de 5 15 i b)), ecuatia diferen ¢
si de formid normald pe intervalul [a, té))sectiulfe i e

i i tal, o anumi fancy :
avind ca sistem fundamental, ¢ se s
; in cauzi se va referi In acest caz

hgy .., b,_y. Teorema in

tiala redusd.
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aceste radacini putind sj fie multiple. Aceasts afirmatie rezultd din faptt
¢d, dacid mulfimea solutiilor unei ecuatii diferentiale linigre sl omogene, d
ordinul # (n > 2) se bucuri de Proprietatea I, [a, b), adicd de Proprietatey
dea fi intetpolatoare de ordinul # pe interyaly] [a, b), atunci, dacj ¥ este ¢
solufie neidentic nulj g ecuafiei respective, solufie care are ridcini muly
tiple in intervalul [a, b), printr-o deformare continug a solufiei y se poatg
obfine o alti solutie 3 a aceleiagi ecuatii diferentiale, oricit de wapropiatd’
de solufia vy, solutia deformati avind toate ridaicinile simple si in total

solufia y in intervalul respectiy (rid&cinile solutiei y fiind considerate im,
preund cu ordinul lor de multiplicitate),

Justificarea acestei afirmatii este dati in lucrarea noastri [2] si sa
bazeazi be urmitoarea teoremi stabiliti in lucrarea respectiva: Daci
mulfimea solutiilor unei ecuatii diferentiale liniare i omogene, de ordinu|
, cu cogficienti continui, de forma normals, are Proprietatea de a fi inter.

polatoare pe noduri simple (in sensul interpoldrii lni Lagrange), pe un inter-
val dat [a, 0), atunci aceea mulfime se bucury $1 de proprietatea de a i
1'_11te31)301atoare pe noduri multiple (in sensul lui Hermite) pe acelasi interval
(@, b),

Caz p articu lar. 83 considerim ecuatia diferenfialy Yot —
ale carei solutii sint polinoamele de grad cel mult egal cq #, Relativ 1a aceasts
ecuatie; sd considerim sistemuyl de solutii
(26) h(x) = 1, ho(x) = %, hy(%) = x2, .., hy(x) = %",

Se observi si solutiile 4, . . ., h,, verificy conditia W, pe intervalul (—o0, o0),

Fie p un poli.nom. Oarecare, de grad 5 (efectiv). Sirul (3), corespunzi-
tor polinomului P §t sistemului de solutii 4,, .. ., h,, considerat va fi :

Wips 2] =p(x), Wihy, p; ] = P, Wiy, by, p; 5] = pri(a),
W[hb h2' ) h’n: ?; x] S (% s 1) ' p(n)(x)‘
Acest sir este echivalent, in ceea ce priveste numirul variatiilor de semn,
cu sirul
P(x), p'(%), p"(%), ..., pii(x),

Enuntul teoremei noastre Tevine in acest caz la enunful unei cunoscute
teoreme, purtind denumirea de teoremsy a lui Budan-Fourier,

matriciali pozitivi a fost dats de s. KARLIN in lucrarea [4]. In aceasts di-
rectie mentionim de asemenea lucrarea [9], in care T. POPOVICIU pre-
zintd un studin sistematic al teoremei lui Sturm, sub aspectul teoriei
polinoamelor ortogonale,

liy3

solutii iy, « vy By

Urul sistem:

(27)  In(x) =%
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Daci ne intereseazé, de exemplu, numai numdrul rddicinilor pozitive
acd n )

I](]l P, i ) ) p 1Za Cca SlStEl‘ll de
l - jd 1 t t 1 . 't .-t t '

o i) =

—H_I; h’g(.’v\:) = " 2, ’&3(%) — ;L’“ '3. =g

:‘-.(__IJuxJ }.’a":(_.])uﬁ—].

B 2 . epe e V
5 Bzee - 1 . Sl (| ey de solufii verifici conditia W,
tot atitea ridicini (reale) in intervalul [a, b), cite r&dicini reale g avuti.. Se constatd ca usuringd, ci acest sistem de ¥

ST A e e unctul ¥ = 0. Sirul (3) cores-
intervalul (0, o0), fird insd s-o verifice pe pi : ; T i
Eilirjltu:i)oﬁlgomului P, intervalului (0, o0) si sistemului de solujii #,,

considerat va fi:

Wip; x] = px), Wlhy, p; 2] = 2"7"p" — (n— 1) ¥" 7%,

(28)
2(n — a*-%p" & (n — 1)(n — 2) x5, . ..

Wi, f, i ] = 202" —

<M (ntd siral (28
Notind cu V(x) numéarul de variafii de semrn pe care le prevzmlta; E?élé?:i n(ilor)r
pe punctul x, teorema demonstratd exprimi faptul ca.numAar;l e i
%pofitive) ale ‘uhul polinom de grad = (efeC‘EIV)', .cupn?sgi nl{lr er o et
' iaxei itive (in ipoteza ci nici unu : S
dat [a, al semiaxei pozitive ( . i ey
rului[ (28% ]nu se anuleazd pe niciunul dintre punctele ¥ = « ¢i x = p)

delimitat de diferenta V(a) — V(B). ‘ 1 e bl B
O afirmatie analoagd se poate obt.n}e pentru ca?u] glecsilee &E iy
[%, B] apartine semiaxei negative. Dacd, de e}f?en?a;lé o verifice proptic.
impar, atunci se poate considera ca sir {"ﬁp lﬁg'ﬁﬁ" e t?:’
tatea W, pe intervalul (—oo, 0) tot siru (, hnghot . int singurele
Este de mentionat insd faptul cd sirutile (26) 511 (27) ;%e?\lflalul (% o)
sirari de functii A, v P care V‘F”Elca’ de exempu, ipepentm fiecal‘e, ale-
broprietatea W,. Se pot imagina si aItAe astfel de §1ruri. demonstrate. cite o
gere a sirului Ay, ..., A, se va obfine in baza te(_)reme1 ; . int,ervalul
aelimitare a numdrului rddicinilor reale ale polinomu ur cha daciBentri
e e U el tore dntdeid se chicete dact et
un grad » dat si pentru un interval [«, B] dat, ex ctiva depiﬁzind numai
finita s de siruri de forma A,, vous By, (mullzclmef-l reslzlel real p, de grad #», si
de gradnl n ﬂlES), astfel incit OT}CE.I'G - fl'po lnonllenlent dl;l multimea
existe pentru polinomul respectiv cel pufin u”r‘toZre ey e'galitate?
de siruri, astfel incit inegalitatea (4) ForeSpuﬂé‘?h erea unei noi demonstratii
De asemenea, credem cd ar prezenta mtere_:s obtin lui W. A, MARKOV [6],
a teoremei Iui Sturm, pe baza cunoscutei teolr_eme a . a“fédécini101‘ deris
Lo @ sepatates U ainiler g doud polinoame it o i [10] si [12]
vatelor acestora (A se consulta in aceasti directie ’

citate in bibliografie).

i i iei .1, 1972,
2 — Revista de analizd numerici si teoria aproximatiei vol. 1, fasc. 1,




19

ALE
ASUPRA EVALUARII NUMARULUI RADACINILOR RE
I& * OLEG ARAMA 14'15

. atica (Clu l) » 3 (26) s p. 7
JI Suy un théowme de w. A. Markov Mathem

' [3) 1. ifornia, 1968,
SUR L'EVALUATION DU NOMBRE DES RACINES REELLES DEg O Fotat positivity. Standiord, California, 1963

. ioni di iali U i omogene in pro-

. i) Koxlin 5, 121 le espressioni dtffermzmhllmeam 01mog SR

SOLUTIONS DES EQUATIONS DIFFERENTIELL RS LINEAIRES-:%‘;} Mammana, G, Donposisione dle spressioni L L

¥ HOMOGENES ’ d?t;:? ﬁ;ﬁgur;&lhcm' g 186_23; 1531: f)f;tervall’e wmoglichst wenig
zia s i B2 e .

Polynome, die in einem g ' |
it 1:‘[63 pa A W'uAwaZl;%n. Mathern. Annallen, 77, 213258 (1912)ime o patons.
: iy N;} Asupra notiunii de functie convexd fajd de o de o mulj

van, kB, 4s ¥

: — 1958). :
En considérant comme modéle le théoréme bien connu de Sturm,[7] Moldo Studii si cerc. de matematici (Cluj), IX,;,-,I,GIM Zz;t'n:ar g-i)ven homogenéous diffe-
concernant I'évaluation dy nombre des racines réelles des polynomes réels,) Pélya, G., On the mean-value theo:}elm é"”ﬁsulpf_ " 24;5; 312324 (1922).
en fonction du nombre des variations de la suite qui porte son nom, daps &) VY yential equation. . MS iversitatea din Cluj (1970—1871).
le présent travail on présente une méthode, A certains ¢gards analogue,| [9] Popoviciu T, Curs special. Univers

A B 60).
i 2 (25), 299321 (19
oys e ) R ¢ rkov. Mathematica (Cluj), “ X
pour la délimitation dy nombre des racines réelles des solutions des €qUal 1107 Sur un théoréme de W. A. Mar) Sturm. Gazeta Mat. (Soc. de stiinfe matematice
! : : ¢ Il[ll] Vasilesciu, B, Asupra teovemei lui 3
|

p —83, 201—2086, 287 —291 (1915 —1916). .
Soit L,[y] = 0 une telle équation. On supposera que les conditions’ i fiz, Roménia) 21{;.;1_“ :3’;0,3,,,9 V. A. Markova o dvuh ;%Ogﬁfm;“hisﬁ“;;
suivantes sont Templies: 1°, Les coefficients de I'équation sont des fone~ 1121 videnskii, V. Smefa‘;z;;; Tov. Acad. Nauk Armisnskol SSR, T
tions continues sur un intervalle donné [a, b) et le coefficient de la dérivée kl";‘é’%k pore ' -
d’ordre # de la fonction inconnue y ne s’annule dans aucup point de [g,b).] (s
2°. IL'ensemble Y. constitué par les solutions de I'équation considérée est Primit la 21. VIIL. 1971,
interpolatoire d’ordre # sur U'intervalle [g, b), ce qui en énoncé équivalent, i i
signifie que quelleque soit la solution non identiquement nulle y de I'équation
différentielle, 1a solution respective ne peut avoir plus de % _ | racines
réelles dans l'intervalle [a, b). Dang ces conditions, soit By B oo, hy_4 un
systéme de solutions, qui pour tout x [a, b) vérifie les inégalité (1), on
Wik, b, ..., h,] représente le wronskien des fonctions By, Ry, . foy. |
L'existence d'un tel systéme résulte des conditions sus-mentionnées, Soit
P une solution quelconque, lindairement indépendente sur | Intervalle [q, b), |
par rapport aux solutions #,, Bysooo, b, 1. Nous associerons A cette solution
la suite des wronskiens (3). Soit [, ] un intervalle, te] quea < o<p<ib
et qu'aucune des fonctions de la suite (8) ne s’annule dans aucune des ex-
trémités de cet intervalle, Désignons par V(x) le nombre des variations de |
signe de la suite () au point x, et PuUN[p:a<sr < f] le nombre des raci-
nes réelles de I'intervalie [e, B] de la solution p considérée. Dans le travail

on démontre que dans les conditions mentionndes on a la délimitation
N[p; a<x<PBl< V() — 17(p),

laquelle généralise le théoréme bien connu de Budan-Fourier, Op Ptésente
quelques :applications de g délimitation obtenue,
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