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OBSERVATTT ASUPRA REZOT,'VÃnrr srsTEM'Er'-q1 PI
ECUATTT ôrnnelroNAr,E pRTNTR-UN pROSBDEU DE

TIP GAUSS-SEIDEL

rle

ADRIAN DIACONU
(ch'j)

Introducere

: 1n1ü
a solufiei
pe produs
În cazul
r. rÄv.ã.r.oru [3], l4l. De asemene 

in nota d.e fatá.
i:1,2,..., t/r,çi sPaliul X-
enea este un sPaliu Banach tll'
oPeratori.

Perationale i

ß1 : g1(x1, fi2, .

tr,z: gz(rr.r, tcz, . ,

x*)

x*)
(1)

fr*: gr(91t, xz, , ,., ß^)

Pentru tezolvareaacestui sistem consideräm urmätoarea metodä'iteta-
tivä de tip Gauss-Seidêl:

(2) rf,+rt : go(xl*t), . . ., *?irt), %fl, .:. ., tt*)), h:\, 2,' ",%i n:0,L,2,'''

unde ølo) : (*10), . . ., *::")) este un element convenabil ales tlin spatiul X'



co"dlrî 
cele ce Ítmeazä vom presupune cä sint lndeplinite urmätoârele

".*?f:,'f,tîä! fi;Jg B:, 
....,e.) t¡ansrormä murfimea închisä

þ) 2,....,?/tD, adic ^7'^Jir.l^"'- I¡ipschitz 1nastfel enegative ø

: (xt2), tîïri" 1l¡?";,^'!

llprþ6\, *t),...., U',;t) - e¡þcÍ\, xf,2), ..., ffi
xli))l 

= D o, ll*,ç, - *j4ll,
í-1,2,....,ln

c) Constantele a¡¡, ¿ - 1,2, ..., rn din condilia b) slnt toate nenule.

l. Consiilera,tii prelÍminare

sä considetu- 
111it" uP)î-., h - t, 2, . . ., m definite de urmä-torul sistem de inegalitäfi ,"*i"íIu",

(3) Íf,+rt=ø¡rff+rt¡.. * øoo-rf?ir\ * øooÍf) + . .. + øb*f :i'),
h: 7, 2, ..., ttt.

ande ø¡¡ slnt constantere lui rripschitz din condilia b) çi r(ro), , .., /ig) sîrrtnumere reale date.

t-.friltjÏului 
de' inegalitäfi recutente (s) li ataçäm sistemur de ecuafii
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De asemenea sá consideräm urmätoarea ecualie tle graclul m în þ '

t14 ADRIAN DIACONU
2 3

ar-þ
anþ

øs\þ

azz -
øszþ

An 4ts

þ ozs

bas-þ''

llt n-7.
4z ø'-f-
Cls n-t -0.

(5)

dntþ ønzþ ønsþ' 4w n-tþ ct^* - þ

În (4) çi (5)'
cafitì ôa-1n (3)

a¿i, ¿:1,2,.. m i :j : l, 2, . , . ' ,tt, arL aceeaçi semnifi-

I.,ema 1'
cø sisternul' (4) s
cø ecuøliø (5) s'í

c\ conildúiø necesørd' çi sufici'entä
tín to*Ponente reøl,e I3m, este

ç1

real,e.

Demonstrafii¿' Notäm cu :

üí: 2a ' Z¡+l .. ' 4n'li

þ = 
zt'22 ... Zm

Analizînd. fiecare ecuatie a sistemului (4) d'ectucem Pe rind.
d.e forma (rto),'

d.acä ctrtt

ca
-1
z*t

la fe1 çi cu
de sus este adeväratä'

Ð1 lintncl cont de observaJia d'e mai sus sistemul

(orr-þlu"*ør.rþ *ar"þu*-t+ "' + a1^þu':0

irrr, + (orn-þ)iørru*-r * "' + 42^'t'r7:0

dn ltt

a*tüt * ø*zþ i&^sþü^-t+ "' * 6tmø-tþw"* (a^^- þ)u':0

Dacäeliminämd,insistemul(4')necunoscutelell1,7|2,...¡cam-|rcz;llrti
ecualia (5).
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Lema 2. eìs
sol'øli.e_a sis c), .27, zr, , . ., zm este o

"ffiri þi: î; #r;, i^l il, 2, . .: ,,ï,¡n,¿

Í!) = cz!-t ,"-r .. . zl--r*+tzk_o+" ... zk, h _ 1,2, ... ., rn; n a N.
,u^?íT{,ïlí!{í;*t'""j¿i;'Íït'ó;,",iJiïirT,"Jiïhírñ,1.,,,""r.îii¡,ffi,,*;
, ' ,l"sc, fllr= cz¡r¡ ,,., -ffr)S czln_p¡2:...tr*, , ,;;= czz... ztß.Pentru aceasta putem alege: . :

u()2¡'¡: 
"rL 

t h : 7' 2' " " m - 2: 
.zm-t,i : uÍiLt] zn,¡ :,!L .

¿=,,1,2¿,,... q,. 
uf)'

Prin urmare lema este demonstratä.

folosind prima ecualie a sistemului (4). Constanta c are aceeaçi valoare
ca în caäu7 n: l.

Presupunem acum cä avem 1n Plus:

Íf*rt = 
cz1zi zi_r+r2",!ln+r. ... . r',1',

pentru orice lt, = l,2, " . . ', h - l. Atunci :

Íynrt-ourlf*tt + ... ¡øoo-rÍfllt i øooifi + ..' ¡ø;,*Ífl1
lczt-l , ... '?t-l qs o"t*(aurz, Tm-þ+r + '.. +....'._ .j.¡ ."n-h,*l'n-þ12 : ' '

'* anp-ßt z*_p.'í m_h+'. . . . . z** auul øpp¡tz-_o*, * ... +
*an^zz z*_n+tl : czìzì zt _p+('Ìla+2 . .. ' ,";t.

ln rationamentul d.e mai sus m-am folosit de a h - ø ecuatie a Siste-
mului (4).'Prin urmare proprietatea exprimatä de 1emä este adeväratä pen-
tru orice h : l, 2, . . ., rn çi pentru orice n natural.

-2. Bxistenla çi unicitatea solu{iei sistemului (1)

TEoREMÄ. Døcd' sî'nt'ônd'eþl'i,nite cond,il'í'í,1'e a), b)r c\, çö I'n þlus ecuøliø
(5) ad,mite cel þulin o rd.d'dcind' reøId. çi toøte rã.d'd'c'inil'e reale al'e e'i aþarlin
interuøl,wlwi l0,ll, atwnci, sônt ød,euãrøte øfirmøliile :

.L) IVietod,a iterøti,ad. (2) este conuergentã.

Bl S'dstemul, d,e ecual'id oþeralional,e (l) are solu!íe unicd ;i aceøstd. sol'ufie
este l,imitø ç,í,rwl,wi, gcnerøt de metodø iterø,tiud. (2).

Demonstrøliø. A) Pentru a demonstra convergenla çiruriTor x3), ø Ç.N,
h - L,2, ...,k esti suficient sá arätäm cä elã sínt Îundamentale fiind
vorba {e çiruri în spatii Banach. Vom evalua prin urmare:

t*y*,,_ xtnt=,,T:: 
. ii..,ui,,,l::,;i: 

,, _ *(n+s_z,t ¡

h:1,2,..,,%,

Sä presupunem cä ecuatia (5) admite q râdâcíni reale I 1q 1m.
Conform- lemei 1 sistemul (4) va admite g solufii cu componente reale
(z;,r, zr,r, ..., z*,¡); i: l, Zi .,., q fiecärei-rácläcini a ecualiei (5) cores-
punzînd o solulie a sistemului (4).

Alegem Íf,+rt:ll*?*\ - *y.tll, h:1,2, ...,m. Ipoteza b) fiind. ln-
deplinitä, Íf), *,'g N, h-7,2,...,tu astfel alese verificä inegalitätile

co : max {¡p, t ¿l r*) ì
c à 

l- ztit ' ,*-r r^' ' ' ' " ã::. ,*l ,

äi1"_',
presupúrrem condilia indeplinitå pentru ø _ s d.eci:

.4') s czl-t ,;-r ... f*-lo+, zl,_n+z ... 2,., n _.1,2, ...,!u.
^__ 

Arätäm cä inegalitatea are locavem: _vòe¡¿e*!çd are loc çr pentru ?t: s * l. pentra h:1

,fÍ'+r) 
= 

ør,r, flq * atz Ít, +. .. . + øt ff) = .

sc¿r"-l f"-, ... f;i (ørriatz zm+... ] øt^;r..,2.):
-cziz"z.., zin,
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Conform iPotezei b) rezultä:

llfr*-4J4r, ßr, . . " n,)ll 
=llñ* - çn(r.;lt' " " nf)r' *f-'t''' " rf-t))ll +

+ llqh'¿?, . . ., *P!r, tcl-'t, . . ., xtn-'t) - pt(ñr, ¡øt , Ì*)ll <

{ Er * aurllxfi-nrll + ' " * ae*-ilxflr- **tll * øoollrf;-tl - rtþll +

+ ¡ ao*ttxti-' = 
?::,,:,:r:ï'i lTrr::::^ 

* (a*e * 1) 
"* *

Aleglntl

..z e i:1,2,,,,,ffi; h--1,2,.",tnè,'\,tñ

l + Doo,i-L

obtinem:

llrtx- g*(ût,ñn, ..',fr.)ll 1' h : 1,2, " " ffi

çi deoarece e este un numär pozitiv oarecare tenÃtá':

ñ¡: g¡(ñr, frz, : . ., ir,r), h : 1,2, . . ., ffi.

prin urmare rt : (ftr-, frr, ..., rt^) lot- Deci pornind. cle la un Punct
condusi la o solutie fr : (*t, frz, " ',
dacä ólutia depiicle sau ill de aleger

lntr-âdevä? fie (*f"))". *, h :
iteraiiù ltt ;o*i"tl' å"'"1=a' punctul inifia! a\o) - (x"@' r'(o) " " tç';o'')'

Notlntl gy) :-l¡x]t - *';"ll clato¡itä contliliei b) avem:

gf)< ahß"rt +a.h2gY) +...+ øou-$f!r*ooug|-" + "' *øo^g*\

øçN; h:1,2,""tn'

Deci gÍl) verificä inegalitälile recurente (3). 1n virtutea lemeior 1) çi

2) i;;;""lr"d "; totul analog c" 1n demonstrafia punctului A) rezultä:

gf) 
=cþn-rt*-p¡z 

' ... ' 2,,'

unde c, z¡i h : l, 2, . . ., ,/t çi þ at aceeaçi semnificatie ca 1n d'emonstra-

fia A).

(:'

l1B

evem:

sall :

ADRIAN DIACONU

ftl li ;:':iÏÏ-å:rrli,å:if:'e1e lemei 2 rezattä cä existä consranrere c,

Í9t=c,zi,¡tz;,¡1 ...

;-1r)e _ L, Z¿, .

. cn-\ ên- þm--h+1,az"tn-h+2,ì ' '' . ' Zh,¡r t¿ e N

.,q , h:1,2,.,.,t/t,.
Notind:

C: max {tr}, zh - max
L-1 õi : l, 2, ...., c

þ- max
i : t,2, ,.., q

{rr,r}, h:l,2,...,!n,

{þ}, cu þ¡: II zn,¿
h-t

llxt;+'t - "Y)ll 
Sff+o tfl"+"-r¡ + . .. *fl,+trg

=czþ-þ+2 z*þ^(l + þ + ... + þ'), h - l, ...,!fr, s €N.
Deoarece þ¡ 1-1,,i .1,2, . . ., q rezúIá" 

.cá, çi þ( I prin urmare seriageometricä ca ralia y' este convergånta, crecl:

ll*?*Ð - xy)l¡ <"!z-ltZ::::-'-{, k : l, ..'., tn,, s GN.

. Deoarece y' < I re:,;r:irtá, cä çirurile {rî)}^.*1, h_ l,;, ..., rø siut fun_damentale prin urmare çi convérgente.

B) Fie fr*:lim xf) , h:1, 2, . . . ì m. yremsä arätäm ci ù:(ùr, rt2, ,,.,ù^)

illîr,iuî"t"çie 
aSisiemului (l). În relalia llxt;+'t-1çø)ll ( e¡ racems -+ oosi

llnn- tt|ll <e¡, o< e*( s, k:1,2, ...,m,

i :1,2, ..., r,

IInn- po(r?), túY), ..., xllr, xy-r'), .,,, ,rli-\llS e¡
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Din faptul câ þ < I rczultä existenfa unui .ly' : &(e)
IlrP) - xit"t¡¡ a e pentru ?L < N,

Ilrn- *PII: Ilrpo(Èr,ìr,...,7,) _ ç @!r), ..., x!!r, x[_r, ..., *i;ri
Saerllñ -*P)ll + ... I øno_rllî _ *pril i ø*llìo- ,cy_rtll +

cu rorur analog" 1", ,iiJ!";- -*.Íî-Dtt

ro:li^ *y,l

oBSERVATTI ASUPRA REZOLVÃRII SISTEMELOR DE ECUATII OPERATIONALE t2l

conclilii pentru ca ecualia sä admitä toate räd.äcinile reale

10, 1[.

Aol Oi mtnl + ?n -l)ter 7r'* ... + h,Íht A*-n7 0,

hL0,7,,.;,lil,i Ao:7,

inteivalul-

(- 1)o

(l unde prin eçu1 ¿vv¡ notat produstl x(x 1_ 1) ' ... ' (x - I + 1).

\n cazttl cînð. m este impar, deoarece o ecualie de grad. impar trebuie
sä aibä cel pülin o rädäcinä realä, ipotezele a), b), 

") 
lmpreuná cu condiliile

(8) po! înlôcui,ipotezele teoremei.

Exemþ|,e. Cantl m :2, În acest caz avem un sistem de douä ecualii
operalioná1e cu douä elemente necunoscute:

n

(6) Í(þ) A þ* + A þ- + + A þ + A 0,

(e)

Presupunemcäoperatoriig:Xx Y + Xçitf :Xx Y +YspaJiiBanach
verificä còndiliile a), b), c) corespunzâtoare cazrtTtti I'tt, :2. Ecualia (6)
este în acest caz:

(10) þ' - (o' I ar, * øtzøzt)þ | arra.rr: 0,

ecualie ce admite räd.äcini reale çi distincte.
' Concliliile (8) revin la

(11) (1 - ø.J(1 - arr) { 0.12&21t fln * dzz I arrør112,

regásind renítattl lui r. pÄvÄr,oru [3], [4].

Dacä se noteazâ': Sr : drr I ar, * at ar, çi 52: a'11&.22 Condiliile (11)
se scriu sub forma:

(12) Sr(2; lfSr(S,.

. Cazul' 1,% :3. 1n acest caz aem un sistem d.e trei ecualii operafionale
cu trei elemente necunoscute.

2ç : g(x, y, z)

y : þ(x, Y, z)

z : y(x, Y, z),

x : g(x, !.),
y : ú(x, y)'

Da
duce Ia s orice mgtodä iterativä
ceea ce ^t? 

:*.0 

Í ,*n; h :-1*,2::
soluliei sistêrnurui-itjl 

.

obse rvajii. Ecuafia.(5) are forma:

gndu. 4n; k:1,1,: I-, 2, . . ., rn. Ne
loi 9 : 1,2, ..., rmrn rntervalul 10, i [.

de tipul (2)
m deci î

con
ß

I
't/t,

propunem
pentru

Avem:

sînt functii
sä gäsinr cdndi tiile ce trebuie sa le verifice

de 6,9 2, 7n
ca ecua lia Í(þ 0 SA aibä toate rädäcinile

I

(7) ÍlÐ : f(t) +t#to- r) + ffø- r), + ... + r+Ø _ y*.

(13)

t
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Banachk:l,...,tu.Pourlarésolutiondecesystèmeonconsidère
*ãin"¿" ïl'&at'ive suivante :

xf,f]t:q¡(rY*'t, ..., xfjr't, tc|],, ...,,íY,\ h:1," " ttt

du type
Lipschitz
présentée
considéré

det (øa1þ,.. a¿¿+rþ ø¿¡ - þ ai +t "' ø¿*)¡--¡" : 0

une racine réelle, et que toutes 1eS racineS rée1les appartiennent à

'intervalle ]0, I [.
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unde operatorii:
s:x x Y x Z* 

I_.:.û,X-X.y X Z +I { ¡ :X x.y xZ +Z; X,y.;"JAiruil """¡*:;''eti,* .ãi;¡, c) corèspun 
"eioáìå cazutui m J

(14) Þ'- s'p' + s,þ- s, : o,
unde:

Sr: øu * azr* ass* ttzazt* atsast* azaaszJ aßø21a2r,Sz: 6tnøzø * Ønass * øzzaas I ct11ø2sør, I arsørrør, I arnarrar, _

I

- Ø\zttrzsagt,

Sg : a,11L,22/,gs.

Condifiite (g) revin ta:

(r5)

Sr(3,
S¿)0,

1*Sr>E+Sr,
3*sr)2sr.

.:rt_.pþ care asigurä converge nfa mui sistemelå,-ãlu trei ecuffiïö#ffffiltiî"iïi

OBSE
D'É S

P

nÉsu¡¡-e

h-7,2, ,..,rn, où çrr* Xl_Xo,


