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OBSERVATII ASUPRA REZOLVARII SISTEMELOR DE
ECUATII OPERATIONALE PRINTR-UN PROCEDEU DE
TIP GAUSS-SEIDEL

de

ADRIAN DIACONU
(Cluj)

Intro duéere

fn licrarea de fajd vom da condifii suficiente de existentd si unicitate
a solutiei unui sistem de ecuafii operafionale in care operatorii sint definifi
pe produse carteziene de s spatii Banach cu valori in aceleasi spafii Banach.
tn cazul sistemelor de doud ecuajii problema a fost abordatd de cdtre
1. pAviiow [3], [4]. De asemenea iIn lucrarea [3] este schifatd pe
scurt problema cu care ne vom ocupa in nota de fafa.

Tie date m spafii Banach X, 7=1, 2, ..., m s spatiul X =
=X, X Xy X ... X X,, care de asemenea este un spatiu Banach [1].
Fie g;: X » X;, t=1,2, ..., m; m operatori. '

Considerim sistemul de ecuafii operafionale:

xl == (P]_(x]_, xg, v ey xm)

Xy = Qo(%y, Koy o0 or X
U o= e )

Ky = P %1, Xar v +s Fm)-

Pentru rezolvarea acestui sistem considerim urmitoarea metodd itera-
tivi de tip Gauss-Seidel: ’
Q) #PHD = @u(aPtY, Lo, 2D, A, x®), k=1,2,...,m;n=0,12,...

unde 20 = (%7, ..., x{) este un element convenabil ales din spatiul X.




114
ADRIAN DIACONU
2

In cele ce urme

R azd vom % .
conditii ; presupune cd sint indeplinite urmitoarel
ele

a) Operatorul o = (p,, %

D C X in ea insisi si 40 < p. ) transformd mulfimea fnchisy

b) Operatorii o,; 1
105 - W ?“lz=1;2;’.... 13 ",
aoth oo cxistd constantele nenegative ay g oy o ndifa lui Lipschitz fn
ncit oricare ar fi punctele ) — (;‘:(,)’ ‘ i=1,
l »

— ok, ? -? =1, 4 .. .y
= (xg2), x{2), xtzl), ui x'(:))' @) —

v, 23 di 5 i s
W) din D si fie verificate inegalititile :
llgs(ad, a0, o
,l, 2;---,27’)— ,x(Z) (2) =
Y (Pl( 1 X ., xg))“ = E“ﬁ”x(” = x(z)“
. =t y : ,
,1 = 1: 2, ceen, W

¢) Constantele g, 7 —
i t=12 ..., mdin condifia b) sint toate nenule

1. Consideratii preliminare

Sd considerim siruri
s sirurile (f(n) © B.—_1 9 .
torul sistem de inegalititi recu:efl';;:o- » 4 «.., m definite de urms-

3) firkn) <
k = ﬂklf(”‘l'l) o ]
i+ + @y SN + 2 f® + ..+ @, f®
. m )

k=1: 2, ceay M,

% Ch t
7 con ) fl ) ’ f . n

Sistemului de. inegalitdti recurente 3)

algebrice : fi atagim sistemul de ecuatii

2y 29 - ¢ By = Z Arol 4
Ap212o . + 4 2, +
() " 14142 th—k+41 k2sl * Ry * °
m—E+ 1”m L)
4 +a 2 2, P a a 2, +
RE~171 * + . * 2, + +
m—k+1%m~p48 * .00 3, k& kk+1
J m—k+1 LY
cee o BBz o 0 By,

k=1;2, -..,m,
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3
De asemenea Si considerdm urmitoarea ecuafie de gradul = in p.
p—pP Q2 G132 cun Ay m—1 Eym
anp Ay — D G2 con 3 y—1 g
(5) and Az Agg — P+ a3 m—1 Aam = 0.
AP Ao Amap - . - Ay m—1P Aym — P

tn (4) si (5), @i i=12 ..., mj=1 2, ..., m au aceeasi semnifi-
catie ca in (3 ' T

I,ema 1. Dacd este indeplinitd spoteza c)
ca sistemul (4) si admitd cel pupin q solubii cu compo
ca ecuaia (5) sd admitd cel pupin q raddcini reale.

Demonstragie. Notdm cu:

condifia necesard st suficientd
nente veale q < m, este

Ug = Z; * Zit1 - oo Zm=1) §=1,2 ..o, m—1

si

P=22 ... 2

Analizind fiecare ecuatie a sistemului (4) deducem pe rind ci in ipoteza
c) sistemul nu poate admite nici o solufie de forma (R 20
pentru care si existe cel pufin un numar #” — 0. Intr-adevir din prima
ecuafie a sistemului (4) rezultd ca daci a,, == 0 atunci z, =% 0. Acest fapt
este evident deoarece dacid presupunem cd 2, = 0 verifici prima ecuafle
din (4), rezulti a,, = 0. Rafionind 1a fel si cu ecuafiile urmitoare din sis-
temul (4) rezultd ci afirmafia de sus este adevirata. )

Cu notatiile introduse i finind cont de observatia de mai sus sistemul
(4) se mai scrie:

(an — Py + G P - Gygptim—1 + ..o+ QmpPtha = 0
gty + (@33, — D) + Gagtim—r B gty =0

Fappt oo T A Pthm—pyot (Bre — D)bm—pr2 +

(4" @1 %y
+ @y g1 Y1 oo o e T Gam U =0

Ay Wyt 2P + A3 PYm—1 + oo Ay P (@ — D)2 = 0.
Daci eliminim din sistemul (4') necunoscutele %, %g, ..., #m—y Tezultd

ecuajia (5).




116 " ADRTAR
" ADRIAN DIACONU
4

Prin urmare daci (
. ! ALis &4, ..., aia) 3 o e ”
s s, el sl ) S0 % g st g o
feale eecuaﬁei(s‘sl.r T e e P =1, 2 .,
reale ale ecuafiei (5) sistemul Iinia)r 3(4,)(30;1;;(;;.1 c;aate ;fﬁund‘ elle g rﬁdﬁcin%
: = Pj, t= g

admite solutiile (ul?, ), L ) i=1 o
e =252 s ¢. Deoarece gis-

temul (4) admite solutii ¢ :
Yo u componente n A AT ok ;
astfel de sisteme de solufii deci 4! e ezu_lf I-'?lzsmtemul (4') va admite
H ‘__’;-'---,m-'—-]_;g::],

»reeey 481 cele solutii i
dupd cum urmeazg # we gl g (oo 20, *» Zmi) se vor obfine

ulf)

Byi=—— k=1 92
— T k=1, e, m— 92 o by
Mit“)_l ‘ ) . 2 > ‘zm—lﬂ = %,(,2_1 ; zm,i P &_
ey . . ‘ ) (’.),
) . %
t="12 RSN

Prin urmare lema este demonstraty

Lema 2 Daci este ;
3 . . naeplinitd  condig
solutie a sistemulug (4) si £ ﬁ Tﬂ»‘la 2¢ondz?m ;), R, 2y, ..
=&y J--.-.,m'%=l, 2,

2
k4

relatis . exustd
title (3), atunci exists 0 constantd pozitivg ¢ astfel ca :

<y By eSte o
verificd

f %, < n— =1 #~—1 Kl . n .
P = 021 22 “ e z";_k.,.l z";_k.l.z “ e .Zm, k = ’ ) e, M ) n G .

_D AL . 1 o) ¢ ] v ] w o

3 > : c. d )_
1‘ ‘ g Zm, 4y ‘fé S sz—"k+24:' .. zm, seey f’(”) = czz 2’
== e K.

Penttu aceasta putem alege :

2

, -0 (1) v =
cmaomalm 2 A
. ’ 2, Zm—1zm) y ...,2'223...2”,",

unde z,, . )
- s1 nte iei
) » Zm SInt componente ale solufiei considerate a sistemului
Pr °, . A L] ; . | |
esupunem conditia indepliniti pentry 4 — s deci:
A = e Zh..

zf,,__lk 2 s
F1 Sm—f4-2 oo s s k=1 2 m
I NS (D

Ardtim cf i ' '
avem : lnegalitatea are loc si pentru =g 1 1. Pentru / — 1
(s+1) . {s)
fl gqllfl +a12fés}+""+aim g)<

é Czs—l zs—l s—1
1 2 . Zm (ﬂu + ay, Zp -+ ... -+ By 2y 2 )
I e« v . m ==

PN I :
=% 2 ... z,
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ssind prima ecuatie a sistemului (4). Constanta ¢ are aceeasi valoare

olosind  pri ‘ :

ca in cazul .= 1. . . '

Presupunem acum ci avem in plus:

' ps41) ySeS . s+1 . . gs+1
fg; 4 R T iy WP EDI LR W

pentru orice h=1,2, -...+, k — 1. Atunci:
JENS Sk S 0 fP kg fYS

Bt Ty

I N N T SRR o

> -1, . os—1 S .
= R B M S L TR

[ ST RN SNSRI
. ) = 2525 .« . . o8 s+1 . . s+l
F Byt e g =B 2 S Zm

in rationamentul de mai sus m-am folosit de a & — a ecuatie a siste-

mului (4). Prin urmare proprietatea exprimati de lemd este adeviaratd pen-

tru orice k=1, 2, ..., m si pentru orice % natural.

2. Existenta si unicitatea solutiei sistemului (1)

TROREMA. Dacd sint indeplinite condifisle a), b), c), si in plus ecuatia
(5) admite cel pugin o rdddcind reald §t toate vdddcinile reale ale ei apartin
wutervalului [0,1], atunce sint adevirate afirmagiile :

A) Metoda iterativi (2) este comvergentd.

B) Sistemul de ecuajis operationale (1) are solufie unicd si aceastd solujie
este limita sivului gemerat de metoda ttevativd (2).

Demonstragie. A) Pentru a demonstra convergenfa sirurilor #{”, n &N,
k=1,2, ..., m este suficient si aritim ci ele sint fundamentale fiind

vorba de siruri in spatii Banach. Vom evalua prin urmare:
5+ — £ < Nl — o] - [lafptemd — afrt=]] 4

+ el — A,
k=12 ..., m

. 8% presupunem ci ecuafia (5) admite g rddicini reale 1<<gq = m.
Conform lemei 1 sistemul (4) va admite ¢ solufii cu componente reale
(25,1, 22,50 o vr Zms); 2 =1,2, ..., q fiecirei rddicini a ecuatiei (5) cores-
punzind o solutie a sistemului (4). _

Alegem f(+1 = ||xfr+D — x0|], k=1, 2, ..., m. Ipoteza b) fiind in-
deplinita, /M na N, k=12 ..., m astfel alese verificid inegalititile
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(3) si situlndu-ne in ipotezele lemei 2 rezulti
1 =12, ..., q astfel incit:

() < c.or—lgn—=1 . gn—1 "
= C1i %24 R kR mkzs e A, &N

=12 ...,¢9 , k=12 ... m

Notind ;
C = m . £ ’
i=1, 2?.%..,41{01}’ “ k= 1I,nz?‘?z...,g{zh'i}’ =12 ....m,
_ "
= max {Pi} yocu py= I z ;
t=12...9q ) h=1
7 = 1, 2, . > 4,
avem :

ng'»"“) 101 xg;)” §f£n+s) +f£n+s—1) + ... +f£n+l)§
_gcz?,,_k+2 MRl § W, S S +2#) k=1 ...,m saN.

Deoarece p, < 1,7 =1, 2, ..., q rezults ci

ar . 2 §i <1 prin urmare seria
geometricd cu rafia p este convergenti, deci: | h

6z, _ D AL §
[+ — 2] < k+2_p " k=1..,m saN.

Deoare_ce. p<<1 rezul.ti cid girurile {'xg')}” EN; k=1,2, ..., m sint fun-
damentale prin urmare $1 convergente. ,
B) Fie £,=lim P, k=1,2,...;m. Vrem si aritim c3 F=(%y, £, ..., %)

=00
este o solufie a sistemului (1). In relatia [ 2fp+s) —

M| < e, facem s —» ocosi
Tezults: y * 7

I — 5l < e, O<e,<e, k=12 ....m

sau:

1% — @u(#, 2, ..., 40, 40, 20-)|| < ¢,

cd existd constantele ¢
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Conform ipotezei b) rezultd:
s B s 2 118, — a0+ 2, 2D, )]
+ Ny, - 2y wp=D, L, A7) — o1 By + oo Tl <
< g + @A —2|| + ...+ A1) |2, — | + a,;;llxﬁ,"“? — )| +
;F oot |G — 2] <apert ... F oy + @y + 1 e+

+ BrSher T -t B

Alegind:
: 3 : = ce, M
s,-<—eT—, i=12 ....,m; k=12,
1+ oy
j=1
obtinem :

”ﬁk—cpk(ﬁl,fz, ...,'.'/\—?m)”<s k=1, 2, ..-,m
si deoarece t este un numadr pozitiv oarecare rezultd:
% = Qa(F, B + - o1 Fm)» k=12, ..., m.

' 7 4 o solufi istemului (1).
i are % = (%, %, ...,x)formea:zaobolutie a sis
. ll)lzléila;%rnind( de {a un pl";.nct arbitrar 4« = (20, ..., 20) am fost
condugi la o solutie % = (%1, Fa, ++ ., %y) @ ecuatiei (1). Se pune é%)rolgen:la
dacy solufia depinde sau nu de alegerea punctului zgu‘;ial. ;T;;r;tardea nﬁet (?dg;
‘Intr-adevir fie (x),.y, #=12 ..., m sirul g

S : ')
iterativi (2) pornind de la punctul inifial x'® = (%10, 270, ..., %,0).
oti ' ' it ifiei vem :
Notind g = ||#{) — %,®|| datoritd condifiei b) ave
(n—1) e a, g
g < a8l + Gl -+ @y g+ aglTY e B
nalN; E=12,...,m.

Deci g verificd inegalitatile rec_:ufente (3). i.n virtutea .lernelor ll)tvst
2) intr-un ;inod cu totul analog ca in demonstrafia punctulut A) rezultd :

gg,) < CP"_lzm_Hz el R

R A )
unde ¢, z,; h=1,2, ..., m si p au aceeasl semnificatie ca In demonstra
3 »

tia A).
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Din faptul ci p < 1 Tezultd existenta unui N — N(e)

[lafm — %M < ¢ pentru #» < N,
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© L e 3dicinile reale
| le conditii pentru ca ecuafia sd avdrmta toate ri cin .
urmitoare 1 . .

3n intervalul 0, 1[.

iy Blk] 4 3 0
— 1)1 4 T M Ay >0,
(—])k Ak>0; m[k]+(m ) t

(8) 1
. . . . i s i . . Ad,=1,
Prin urmare sirarile (x;f”l)"eN s (xg”)“ei\, au aceeasi limity, =01, ...,m; ’
Pentru demonstrarea unicitdtii solutiei sistemului (1) vom procedg dusul %(x —1) - ... - (x — 14 1).
prin reducere la absurd. Fie ¥ — (3, %y, ..., %,) o solufie 4 sistemului (1) | 90 prin ! am notat pro ' ie de grad impar trebuie
'dx-fentz‘i de %, Evident, Con_form celor de maj Sus nu existi nici up punct - 1 cind m este impar, deoarece o ecuaiFle;im gr euns cu conditiile
nitial astfel fncit metoda iterativy (2) sa conveargd citre x, Fie {xM} In cazul cind m - P : '

- . v . . . I ENI A
=12 ..., m sirurile corespunzitoare unei metode iterative de tipul (2)§52

Datorits conditiei b) averm

's4 aibd cel pufin o radicind reald, ipotezele a), b), c)
® ot fiocal dpotael troen ‘sistem de dous ecuafii
. ' ‘ t caz avem un sistem

le. Cazul m = 2. In aces .‘ |

, Exemp " noscute :
1%, — xl(e”)” = low®Fn %, .., Fm) — (& .. oM P oY)l = operationale cu doud elemente necu
= __.m . = (%) = (n—1) X = <P(x: y)’
=anllx -2 4 .. A p_1|]% — £z a — 2 Y| +-
mll 1) + @i -1l + a,)[7, & ©) — 0y ),
+ e + akm”?m - xf(':'_—‘)”'

Cu totul analog ca maj sus rezulty cj .

?k = lim x](e")

n—

C ativi de tipul (2) con-
duce 1Ia aceeasi solufie, prin urmare Bp=1 k=1, s, o deci ¥ —
Ceea ce demonstreazy unicitatea solutiei sist mului. (1),

Observa tii. Ecuatia (5) are forma :

©)  fp) =p7 4 4, pm1 AP+t dyippoa, =0,
unde 4,; £ — L2 ..., m sint functii de i; 1=1,2 .. ., m;
7=12"".. m. Ne Propunem si gisim conditiile ce trebuie g5 le verifice

Ay k=12 .. 2 pentru ca ecuatia J(#) = 0 si aiby toate ridicinile
in intervalul 10, 1[. Avem:

@ S2) =) + L85 _y)

’7 . m

R - ™.

- 21 m |

Se stie cd dacy tofi coeficientii unei ecuatii sint de acelasi semn ecuatia
respectivd nu admite nici o ridécing pozitivd, De asemenes ecuatia f(p) —
nu admite nici o ridicing negativi daci ecuafia f(— p) = 0 ng admite
nici o riddcing pozitivd, FEcuatia S(#) =0 nu admite nici o ridicing
mai mare ca 1 dacs ecuafia  f(1 + p) = 0 ng admite nici o ridicing
pozitivd. Datority acestor consideratii si calculind derivatele obtinem

€ ’ '

este in acest caz: |
=0,
(10) P2 — (a1 + Ggs + G1a0n)P + 41100,
ecuatie ce admite rddécini reale i distincte.
’ Conditiile (8) revin la:

2,
(11) (1 — a1 ) (1 — @gg) < A8y, A1y - Aop + G108y <

regisind rezultatul Iui I PAVALOIU [3], [4].

i S, = a,14,, condiiile (11)
Daci se noteazid: Sy = ay; + sy + @189y 51 Sy = 4118,
aci :
se scriu sub forma:

(12) e

= A i . j l s ee : ]
CﬂZ%l m = 3- n aCeSt caz avem un SISteIIl e tret E:Llat ] CP S a’t

cu trei elemente necunoscute.

[* = elx 9 2)
y=¥x9 2
(13) g — X(xJ 9, z),
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unt‘i;(e_ operatorii :
X XY XZ5X, §: X ’ i
%aatu.BanacP Verific5¢condi>;ii}/; ?:) Zb_) 9%

Cuafia (6) in acest caz devine; )

(14)
158—31]52+52}"‘Ss=0
unde: ,
Sy = @+ a
22 - @ +
. 88 T 19801 + aygaq, + aya,, + Q13091 ayg,

Ss = auazzasa.

Conditiile (8) revin 1 :

S, < 8,
S; >0,

1>+52>51+S,,
3+52>251.

fii simple care asigury '
€ asigura convergenfa metodei iterative

corespunzitor i si

cazului si .

elemente necunoscute , stemelor de trei ecuatii operationale cu tre]
rei

RESUME

Dans ce travail
de I PAVALOIU [3 ToLS ous sommes proposé d :
type Gauss-Seide] 'j, {4] Sur la convergence d’unee ng::éiialéiser- un résultat
obérationnelles, N PpAque a la résolution d’un systeé S Jative dn
© Aous considérons le systeme .ysx e de( deux équations

YR T Pl X,

k=12, . R
s e, ougok:XXj»Xk,z':I,.

j=1

% tima '!ﬂ)?

com, X, étant deg espaces
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e Banach k= 1,..., . Pour la résolution de ce systéme on considére

!

XN XXYxZz ok v =1, 4 i
¢) corespunzitoare C:zgﬁi);;' 1=" éa méthode itérative suivante:

D o (219, L, xﬁ';ﬁ"; A L8 E=1,...,m
Dans Uhypothése que les opérateurs g, vérifient des conditions du type
I la matrice des constantes de Lipschitz

Lipschitz, désignant par (@)is—imla t
4 ; .., mune condition suffisante pour que la méthode présentée

,'ﬂu?ﬁo; i=1, . . s i . .
cl-dessus soit convergente vers la solution unique du systéme considéré
est que 1’équation algébrique de degré m

det (a,-lgﬁ cee BGiip1 D 2y — P i4r... d,"m),'=1,_m =0

ait une racine réelle, et que toutes les racines réelles appartiennent a

T’intervalle 10, 1[.
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