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RELATII INTRE DIAMETRUIL UNUI GRAF
SI GRADELE, NODURILOR GRAFULUI

de

FLORICA KRAMER
(Cluj)

In lucrare ne vom ocupa cu grafe G = (X, U) finite, conexe, neorien-
tate, fdrd bucle §i muchii multiple, X reprezentind mulfimea nodurilor,
iar U mulf{imea muchiilor.

Notdm cu g(x) gradul unui nod » & X, cu D(G) diametrul grafului
G = (X, U), iar cu |X| cardinalul mulfimii X. ,

In 1965 5. w. moon [3] stabileste citeva margini superioare pentru
diametrul unui graf, impunind conditii asupra gradelor nodurilor grafului.
In lucrarea [2] am determinat o margine superioard pentru diametrul unui
graf impunind conditii asupra gradelor generalizate ale unui graf. Unul
din rezultatele lui J. W. MOON este continut ca §i caz particular in [2] si
se enun{d sub forma urmitoare:

TEOREMA 1. Dacd G = (X, U) este un graf finit, conex, neorientat, fird
bucle st muchis multiple, astfel ca pentvu ovicare wod % & X si Sfie indepliniti
conditia

(1) glx) > [5?] ,

XI+3

unde h este un numdr natural, 2 < h < 13 atunci diametrul grafului

satisface inegalitatea

(2) D(G) < 3h — 4.

([7] reprezinti partea intreagi a lui 7).

2 — Revista de analizd numericd si teoria aproximatiei, vol. 1, fasc. 2, 1972,
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Acest rezultat se poate extinde, impunind condifii asup
delor a cite dous san mai multe noduri distincte ale grafului. Rezultaty|
obtinut va contine ca si caz particular teorems 1 §i caracterizeazy o clas)
mai cuprinzitoare de grafe, |

TEOREMA 2. Fie G = (X, U) un graf finit, conex, neorientat, fird bucl)

st muchii wmultiple. Dacy Pentru oricare k noduri distincte Hy Xa, ooy,
din X este indeplinite condifia ' .

® | L) 4[]
L 3

unde h este un numay natuval, 2 < h <|X'3+

s atunci diametrul grafului
satisface negalitatea

(4) D(G) < 3% — 4.

Demonstraie, Presupunem D(G) > 3n — 4, Atunci existi tn X doui

noduri x; si ¥an-2, In asa fel tnoft distanta dintre aceste noduri si fie
3.

d(xl, x_g;g_g) = 34 —
Fie W = {(#1, %3), (%o, N e Fgi—2)} unul dintre cele mai

scurte drumuri intre nodurile x; §i x,_,. Considerim urméitoarele mulfimi

Ci={alr & X, d(z, xy_,) S i=1,2..., %

Se poate arita ugor cd aceste mulfimi sint doud cite dous disjuncte.
Presupunem contrarin] $i anume fie 4 si7, 1 <4< J < &, doi indici pentru
care C; N C; == @. Atunci existd un nod x care aparfine intersectiei si
de aici rezuity @ %3i-2, X5_5) < 2. Pe de alti parte n W, care era unul
dintre cele maij scurte drumuri intre % S1 Xay_o, avem A(%3;_a, ¥3i_0)>3.
Am ajuns prin urmare la o contradicfie, ceea ce demongstreazi ci pentru
£ 7 are loc relatia

(5) C:NC=w.

Fie C,-IUC,-,U...UC% reunirea a oricidror A mulfimi de tip C,-.rBazin-
du-ne pe relafia (5) si finind cont cof Pe baza ipotezei avem relatia

B v
2 8lroy-o) > 4[],
= h
in care Fsijmz & Cij’ ;=12 _— k, rezulty cd

©) IC.UC,U...u Col = [ 4 1.

R - ibi imi, numirul acestor
3 ideram toate reuniunile posibile de 2 multimi, P
Ta sumei graDaci cons

lreuninni este ( 9

| _Cﬂ‘i . Evalu
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] . de (
h) si flecare muljime C;, ¢+ =1,2, ..., s, apare 1

tnd acum numdirul nodurilor grafului obtfinem
in

At S A )

Bh—1
=1
- h(['X—'] + 1) > |X],
h
i i ] ) idicitatea teo-
este deasemenea o contradictie, din care rgzulta veridicitate
ceea Cce : P 5 2
remeé. oate arita pe exémple, cd In ipotezele ficute, delimitarea da
e poa :

t a. y g a
p n

i ioari.
este egal cu marginea super "y 4 observatia de mai sus pentru
7 ful din figura 1 ilustreazi obs i 3 5 pentru
azulEg'fl;’zle’au'—%raIl’lentru acgest graf |X| = 13, g(#) = 3, g(x) > P
c = 2. . :

$=2,3, “ ey 13'

|X] =

Xz

Fig. 1.

_ . R i %, si %; distincte, arellqc n?lath g(x,) 1
- Se obs§rv§r;1§ol1;rﬁa2’élcgégéarleglfl' Z = 3 sint i‘ndepl{n{t% 1(181:))'5:3312 t_eo4
;Ie_llféfjgi?e-cl)nstaté cd diametrul este chiar D(G) = 5, adicéd

2 i a e ‘marginea supe-
Pentfl‘ueo};ema urmaditoare caracterizeazd grafele pentru car g

; ¥ i it natititd.
tioard a diametrului, mai sus gisitd poate fi imbu $

RE ;i ] ird bucle

) - nit, conex, neorientat, fard bucl

. Fie G = (X, U) un graf finit, ¢ LE0T1eH Jara buce
sau ;ftghiélﬁuiéplge astfel (ca pentru oricare dowd noduri distincle % §i.y

X sd fie tndeplinitd condifia

(7) ‘ gx) +e() =2 - ['hﬁ] ’
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unde h este un numdy natural, 2 < J, = r—)-f—'lgif . D
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. irera-
i i ine la a demonstra ineg
) d 'Prin urmare a demonstra inegalitatea (10) rev
acd existd un no %o diyPrin
I

. 2 o o) : . litatea :
X pentru caye &(x0) = 1, atuncs diametyul grafului Satisface waegahmée}g g—1 ‘>[M].
\(12) IR
(8) D(G) <3(h — s — 1) cu conditia | ) .
; 3 ; litatea
hg —h 4 2 1X| | Aceasti inegalitate este echivalentd cu inegalita
\q - ) =]—1. . .
(9) § << 2¢ $t g = [ 7 J [ 1> Q'S-I——i’n—_l] — 1, care rezulti din
' = o e
e. Dach exists = A of tro=1—h+s
Demonstragie. Dacy existd un nod %, § X cu g(T)O()] I rezulty of = WL g— 1847 o .
bentra oricare nod 4 SX si x=x, avem g(x) > 2[7 — 1. Formin g— 1= h—s
|

graful G* — G _ %o. Graful astfel obtinut are (IX] — 1) noduri si fiecare

S |l care la rindul lor rezulta din
nod # al siu are gradul g(x) > 2[ '_’j — 1. Dacj reusim si arftim inega:

h sqg +s—2
litatea - (13) g—1> T h_s
' . - ditia (9)
B < [1XI—1 . Cow < 0 din (11). Deoarece din cond
10 21 7] 1= lﬁ] ' datol?l:ahfap';ul;l 10 C?nzggali‘cztj; 1(1\3) este e(chivalenta cu inegalitétile
rezultd 7 — ) '

atunci Inseamnj o pentru oricare nod x dig G* are loc relatia g{(x) >

>[’X’ — 1], de unde pe baza teoremei 1, rezulty c3 diametrul grafului G*%
S

h—
satisface inegalitateq

D(G*)<3(h—s)—4=3(h——s—.1)——1.

Avind in vedere relatia dintre diametrele grafelor ¢ $i G* si anume cdl
D(G) < D(G*) + 1, prin inlocuire ge obtine

DG) <3(h — s — 1).
Rimine si demonstrim acum inegalitatea (10). Fie
(11) Xl =g-247, 0<ry<n

Primul membry 43 inegalititii (10) devine 29 — 1. Si evaluim membrul
al doilea. Din egalitatile

]X’—lriq-h—l—70—1=q(ﬁ——s)+gs+1'0—1; rezulty

]X[~1_ g:8S+ryg—1 [X| —1 o qs+1/o—-l'
ros ¢t h—s §11h—s]~g+[ h—s J

(g—1)(h—s)>s¢+s—2
hg—sq—h+s>sqts—2
2sq < hg — h + 2,

in imediat din conditia (9).

i éeo :Tllna 1J:mel(? afn vpotezele teovemer 3, diametrul grafuluwi G = (X, U)
satisface totdeauna inegalitatea

D(G) < 3% — 6.

iatd = 1 condiia (9) este
totdeasms sdertrach s e eedens i%efﬁnpi%%?e‘iesre%u@ =15 >

TEOREMA 4. Dacd G = (X, U) este un graf finit conex, neor

Jard bucle si- muchii multiple, si
(12) k = min g(x)

rxeXy

atunct diametrul sdu satisface inegalitatea

DE) <37 1
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i ichung D(G) < 3% — 4.
i Graphen G die Ungleic
Demonstratie. Exists totdeauna un cel maj mic numir natyral !.fﬁr den Diameter ?e(lgs) ‘Siersd gezggt, G die Unglelchung ?eredssgrggﬁ:
e :Anhgnd g?;;e?:gsgines Graphen genau ist. Es werden auch ande
fiir den

Atzli tzungen die obere
i ter zusétzlichen Vorausse
1 [E, / Sk quntersucht, in welchen unter

' ['Schranke verbessert werden kann.
. . IV . 1| ' N
A avem indeplinitd inegalitatea g(x) > [ | care implicy BIBLIOGRAFIE
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Pentru c3 ne intereseazi cel mai mic %, lufm

— 1=
i [k+1]+1'

Tnlocuind be 4 in (14) obtinem concluzia teoremei 4.

ZUSAMMENFASSUNG

In der Arbeit werden obere Schranken fiir den Diameter eines Graphen
in Abhingigkeit von den Graden seiner Knotenpunkte erhalten. Es sei
G = (X, U) ein ungerichteter, endlicher, zusammenhéngender, schlingen-
loser Graph ohne Mehrfachkanten, derart dass fiir je % voneinander ver-

]

schiedene Knotenpunkte X Xs, oo, %, aus X die Ungleichungzg(x'_) >
=

= k[%'} gilt, wobei 4 eine natiirliche Zahl ist, 2 <h< [X[3+ 3 Damn gitt




