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trntroducere

1n studiul polinoamelor de abatere minimä de 1a zero în diferite metrici,
se constatä existenta unor proprietáti comune 1a polinoamele care se abat
ce1 mai pulin d.e 7a zero pe o mullime compactä din p1anu1 complex sau
axa reaTâ. Printre acestea amintim proprietatea de apropiere fa!ä de mul-
timea de definilie a rädäcinilor polinoamelor de abatere minimä çi proprieta-
tea de ortogonalitate a acestora. De aceea era natuaT sä se caute o clasä
largä de polinoame extremale care au aceste proprietäfi. Pentru polinoamele
algebrice de grad.ul n ct primtl coeficient egal cu un1l o asemenea clasä
a fost definitä lncä 1n anul 7922 de câtre FÐJÉR rr. [2] folosintlu-se

monotonä. Incepind. cu anul 1951, acestä nofiune a
:pDKETÞ M. 12,3l, cale a d.at cîteva teoreme de carac-
pentru aceastä clasä de polinoame extremale.

Noliunea de infrapolinorn a fost datä de cätre FDKETD M. $i war,sr{ J. r,.
[5] în anul 1957. Cu-aceastä ocazie problema a fost pulin generaTizatá.,
consid.erlndu-se mulfimea infrapolinoamelor A-restrînse, adicä ilasa infra-
polinoamelor cu pii*ii k + î. coeficienli fixali.
. 1n anul 1962 [10], autorul a definit çi stutliat infrapolinoamele algebrice

ar cáror coeficienli verificä mai multe relalii liniare date, iar în 1965 au fost
studiate infrapolinoamele generalizàte [13].

l\{ai tîrziu noliunea de infrapolinom a fost extinsä pentru anumite
spatli abstracte de'cätre Kor,uMBlN r. [6]. No]iunea de iifrapolinom ge-
netaTizat are o serie d.e aplicalii imporlante, 

'printre 
care unele au fost

indicate de autor 1n lucräiile [t¿-t6].
În a de aceastä problemä s-au mai ocqpgu!

o serie de caimoîzKrN T. s. çi snanrvr¡, e. [20]MARDEN I çi znonr< v. 128,241.
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Def initi a 7.1. Un þol,inom q =Q@,; ç) se nunt'eçto þol'inom
Iwi, i e,? (u'; ù þe mul,fiimeø K gi se noteøzä q. a Q¿ (K; þ; o'),
qçi

al,

þr
þ(z):0, zQK:¡q(z):g;

þ(z) -0, z e R :> lqþ) I < lþØ1.

Def inilia 7.2. Pol,inornul' þ qQþ'ig) se mume;te infra.þol'inom
K r-liniør restrî,ns, d'acd Ql (K ; þ i a') : Ø.

pe K r-Tiniar restrînse SC va nota cu
€ g K q.' i9 dacá þ n11 admite n1c1

ln cazul cînd. oþ) :2", QL(z) : zf-t' .,. , gn@): 1, sê obtin infra-
r-restrlnse întrod.use d.e autor [10], iar d.acä se

matricea (1.3) sub forma
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0

0

0

1ì
AL

A2

Ar)000 I

obline clasa nfrapolinoamelor restrînse definite de FEKEîE M.
WAITSIT J \. t5l.

obli
1n cazu1 unel matrici d.e tipú (l,n{2) de forma

sensnl definiliei luiI I)
tl

se n infrapolinoamele clasl ce 1n
t. l.

. . Dacä matricea q, :. !0: (1, 0, ..., -1), atunci se oblin açanumitelejuxtapolihoamealefunclieigo pärnút¡*éaxii}1. )

,.rnfrapolinoameles minimä
cr..e.ra zero pe multime^ oate ve_ritlca .utor cá" dacá, þ 1 este
un polinom de abatere

lløll : ?!i ft,tøøtt.
,,,
r Mullimea infrapolinoamelor J(K;æ,;9) conline toate polinoamele
oe abatere minimä de 7a zero pe K îà metricéle :u.¿.íale. Astfel de exemplu,
se poate verifica uçor ll3] cä- :

(
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an

$ l. Definilii çi exempte

*ïf,i"ti'å'iîltiff ,î,i';:'ä:,å,nW,.i,in"hï,#¿;r*;;;;8r¿, tr+

(I't) þ: þ(ç;z) : aoqo(z) * ørçt(z)+ ... * ø,9^(z)ai cäror coeficienli verificä relaliile

'(r.2)

unde

LlÐ: d;oao* d¡tetl-... + d"¿nctr: &¿, i:0, 1,...,r <tr,

... don &o
ql

. . q.rr) q,?

.este o matrice datä de numere complexe cu

rang (ø,¡) :r+1., E!a¡¡110.
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p" /i;?""åt3"1rl{{,;9), "!-t""noti'om de abatere minimä de la

nJâ|,,*t n"; lø@)l : ^3\ Iþþ)1,
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Ilvitlent ; g) care nu admite nici un polinom
roca lnsá nu este totd.eauna àdevätatâ,
estrlnse pe K 1241, care ad-mit poli-

K

inferioare Pe 1{
atunci þ eg (R; ø.,;ç).

2". Dacá" R : þ¡jT çi þ ç g(o,, g) minimizeazä mediã

(trt lq(ri)1")'t',s > o, q e s (o, ; e),

N mu1 limea polinoamelor algebrice de gradul ,]1, care

TEOREMA l.l. Fi i:0, l, ...,r; h:0, 1, .-., h.o rnatrice
þe I{. mul þ eL,(u') este um infrøþol,inom r-liniar
-d,øcd. çí d.acã. nw ad,w'tite nici um þol'inorn inferior þt K.þe K,

unde ¡.9 ) 0, Xp¡: l, atunci Þ eJ(X;o,;g).
3o. Dacä .K est

num är t""î î*itiÌ:"^ :.."-tf.b I rectiricabi
atunci þ ¿- 6' (;: ;Íä,x'å rlî5í"ï#1Tå

De monstralie. Evident cä ð'acäþ aL,(at) nu admite nici un
inferior pe K, atunci I este un infrapolinom r-Tiniar restrîns pe K.

7ar r este Sä presupunem acum cä I este un infrapolinom v-liniar restrîns pe
(þ eI"(X; d.')).Dacä' þ admite un polinom inferior r ã8*(æ') (r(z) :*bozn 

* br.z"-l I . . . + b*) care verificä (1.5), atunci evident cä poli-integrala :

aveÍl þçl(K;q,;ç).
[. tøølr ldzl,

. Chiar din acest

" 
* rrJ"::#, 

Lyj* i,T^":',i: å:.,Ë"$: ft ,î#,",f,:1
o ïormä mult mai ¡gttnoaqqlor algábnce, Definifia
ce^looo);',;""";ï,:iiti"i?li';"¡¡gr,*:hÍ,""',ï:,:,:

m(z) : %oz" * ?ltrzn-t + ... * no* : r(z) | þ(z)
2

J(K &' e) confine
partine 7tig*(*'), deoarece avem

1 .2 se poate da
practic, dacä ma f oou*o: 

+Ð-^a¿¡(be * o,) : +äoo,uu * +ädiþaþ 
:

, Definitia j.S AÍzto_.^^^ r \
'interþoløtoar, 'p"-x) gjnr{øtriceø 

(uoe) de tiþul (r # I, ng I) sø :f,+I:o,,i:o I
dpo .,. &o¡

(r.4) dro

àft
án

&r, ;0

Pe fi z e K avem sau lm(z)l < lþ@1, saln rn(z) :

= 
þ(z)' avea 1oc lnsä pe ce1 mult lb - / - I puncte

din K,

m(z) : þ(z), z e, Zt. : þ¡\t, l )- n - r,

atunci din (1.a) ar reatTtacä sistemul de ecualii liniare

I

zl-, I
0rrc&re ør f,i þwnctele d.,istincte z¡ e K, h : I, 2, . . ., n _ir.

ø -oo¡"*!,ti)'i:k,l,f;Í",{,ffi,-u Çe (a, ) e) se *),,,, inferior

&

D ono (mn- øo) : 0, i : 0, l, ..., t
h:o

fr

ii-u (*u - dn) : 0, j : l, 2, ..., I
(r.5)

s\
LJ
þ:0VzeR:)lq(z)l<lþØl

adnrit¿ numai solulia banaTä", adicä m: þ : r.
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7) þ¿i:æ¿jia;,¡+tB,*" ' f ct¿;¡"B"

i:0, 7, ..., r; :i :0, 1, . .,, fr - s'

p"(
.6)

oc') este
adicä

clar ca coeficienlii c CL, Cn-s verificä
Mt €

(1

.8) 9;oco* þnfl,i- "' + þ¡''-'cn-':dõ' i:0'7""'('

Dacä acum t 0 atunci ev1 dent ln € o¿ (K þ a) Çi, prin 11f-

þ 4 J (K a) adicä 1n contradictie ctl ipoteza
fr

¡ 0, atunci avem

mr(z) : þt(r) +0, z eV,,

lm,(z) I < lþ'k) l, z e K - Z,

Presupunem ca t

Notäm cÍQì-"(þ') mullimeq .p.o1in-oamelor de grad'-.cel mu'lt m - s,

caioi "ì"ticié"ii"ü"iiticá 
tondiliile (1.6) omogene (adicä æ¿ : Q,'i -

0, 1, ' ", r)'
Fie I q ,Di-,(þ') tn polinom interpolator care verificä concliliile

(1.9) l(u¡) : m,,(a¡) : þla), i :1, 2, ..., t.

IJn asemenea polinom

l'(z):aszn-s{et2'-'-r + ''' *a'-'

existä, dèoarece t4n-r-s-1çi deci sistemul format din (l'9) çi

þ¡oeo * þnet*... + þi,n-,an-, : 0,i:0, 1, " " r

are solulii nebanale. Este clar cá. mr(z) - I(r) e,?,-,(þ') çí

g : lm,(z) - I(r) I < lþ,þ) l, z e. V,.

Din continuitate reztltâ cä aceeaçi inegalitate va avea 199 P-" 9' ve.ci-
nätaþ tleschisä Q) ahti V,. Prin urmare, pentru orice e e l0,l[ 9i orice
z e (O, avem

(1.10) ln,(z) - el(z)l : lelmlþ) - t(r)) + (1 - e)m1þ)l < lþ'k)|.

Pe mullimea K - (Q U U,) avem lmr(z)l < lþtþ)|.
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ut ¿.tf,åtlrdinPunctele 
z € Z, potfi rädäcinile comune ate

astfel lncit
Zt : tI,lJ V,, U, : fu¡jî, V, : {a¡},,

m(z):þ(z):0, z e(J,
m(z):þ(z) +0, zeyr.

Atunci avem

þ(z) : þr(z)u(z)

m(z) : m,(z)u(z),
unde

u(z):ÌI@-u,t:
t'-r -' u' * Bftt-r -f ,, +8"

Dacä

mt(z) : dn¿o-" i d,rzn-"-r ¡ . .* dn_,

. * cr-"
þ'(z) : cozn-s I crz"-t-t ¡

atunci, intrucit coeficienlii Bt, Br, , B" trebuie sä satisfacä ecuafiile
ll4o: do

nt: dsB, I d,

,ttz: doBz + dßr + d2

,4rn: doBn * drBn_, * . *d*

fllr: dn-rB,

JtXi"t 
"f¿uìrfl"nentru 

Þ ) s), rezultä cä coericienlii do, d,, .., d,r-"se.-

t þ¡,n-"dn-s : c¡r ,i 
- O, l, , . ., f ,

(1.6) F;odo,* g¿d, t
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1.13)

Yfr fn-l50 9e I
I

wo

uLqr: æl:
ln fn-l\1 \1

7n- lt,

atunci
gradul

þ(Ç¡) - ui, ì :0, l, . .., /.

I este interpolatoare
Pe c?2. '

no singul element_poli_
., ÞÍ.

$ 2. Proprietäli geneÌale

Vom prietäli de bazá" a infrap
zaìe r-7ini -care iu se anuleazá pe'
notäm cu polirooamelor (1.1) aitär
relaliile (l

(2.1) d¿oøo * d¿{h* :.. f ú¿nttrn : 0, i : 0, 1, ..,, r.

. .Io. considera în cele ce urmeazä infrapolinoamele þ cqre nu se anu-leazâ pel(. Atunci aplicalia- :

(2.2) r!, : þ:_(ò_

þ(z)

Ttl",/iS 2.!f')9), íar ?..eQG'; e), transformä mutlimea compactä

fir";länj]ii:$ ',it"ii.ritffiìriåinïo"ju r^f,* 
din planur (ø). Fie zp*înve-

7: | 7p*
p,rçeiler;ol

pentru Þ e ç(a:; 9) fixat.

' TE ino ç), þ(z) -'r0, z Q K este tt'ninfrø'þolinom þe àiR';';'; çi ¿oî¿ çi numøi døcã.origineø 1, ,irnü 2.
3 - Rayista de analizä numêricã. $i teoria aproximafiei, vol. l, fasc. 2, 1972.



INFRAPOLINOAME LINIAR _ RESTRÎNSE 143

,þ:= e ex(ø 0). Avem

tqþ)t : tþþ)t ']|, - í'#1. roøtt, z e K,

1n acest caz vom atâta câ avem:

l'-u'#1"
lntr-adevär, linîncl seama d.e alegerea lui p, avem

lr - þul': (I - þu)(r - P*): | - (þ, t 9u) + ß(lul':

Din

- 1 - 2e Re (ex (i9)u)l e2lulz <-1.

) rezl;Jtâ cá, q e O¿ (K; þ ; n') çi astfel teorema este de-

TEoREMA 2.2. Pentru ca þol,inomul
'infrøþol,inom r-linia.r restrî.ns þe K,

þ € a &' I ), þ(z) t¡0,
ç'i suficieøt

G K sd.
este necesør sø existe

1 Ìn 2 n r + I þuncte d,istincte pl

A
€ K ln nu?nere þozitiae

østfel, ôncî,t sd fieÀ¡ cu + nurner e comþlexe A A f,

Dj:t À¡
qeþ¡)

þ(zi) Dj:o

\ atAi: I

Døaä þ eA (K;q!), atunci þ eJ(Z*;u,), unde Z^: {zùT,

P_"-onstraþie. .Necesitøteø. Êie þ eg (K; d",; g), þ(z) +0,
z e K, Deoarece rang(aro) : r * I, existä 

- un determinani- ae 'orainuí
/ + | diferit d.e zero. Éeiïi. a restrînge generalitatea, se poate presupune cä

0(oo dol do,

D: +0
&to &í 4t

"trlrl"åî"tuacä, þ*(z) : a,i eoþ) + . . . * aìç,(z) e¡?* (o'; e), atunci din

øÈ: - f Lal, h:0, l, .uj:t]-r "
, f ,

(
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dem o 
-qzQ ca

eR
lntr-adevär, tdaçä q a e¿ (K;þ;

avem

(2.3)

lntrucît

2-3Ø
. þk)

> tþþ)t

Punlnd

ayem

u) þ'(z) 
,

þ(z)'e

lu-rl<lutrl,

Ia-al<lø+'ul; u-þ*(z)
'þ(z)

lnsä atunci lulndU _ arg ø, çi e satisfäcindinegàfitelile:

0<e(min2Re(ex(i0)z¿)
zeK lrl,

construim polinom

q(4:þ(z)-þþ*(z),
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tru de greutate, adicå existâ m ntrr'ete pozitive m\ c1J Zînr: 1, ast-
încît

ä*,*'t: 0, É m"Y]:0, Y¡ e {r + 1, . .., n}.

Astfel, rezrltâ cä existä m pwcte distincte zu e I{ astfel ca

þ*"Y"{ø ø I fr, (, ") - Ð_-:;e* ø"1 
] } 

: o,

f,*"r^{ou,lfr,øt _ 
Ðj;*-t,"1]} : o,

unde rezultá" relalia;

D"Jnrt^t
þ:O lJ

D*Jþþ"1'
qiQo) -

-0.þ (2,)

alcl

avem

ffi

D

f

Dh0

ì" þ,*, -Éf -,u",1

-0,þ(2")

satl

,,,

(2.12) | 4ì':1

q¡(zJ

þ(2"\

,i t¡t-i¡ Sr
n "?t

tre
qn(r")

þ(2")
:0, Y j e {r + l, .'.,n}

^ _rnmulfind a drpâ j de r I rla n, !i_nînd seamíde (2.

å -"r)#,
de unde

s
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unde Di este determinantul 0blinut uto 
,2înlocuind col0ana h ca (u6¡,;;;i:,t.1n mod analog p"",r"'"ålii"i"if,, ,* 

"i;oli;;åîîor, p 
= ,? (q, ;

(2.8) oo: !#-rå, "jr, o:0, r, ..., /,

åIi"?, åî'::'ig'",xïå h,

Notäm

p*(4 :,ä,fvo k)- å ] rr øtl.;

(2.e)

x¡ : Re 
[Fø[r,øl - Ð_";rrøl]J,

yi : rm 
þU[ç¡þ) _ Ðr; vrøl] , ! : r+ r,. .

, {i" 82,-2,(I{) imaginea din ¡rzn-z q 7,,i Lz ^-:-' ,i at ð z, - z, (r<i'tì*ritã-"ä;ä,,!,:lf 
iî li"i,l ät,{a>rin 

transrormarea

,^^, o-"out"9e 
-á 

-c Q (K;a,;q¡, din Tldeci nu existå 
"ì"ì ìr' påiiüorå*p."å',Tf@|;i 

;"rfrtjå lårueru=(2.10) vz e K _) Re lîø , þ*(z)l > o.

(2.

7

Punînd ai : bi + ici, atunci (2,I0) este echivalentä cu

(2.11) vzç^orà, þîx¡-ciy)>0,
care aratä cä nu existã. nici un hiperplan

fl

,\,t1;x,-ciY¡):s

ll
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elementele Primei linii, obfinem

147

.f

D Di"ro: 'æ¡iD,

h:o

unde, înlocuincl în (2.17) '
óbtrinem

A¿a¿¡,Yi e{r+ l, ..., n}.ìv
9l(rv)

þ(2,)

(2.15)

(2. au loc. Inmulfind
ai unui polinom

oblinem0 pînä la n,

À¡ þ* (z;)

ceea ce

ì",
und.e Jllp,, este 1üvelitoarea convexä îLlchisä a muliimii Mp*, unde

2.1 rezaltâ cá. þ àa1Z*; ';g).
u1t cä þ e 3(K, æ' I g),'cäci, 1n gene-
K'CK çi þ QJ(K'; u'i g), atunci

,'

.,,Pef i'ni1ia 2.1. Si,sternul, d,e func!¿i, q:@,0)[ i;e nu,m,egte æ-sistem

Cebi;ea þe K søu sistern a-interþol,ator þe R (K coinlinônd, cel, þulin n - r
þwncte),-d,øcd orica.re ør fi, þwn'ctel,e d,isíincte i¡ e Xj j : l, 2,' ..., % - r,
øúern

'.t ;. i

&n

çoþ')

d^ .,.

qt@) ..
*0.

t:..1 :1,¿ i
lt : ìì1'ì goþ"-,) glzn-,)

146 I. MARUSCIAC

sau, notind

,u7o:Dr, qnþ')

þ(zt
avem relafia

(2.t3)
Ðo"orr: o.

se observä cä relafia (2.I3) se poate scrie sub forma
lTo Tr

üot

T,

(2.14)
cl,o 4Oo

-0
qr dro dtt d",

lnsä
complexe ïri"t'j: !?,L'], ï:rl:f å1iu 

ut numai dacä existä r + r

(2.15) f A,a, = 1,

/

.ÐArn,o: T*,V,t e {0, I, . .,, /}.
Deci, oricare ar fi ,Þ G {0,, l, . ., /j,au loc relaliile

(2.t6) il

D pnþu) f

Àv
þ(zu)

:ÐA'o'o'
Pe baza

oriceT e {z + 'fj:::ç:';î ffili"tt"'nd 
seamä de (2.16), obfinem

(2.17) r' : *Ð,o, ,\n,o,o: I
Ì?

Ð', Ðooi",oDezvoltînd determinantul

aì¡

qoj

aio

4oo

dj,

ü0,

dri d¡o &tt
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t;:^"rt'\,+^\i'#""å',î,åå;ç';i:lll"rL?rlr\Î,fr;uÌ3i"ïttïiå'"î"'3f;'"i
sub forma:

D rn ""1- 
i0¡) quþ¡):ÐUn úito: 0' V É e {0' l'

j:t
..., fr),

Bn: A¡p, e : mM lþ(òl

Din (2.22) se obline însä relalia

ñ

I r¡ ex(- i 0¡) þ*(z¡):0, V þ* e'P(æ';9),
J:L

jinînct seamä de (2.72) este echivalentä cu relaliile:

23) f r¡ "*1- 
i L¡)auþ):0, V h e ?+ 1, ' ' ', n\'

j:t

oo(a) : qeþ) - f,4 r^ø
¡'i=a D

þn(z) : øl¡r@,¡t (r) + . .. * aT' O'(t)'

însä condif äle (2.23) sînt cunoscutele condiiii cle tip.Remezr cate atatâ

"ä 
p;;i; i"1i"å*-at" ;bät"* *i"i"* dela zeró în metrica uniformá pe K

în clasa polinoamelor ,p(æ'; g).

fnvets, ð.acá. þ este un polinorh de abatere minimä de la zero p.e K
în metrica'""itottíta în mul¡imea,?(n"; g), atunci,, dupä cum s-a vâzt7t'
rezttTtá" ia i ãA(K;r( if.'Fie í^: tro,|f o mullinG caracteristicä a
sa. Vom aráta cä

lþþitl : p : *",ã lþþ)1, Yy e {1, 2, ..., m}'

Sä presupunem contrariul, cä de exemplu lþ@,,)l ( p' Fie Zn,-r 7: {rr.}f-i.-õríäåiitiUi' -"rtlãii "'"""t"iistiä", 
rlirìrüå cä'existá un poli-

nom ø eQl(Z^_r; þ; d",), adicä

lqþ¡)l < lþþùl' v/ e {l' 2" "' m - r}'
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infinitate de matrici ø' astfel înclt acest polinom sä fie infrapolinorr pe-în 
clasa Polinoamelot íP(a';9)'

Vom da acum o expresie explicitä infrapolino"-"io¡ r-liniar restrînse,
ln lIBl.

þ(z):
(-l)tE d,¡, . . . d¡*_rD(rj- ,.., zin-ti p; u) V(2, z¡1, . ' ., z¡*-r', p; a)

2dj, ,., d¡r_rlD(z¡- .,,, z¡n_r; pi ø-)12

6[oo üo*

D(*r, . . ., frn-,i g; d") : dto

poþc')

6tn

. . ç*(xt)

go(x,_,)...en(x"_,)

7ø/

do doo dO,

V(2, xr, ...¡ x¡-¡l ç j ø) :
úr &to

o ço(z)

o ço(ø')

dtn

ç"(z)

g^(xt)

0 go(x*-,)...g*(x*-,)

swmø 2 fänd, extinsä øsuþrø tuturor ind,icilor jo d,e tø I þînã. tø m.

. Dacä matricea ø' este realá", iar sistemul rp este format din funclii cu
valori reale pe K, at:urrci am íá"zut (Consecinfa 2.2) câ fii, : n, - r + l.rn acest caz constantele d,¡, j :1,2,' ..., m, þot fi determinate în cazitl

r50 r, MARU$ctAc

.. lnsä atunci sepolinomul -' verificä ugor cä pentru t(0 < t< l) suficient de

verificä inegalitatea

q,(z):tq(z) + e -- t)þ(z)

Z,

q'

Aoqo*a#t1...+ A)æ,:1,
unde

lii
ii il

fo : D 
^.çeþ¡).

Dacä aresern rnat¡icea .' "rr;;; "riulufie verificate condiliire
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cînd infrapolinornul
rn general î"rä, p,:;nugi Polinom de abatere minimä de la zero

Â¡: d

2dod, dh-rdn+, , Z¡-/

formula (2.2S) devine

(2:26) 
. þ(z) : (-- ty Ð',

uhde

. . ,, zh_y zþ+t,
'ln-.ti g; q)¡z

D(zo, zt, a.)

' zn-r ] 9l e)

Áo-l-Âr + ... I Ã*.,: I, 4i, g, Vr. €{0, l, ...,n_=r}
Din formula (2.26) obfinem imediat cä

þ(z¡) : (-I),+it\¡ v(zo zt,
' Z¡-r ; 9i c)

D(zo, zr,
' gi-u zj+u

7ar zn-ti gi u,)
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qm-Ð-oonuo,Yh e{0, 1, nj

Tç € a ær ;9
7a

înmultind cu llh (coeficientä
h de 7a 0 m, btinem

f

l"Aoaou: 7.
h:o

prin urmare conclifiile Teoremei 2'2. fänð' satisfäcute, reztltâ cä æ €
ul)ii;îl ¡á"iiZ-'este o .I-matrice pentru perechea (K, Q ("'; ç)).

Consecinla 3. l. Fie r e Q (a' ; <p) un neral'izøt d'e aba'
e K çi Z. :' þ¡\{ C X o þentrw cøre sînt

-(3.2). Atunc'i
min'í'rnd' d,e l,ø zero þ

1)oond,iliile (3.

'lntr.adevär, deoare-ce zr este un polinom de abatere minimá de la zero

-Il; pe baZa feoremei2.3,ln afarä-de condiliile (3.1) çi (3.2) mai trebuie
'fie. verificatä gi contlilia

e) .,.
,,''...., l.

lr¡l : þc(z¡)l: max lr(a)1, V¡ e {1, 2, ..', m}
: ' zeK*

Dacä acum notäm
.),.:.

rc(z) : boço(z) I b'9'þ) f . ., * b,p"(z)

f

I riæ(z¡) * D uo &h:0,
j:.r h:0

linincl seamä d.e (8.2), avem

f 
^,,,, 

:
j:t

I
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^úíÅ?"{:(#;,rÏi,í,Ë!!Jir,,ä*í;,pj á?,æ e ?(K; æ, ; q)^ ct

Din aceste douä condilä rezútä

+ I

(3.3, firrtøt *
I -l lti D urouu: o, V¡ € {0,I, . ..,n}

Dh-0

äiå ô' ì!t ,T-,1, j': r.,.b,*;.,.:,;:;tii":åt?Jlri,i" "o-pru*u.

(s'5) 
ä^, çnþ¡) *Ðurooru:', v,ëe {0, , ,..., n}.

Astfel vectorul :\,: (À, v) este ortoso ñe1 ¡,, 
^/rt.^. 

z -\¡rc¡ : ¡, >-0,-ii'Ëondiliite (s.t) sint 'f:r1å*:. 
tw(ç; z*; ø) ei

Suficieøtø.
me peritru care 4 m
(s;ti-i3-f¡ö" Q({
strict difeíit de z*1,.;

o' : #'o'6 - ars (Àræ,),

avem

¿ \i : d¡ n¡ ex(iï)
çi lnlocuind în egalitälile (8,5), oblinern

(3.6) 
äoo*, ex (iD)eoþ¡i *å \¡d¡¡.: o, v,h€ {0, t,

Din (3.6), punlnd

x. - 
dilnil"qr--.

2d¡lr¡lg

Ar: - 
rh

Zd¡læ¡¡z
ex(-i0),.

i1
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Dacä 1n plus funcliile g6, pt, ...,gn formeazå un sistem Cebîçev, pe
atunci, dupä cum s-a vá.zut, numärul z¿ satisface inegalitälile n - r !
I =1m =.12* - 2r { l.

$ 4. Infrapolinoame algebrice

Astfel, notäm ca çi în $ 1 cu Q,@') mullimea polinoamelor de grad.
m,ul n:

P(z) : øoz' * øLzn-r + ... * an-tz i a,
ve¡ificä condiliile

4.1) Lô(P): d¿odoJ. a¿út + ... I æ¡nø*: d,, i:0, 1, .,., r <n,
matricea øt verificä c_ondifiile clitt 51, iar ut ?,(K; a') mul]imea

algebrice de grad cel mult rc careverificá conailiite '1+.t¡.

D e rn o n s t r afie. Dacä A(z) : D(z)E(z), unde

D(z) : doz* i d,z*-t+ ... * d*, r + 1 4rn <n,
E(z) : ê¡zn-n I et2o-*-t + ... t ên-*,

atunci avem relaliile

øs: d'ses

a.a: dlas * doet

Ø2,: dzao I dút * doe,

a'n: d*er-*

4 - Rel'ista d.e analizå numericä Si teoria aproximalici, vot. l, fasc, 2, 1972.
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Din (B.l) gi (S.9) rezultä acum

t :1,Ð 
^.r/:,Ð I^¡t In¡t: ¡,É lrrt,

adicä are loc (3.g).

n infrapolinoamelor r liniare pe 11.
p datâ, jar e@; lUt ; 9o¡

(3'11) 
þþ) : a*,Iz) + ... i ø,p,(z)

care satisfac urnrätoarele conditii de interpolare:
(3'12) þ(e) : Po((J' vv e {r,2, .-., r}.

"u"i å"::"å¡rrå" i:lÍn" i HLi{ :,'.d":i"rå 
o^lXll'ri*e a rui e (

mul

a¡,å,ioT,li)ïl),i,,,,te;:t:.,"yi, iîríoi!,,í,i"ä¡1,1,08,"r:i:,åJlìoåi

u,r. ?,i,,?f;iï:ä3:'"1""tX ø' este 'n cazparticular de matrice a,, din

þ,ìT'c x (t
Q (or; ç)1,

ncît rnatricea

ln 2(n
døcd s?
M(ç z*

M(e;2,,; tw):('.u'.''.".' et(z^) ç'(c'') "' e,((J\"'' 1 - 
\ *,r"1 ,,,à-) ç,,((,) r,,rr,)

';r;iiii.ï: #,;!,in"' 
strict d'iferit de zero 

^:(À 
v) ortogonøt cu M(,p; Z*;

13.13) arg (L¡ p) : arslÀ¡ (ço þr) _ *(zi))l: arg (À, pJ,
V¡C{1, r,...,*}.

K.
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o mul'fime comþactd. ca./e nu confi,íne orLgùneø

A(z) : úIoz^ I Ørsn-t l'.. * ø,

cond.ifiäIe (A.l)'este infr de
ç,i numaí atunci cînd, I

grødul, t r-

frn
, .i(r) : Do* ãrzn-n: Ð a*-n {-h

un infrøþol,inom, r-l,in'iør restrî,ns þe K-t, aerificônd, restyicl'ùil,e

l') Do¿,r-n-øn- ær, i: 0, 1, ..,, r
þ-0

Demoqstrafie. Dacä z4 este. un infrapolinom r-Tiniar restrlns
K, verificînd relatiile (4.1), atunci punînd a - llz, avem

, A(r)=rúoznlarz*-l +... *eo:
I

?øto + wn- + + J
A(w)

ltf
ø,, a.n

, r.lì i i,' uÍl
It

De verificä.condifiile (4. 1), dtunci
conditiile (4.1').
(z) :0, ze K, atunci A(w):0,
admite un polinom adjunct ã

De
G K-1 Dacä acum am pfesupune ca Ã
mullimea K-1 am avea

, I B(w)l <lÃ@)1, w e r(-1, Ã1u¡ ao.
Dar atunci, notind.

B(z) : z" É(llz), avem

!,,. IBQ)I : Iz"l líllz)l : 
þ,J_|E@)) 

. #rlÃ@)l 
: la(z)1,

,|,,'eqlezintä
contradiclie. La fe1 demonstreazä çi suficienta teo-

.sä coirsideräm acum multimea
polinoamelór deQ, (40

polinoamelor
grad cel mult

0-liiiiar restrînse, adicä
a 7t, cafe verificä o relalie

(
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çt condifia (4. t) implicä condifia
(4.2)

unde

(4.3)
9;n : a¡neo * æ¿,n+t et I ,. . _l d, *,

i :0, I, . ..,/'; h: ;, ;,'"n,.o.*,";: ^--'

,, B(z):E(z) ,(r) e O¿(K; A; q). ,

lntr-adevär, iatrucît avem
i

ôo : ìoeo
r=ot: dtêo -f doet

br: l^en-*
ç1

rezattä" 

fä 
.oen"i"n!ii potinomului B .,r"riri"¿ r"r";;"';rr, 

"u"r,"**
åoro ur:ägrod1: a¡, i:0, r,...,,r. ,. ,,

Ðe 
. asemenea, linînd seamäpentru z a K ç{¿Gl7ïi** de faptul cä, DeO¿(K;'D; 

þ,),

IB(z)l - lE(z)l IDþ)l < lù(z)l ID(z)l : IA(41

0.

tä" nþ.). - ¿@. Aceasta
l-nnrat restrîns pe K.

K prin transformarea
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dr, 1

dn-t xL

I I

D(rr, rr, ..., frr; ü):
tlz xß

xrlü,¡ xr tq

lnsä avem

(trr, *r, ,.., fr¡i d):
n

Dj-L (-l)io"-¡ 6*-j(xt, %2, . , ,, xn)V(xr, . . ., !ú,) :

... (r - x,)fV(xt, . .., xn)f.(-l)'Ll(x- x')(x- xr)

^ (- t)"+þLþv 1ro, . . ., zh-r, zh-t, . . ., zr)P(zu) _ Lap(zp)
'\| :--ß 

V(zo, 21, .,., zn) ^'(z*)

Aplicîncl acum formula de interpolare a lui Lagiange pentru polinomul P
pe nordurilè zs, 21, . , ,, zn, avem

P(z) : 
"Ø h#,ù: .(z) hø*e'

adicä (4.6) çi teorema este demonstratá.

Se poate demonstra cä are loc çi reciproca Teoremeí 4.3 l12l:
TEoREMA 4.4. Fie n4 : {z¡}i fi À0, Àr, ..., },,, nuruere þozitiae cu

Xl¡ : l. Atunci þol,inomul,

P(z) :.k) É trP

p:s Lh(z - z¡)

cste un infrøþolinom Ù-tiniør restrôns þt M, ød.icd. P e7o,(M; ao).

Vom da cîteva cazuri particulare mai importante ale celor douä teo-
teme de structurä a infrapoiinoamelor algebricã pe n + l puncte din plan.

1o. Dacä do: l, 9,t: &z: ... : q':Q, careimplicä øo_? l, atunci
se obtin infrapLfino"m"l" élasice. Deoärece- 1n aces-t caz Lh : l, k:: 0, i, .. ., ti, 

^v"^
(4.s) pþ) :.12¡ f -la-

þ:02 - zþ

care reprezintä un rentltat a lui rBr<gre u. [3].
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Vonr considera acum o mulfime K formatá din n I I puncte :

R : {r¡}i.

"EoRE¡rA 
4,8. Døcd p e ?,(K i æo), p(z) *0, z.e I{, øtunci

(4.8) It
P(z) :.(z) D __r_ìr_,

i:o L'- (z - zi)

und,e

a(z): (z - zo) (r - rr) ... (z _ 2,,),
]a,r

Li : Lt&]: 
å (-I)o aooo(zo, zt, ...,.j-t, zi+ti ...,2o),

6*(fit, #2, ...,
96!, )62, . . ., ï¡,

.tr).{orr'oti,'fr{;,oyTcd 
etementørä de ordinut þ ø

^Demonst rafie. Dacä p e :
,ï"",tïii:Z;;;iùí,Ëi.l¿'7+ï"="i¿Í{;Sìir"!?,

(4.7) J- "!-hk^' "þr: 
q*' Yh € {0, I, ..., ø}

de unde, întrucit

--É0, z eK, acu 2À¡: l,

U(zo, zr, . , ., zn) :

1r1
P(zo)" ,(r)' ,@")

z'l zl' >n

,(r;) 
", oø:

v(zo,2,, zol

=0P(zo) P(r,)

llnde V(zo, zt, . . ..
;i j;,:^';:"?|,';;;i'à;ì'","uîTää'i?xlïJJif r,ïr1?ït""1,îiî,:1::

À¿: -l hD

V(zo, zr, . . ,, zt)
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: llm,
gradul

d.in Teorema 4.4, rezaltá' câ P'ln acest caz Lo
M în clasacle m

t c11 n. Deoafece MC reztlJtá. câ este

'K.
, b) sä pfesupunem acum cä poiinomul P ate räd.äcini multiple, adicä

P(z): (z - zr)*,(z - z'r)a ,..(, - 2^)n.,

'n,r. * lxz * .. , +'ìtt^- i1.
l. '. :)

..: .: i 
'1: 

,', .;1r

, Derivlnd. çi acum logaritmic polinomul P' avem '

, , f'Ì ,,:

: .þ:l Z - zh 
.

, Íie ø¡;> 1, i,:7, 2, ...' r (r 4,n), atunci putem scrie

i i)i 1¡

t

und.e

R(z) : (z -'2,,)"n'-\ (z - zur¡*h'-t ,

avem

î,
Aþ):na (z)Ð:r:_ 

", 
<¡(z) : IIr(z - zn), \t: noln.

inomul Q este un infraPòlinom d'e

çi pe K, 1n clasa polinoamelor de

ixat egal c1t, ?r.;Astfel teorema este

ciprocä, în sensul cä în anumite cazari
tlãrivata unui alt polinom cu toate

a1 acestuia

rat lui FDKETE rvr. [4] Pe care se

acâ P(z) : zr * a'Lzfr-t+ ... * øo

162 r. MARUSctAc

2". Dacä
atunci se oblinln acest caz

4o: dt: . ¡. :
infrapolinoamele

qn_ 0
ctl ultimul

çi astfel

(4.e)

Lh = (-1)tt2ozt,.. zn_ún+t ... zn

pb)- (-l)o.k) $ \hzh
/ t-þo.r.,.znþ_02_zþ

3'. Dacä 0¿i : I, qj : 0, j *s,care implic ä.a,, : I, atùnci
Lo : (_l)"o"(eo,

çt astfel structura infrapolinomului

. . t zþ-1, zn+t,. . ., Z*)

cu coeficientul ø, fixat este datä

I

P'

a

t""t"Tä""i;it:'.îåJrå înîl"rT'î""ni1eq qai lntîi cä polinomur p (z)

P(z) : (z - zr)(z - zò ... (z * z,) , .
çi rie M : {zh}i Atunci d'erivind rogaritmic n";"-;t p, obfinem

x
P'(z): p(r)D

È-r
I

z_zþ nP(z)
å

).p

z_zhunde

),0: lln, ÐÀo = I.
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K ; a'), A(z) =submultime
0, € K atunci pe baza

CR
astfel

o finitâ z. {E}r
-1,numerele pozitive À¡ cu )À¡

loc egalitatea

Éj-r ).¡
A*(zi)
A(z¡)

: o, V,4* e ei(c,).

particular are 1oc relatia

3) ä^,#^:o'
Notäm

llary fþ)ll*
lia argumentului lui Í(z) p. mullimea K. Atunci din relatia (5.3) re-

fa" ca

(5.4) ll*r#ll,*'-n'
lnsä avem evident

ll*rT#ll,*: larg B(z) - ats A(z)0,,,4

flarg B(a)lf largA(z)l]r. ( llarg B(òll"* * llars A(z)llr,,4

( llarg (z - þr)ll"* + ... * ilars þ - þ*-n")ll"* *
* flarg (z - 0r)llr* + ... * [larg (z - 0,)llr* :

: Oô, + Oô. + ... * Oéo + Oó, -¡ Oo'. * ... + Ç)6,,,

unde prin Qí q-a notat unghiul sub care se vede mullimea Z^din punctul z.
Deoarece evid.ent Q; < O,, pentru orice z, din ultima relalie, finin<tseamä de (5.4), avem

' oo, * C)0, + . .. * oo, * op, + ... | Çls*_oo)- rc

çi teorema este demonstratä.
Din teorema demonstr atä" rezultá, acum clteva consecinte importante.

164
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,f trH,?i'¡iÏî.îïc"*"_håkäàî..:;i,?å;,åt:";:"#"g^::q, +

(4.r2) Rþ) :,Øä*,a(z) : (, _,) .. çu - ,*)

(5.1) ^ f 
aor" xoþ,... qon,lA,:1. .""'.l-:o,

loro" drþ, ... ororl -"'
undeo ( Éo ( ñ, ( ... < Ã" ( z. Definim un polinom

B(z) -boz"-ho I brzb-A, * .. . { b, ¡ 2o
ai cärui coeficienti åo se,determinä din (2.I), iar þ estecel mai mic
nltres nenegativ, diierit ã;-;':;;j,'n _ pr, . . ., n _ h,.
, TEoREMA 5.1. t10ln'{i;::uk:if,1n5:;,|; ,f,r;:;lT , !!,,X!'i,o! *iu,},1
(5.2) ee, * ee, * ... +Oo, f OB, * Op. * ... + ee*_p,)- n,

und,e 0r çi Bo sônt resþectiu rdddcinite lui A gi B.
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ol,'ínoørneloY cu brimul, si uttimü h coef'í,cienli fixøli, þe mul'limeø K (care
'* - n ¡ I þuncte) çi D(z) þ0, zaK, atunci 0r, 0r, . . ., 0o

sal,e, ctaetrT

Qu. * Qo, -| ..' + Osn * hdlo2'rc,

cel,

6)

Çlo este ungh,iul' sub cøre se aed,e d,in origine mul'lirneø K.

1n tr-adevâr punînd- d. 00 I d.tn 1 d.2,

9i
,t- I d.þ, +þ 1 üo:l

evid.enA d.2 An-l¡ d,þ A n -h+ restul dí, 0 avem t
fr,

I¿o:0, ht :
caz B(z)

ä imediat

n-h¡1,
: zþ. \inînð.
Consecinla 5.

.., h¡
seama

n çi SC poate verifica0 pen trt.:
polinom 1ui B0 ca 1n acest de forma 11

5 I teznlt 2.

Cu aiutorul aceleaçi Teoreme 5.1 se poate stabili repartizarea rád.äcinilor
infrapolinom d.e giad.ul n cu' k coeficienfi fixali ,,pe särite".

TÞORENIA 5.2 I0 l Døcã, A este u'n infraþolinom þe
cl, ø s ø þ ol'in o ørnel' o r
9i A(z) +0, z e

mul,limeø K
cu coefdcienûii
K, atunci 0r,

c&re conline ce/, þuli'n
Ap^, a¿r: Aor,

n l¿ + 1 þuncte ôn
ah, A Þy fixali

flz; . . . , 0,, fiínd, rã,d,d.cinil'e sa.l,e, øre l,oc røl'øliø

(5.7) Ou, * Qo, * ... + Os, * þÇ2s)- It.

und,eþ estecel,møirnícnurnd.rnenegøtiu diferitd,en -ko,* - hr, .,,,fl - h*

Dem,onstrølie. Dacä luám în matricea d.t : d.¡¡,o: l, &tþ,: 1, . . .,
: 1, 0{o: 1, 0(r : Ao,, ,.., &r: Ahr, atunci se constaüä cu uçufintä
în acest caz polinomul B care ligueazä ln Teorema 5.1 are forma

B(z) :. 2ø,

A,rþr

ca ç1

ande þ are semnificalia d.in 'Ieorema 5.2. Din forma polinomului B gi Teo-
rema 5.1, rezr;Jtã" imád.iat relalia (5.7) çi astfel teorema este demonstratä.

ro1 privilegiat,
1 coeficienlilor
ciþ-0çire-

1n cazul unei singure restriclii d.e forma

(5'B) qoøo -l etdt,*. .. + &*4n:.1, und.e 2læol 
"¡=0,

TeoremaS.l. se enuntá sub forma urmätoare:

trtli
i
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Consecin
* øp*rz,-n-r ¡ .
conlone cel þwlin n
ortce gruþøre de

I a 5. 7. 
,Døcd.. 4þ) : zo * Aún-L i

,'i,i#;)'{":i!{:rq*x::n?:
+ lln
lr +

h +
(5. 5)

Qg¿.. + Qori + + nsin

B(z): 1.

Din Teorema S.l reztfltá.

ou.*oo.f. * Qs, )'n.
rnsa cum oIlCe divizor

h-liniar D al lu1 A de gradul h + Irestrîns pe K :D € ?o+, (K B9
este un

unde pe baza rela!iilor (4
9o 0 t, p pOI o, þ+ 0

9ro: er, þt.,.: 1, gr¿ ì ... : 0r ra1: g
r þzo: ê2, lzt: er, þzz- l, g¿s : .,. : pz,t11 : g

/?, _pho: ah, . .., go*: I, g¿,¿+r : 0,

eË .1riåif,.,it"lr,tr#"8'1..,8 
^ 
"" riguI eazá în,Teorerna 5. I trebuie s

d. í ãåà!i,ii'iãii,lã-"'a:','"X"i;u"':u caz B (z) = l. A.tr"ì, iiri"i,,a

'Qe" * Oe, f .. . +- eou Þ æ,

ä fie

unde 00, 0r,
este demonJtratä ^0n 

sînt rä-däcinile p.olinomului D.Acest rezultat aparyin loi ;;;;.
Cu aceasta
J L. çi ZEDEK. M.

c o n S e c 1 n t a \, 125l) Døcd,-l-
I + ct. i-

ryþ + A fr

5.2. (war,sn
-n+úÞ-t * . . + A fl este un Pþ): r"+

mJrøþolinom.
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ar fi A* erpi,@r).
Prin urmare, numerele reale

ç'. : 4' @)- : A* (xi) A(xi)
" A(:c¡) lA(x¡)l

nu pot fi de acelagi semn'

TEOREMÄ 6.2. Døcã' møtricea æo este real'ã', øtt't'nci orice infrøþol'inorn

O¿iniîi 
-ìlllrî'ns 

A þ e o mul'lime co mþ øct ã' r eøI d' est e r e ø1"

t cä d-acä matricea a0 este o matrice
real O, atunci toate. rädäcinile infra-
pãii erval.care contine mullimea K'

e reale au fost date în lucrarea

noasträ [2].
obse rvalia 6.1. 1n cazttl infrapolino-amglo; .algebrice ipoteza

de neanulare a iäfrapolinoamelor pe mullimea de definilie nu este esen-

!ialä, áeoarece în caïcontrar s" poãt"-lua'un divizor al acestuia cafe nu se

äwlLurep" /f. C"roi "i"¿ 
toate iädäcinile polinomulyi.sînt.,pe mu$imea K

este urr "íiiun I, cáci orice polinom care are toate rädácinile pe K este un
infrapolinom pe K.

LINEAR RESTRICTED INFRAPOI-,YNOMIALS

SUl\,IMARY

I.et l{ be a cornpact set in the complex plane, 9-0., 9-r, ".'' 9,, conti-
nuous orr 1( functi""r-ãr¿ e@,; g) the set of generalized polynomials

þ: þ(qi z): øogoþ) i arqr(z) + ." + ø*vn(z),

rvith coefficients satisfying the conditions

ü¡oao l enØt1... + dirr&r : o'¡, i :0, 1" "' / {fl'
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