REVISTA DE ANALIZA NUMERICA SI TEORIA APROXIMATIEI
Volumul 1, Fascicola 2, 1972, pp. 133—171

INFRAPOLINOAME IINIAR-RESTRINSE

de

1. MARUSCIAC
(Cluj)

Intreducere

In studiul polinoamelor de abatere minim3 de la zero in diferite metrici,
se constati existen{a unor proprietdfi comune la polinoamele care se abat
cel mai putin de la zero pe o mulfime compactd din planul complex sau
' axa reald. Printre acestea amintim proprietatea de apropiere fatd de mul-

‘ timea de definifie a radddcinilor polinoamelor de abatere minima gi proprieta-
tea de ortogonalitate a acestora. De aceea era natural si se caute o clasa

| largd de polinoame extremale care au aceste proprietdti. Pentru polinoamele
algebrice de gradul # cu primul coeficient egal cu unu o asemenea clasd
a fost definiti incd in anul 1922 de citre rEJER 1. [2] folosindu-se
aga numita metricA monotond. Incepind cu anul 1951, acesti nofiune a

‘ fost reluatd de citre FRRETE M. [2, 3], care a dat citeva teoreme de carac-
terizare importante pentru aceastd clasi de polinoame extremale.

Notiunea de infrapolinom a fost datd de citre FERKETE M. §i WALSH J. L.
[5] in anul 1957. Cu aceastd ocazie problema a fost pufin generalizati,
considerindu-se mulfimea infrapolinoamelor k-restrinse, adicd clasa infra-
polincamelor cu primii % -+ 1 coeficienti fixafi.
. _Inanul 1962 [10], autorul a definit si studiat infrapolinoamele algebrice
al caror coeficienti verifici mai multe relajii liniare date, iar in 1965 au fost
studiate infrapolinoamele generalizate [13]. -

Mai tirziu nofiunea de infrapolinom a fost extinsd pentru anumite
spafii abstracte de citre xoLuMBAN 1. [6]. Notiunea de infrapolinom ge-
neralizat are o serie de aplicatii importante, printre care unele au fost
indicate de autor in lucririle [14—16). -

in afard de autorii sus amintiji, de aceastd problemi s-au mai ocupat
o serie de matematicieni binecunoscufi ca : MOTZKIN T. S. $i SHARMA A, [20]
MARDEN M. [8, 9], sarsHA 0. [21, 22] si zEDEK M. [23,24].
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In aceasti lucrare vom Prezenta sub o for
Tezultate obtinute de autor privind infrapolin

Se vor da gi unele rezultate noj privind ca
pentru aceste infrapolinoame,

In §1sedsd
de cazuri particulare de polinoame generali

md unitari Principalg
oamele liniar-restr
Pe Iingd o prezentare sistematici a unor rezultate publicate

racterizarea multimilor cara

efinitia infrapolinoamelor liniar-restringe Precum gi eXelllpﬁ"l . .
zate de abatere minimi de jI p(2) =0, z& K = 9(2) | <Ip()

ZC8T0 care apartin multimij infrapolinoamelor unui compact dat,

In § 2 se dau proprietitile generale ale infrapolinoamelor generali
care se pune
1 definite pe u
ar-restrins al compactuly

liniar-restringe, printre care, si o form3 explicitd a Tlor, prin
evidenfi un operator | iniar care atageazi fiecirei vector-functi

compact din planul complex, un infrapolinom lini
respectiv,

In §3sedio caracterizare matricialf 5 submultimilor car

ale compactului pentrt un infrapolinom dat.

In §4 se studiazi cazul particular al infrapolinoamelor
Se aratd, printre aletele, cj derivata oricirui polinom este un in
orice mulfime ce contine ridicinile polinomuln; respectiv,

In §5 se dau rezultate privind localizarea radicinilor infr

Testrinse, iar fn ultimul Paragraf se considers cazul particul
noamelor reale.

§ 1L Def-iniﬁi i exemple
Fie K o mulfime compacti din planul complex, <po,"<pl,
neralizate

(11) P =p(p ,z) = apo(z) 4 “1‘P1(z) T+ il + 4,9,(2)

al cdror coeficienti verific relatiile

(1.2) Li(p) = aya, + Tl o = @, 1 =20, 1

K

unde

LTI Koy %o
(1.3)

o« =

ZLrg . Apy OL7

este 0 matrice daty de numere complexe cu

Tang (ap) =7 4 1, 2 oy 0.

anterid =
cteristi ack p =4 5t

acteristi%'.m polinom adjunct pe K.
|
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i

]

) ' linom
finigia L1 Un polinom q & Pa,; ¢) se numeste poli
De ln ¥ .

)

40 ) K si se noteazd q & U (K ; p; a7),
n%!d unct al lui p & D (ar; (p) pe mulfimea K §

p(2) =0, z&a K =q(z) =0;

; linom
j finitia 1.2. Polinomul p & (P (af;p) se numeste infrapols
(;‘e KDre-liMar vestrins, dacd Y (K ; p; o) = @.

Mu a ini restrinse se va mnota cu

i infrapolinoamelor pe K -liniar 1 e

b({l a1t111¢1§! lf,lif];l ?umal'e, psSIK; « ;) daci p nu adm n
K; a5 )

L
b

e obtin irifra-
=24 .., 9,(2) =1, se obfin infr
I ind 2) = Z”, ‘P1(Z) = 20, y Pn » g% dac .
i h;rrclglzél ’ a(igz:br?coé )r-restrinse introduse de autor [10] :
olimo

algebrice. Ajgro'MM izeazd matricea (1.3) sub forma

frapolinom p?_i,aruculaﬂzea?’l 1
0o 0 ... 0 ... )

apolinoameloi; 0o 1 0 ... 0 ... A4,

ar al infrapoljy o ol 0 ... 4,

(-) 0 0 e 1 s AvJ

’ e \ s FEKETE M.
h i, L evr Puy -1 . : i restrinse definite de
functii definite i continue pe K, iar p)ar; ¢) multimea polinomelor geise obtine clasa infrapolinoamelor

e <<n,

i ici ipul (1,742) de forma
i 5 azul unei matrici de tipul (1, de f
$(11 OWALSHI)J.S: o[sgi.niriln(tzrapolinoamele clasice in sensnl definifiei lui
\FEJER L. (1], , . :
II‘J]:D 4 ['1] tricea o' = «® = (1, 0, ..., —1), atunci se obtin aganumitele
. .Daci ma =o' = (1,0, . :
juxtapolinoame ale functiei ¢, pe mulfimea K [.13] R
Infrapolinoaméle sint strins legate de po_llEloame e Aes ';el D
de la zero pe mulfimea K in raport cu o qnunutfl‘_%orlznae- ooppaiad b este
rifica usor ci daci p € J(K, o ;¢) si P(z) = iy ¥ Sy 8 |
un polinom de abatere minimi de la zero in rapo

"1
{ — — Z)l'
llgll = max o 14

{ i linoamele
Muljimea infrapolinoamelor & (K ;o ;P) cont1{1e Ko&ﬁ &)eo Py
de abatere minim4 de la zero pe K in metricele uzuale. As plt

Se poate verifica ugor [13] ci:
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1°. Daci » S 2(a; o) este polinoth de abatere minimi de 1 2
pe K in metrica uniform3, adic}

inf max |g(z)| = max 15(2)],
r€g(ar;0) sex €K

atundi p g J (K ; a’; ).

2°. Daci K = Eir si p g (', ¢) minimizeazy media pouderagj

i s
( e Iq(zj)ls) 18>0, 982 (0r; o), '
J=1

unde p; > 0, 2p; =1, atunci P SI(K;a;0). &j

i

3°. Daci K este o curbd rectificabily dig planul complex, iar 7 este i

pferior
dicd exista
joame inferioare pe K.

Jerifica conditiile (2):
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: ici un polinom
. nu admite nici un . o
. 4 un polinom p & &(a"; ¢) care este totdeatna adevirati,
Tvident cclt infrapolinom. Reciptoca insd nu
ei :
pe K es

] dul # care
. - lor algebrice de gra
N ’ ltimea polinoame
Notam cu G'Bu(a) mu

N . .
TEOREMI& l.l. F1f3 (K"k), v = O, 1, . -(-,)1 3 k —MO, l,f.r- .y n .0 17’Lllt1 1ce

” . Polinomul P = 2y . .. om inlerioy p@ .
_p;terpolatoa}; 122 Gfsq; numat dacd nu admite nici un polin f
estrins pe K, ;

s dmite nici un
. . 4 dacd p < 8,(«’) nu a
tie. Evident cd
Demonstrat

p ] K.
p p
(]1 n e

d n n

. : % poli-
o . : s atunci evident cid po
numar rea] pozitiv, atunci P E2(«f ;o) fiind un polinom care minixmzeazfg{(b 2 4 b1 4 ... -+ b,) care verificd (1.5),

Ny 0

integrala :

, la@r - 1az, |

1 cazul infrapolinoamelos algebrice, Definitia 1.2 ge poate da sl

o formd mult maj convenabild din punct de vedere practic, dacs mat

cea (u;) are o anumitd proprietate interpolatoare,

Definitia 1.3 Matricea (o0) de tipul (v 1, » 4 1) se numegl
wnterpolatoare be K, daci

oo %on
O - Xy =0
=
(1.4) 2, 4ty 1 |
|
Zn, 1
oricare ay Ji punctele distincte HeK, k=1, 2, ..., n -7

Definitia 14, Polinomul ¢ < q (@ @) se numeste inferior Jyi

P S%a; o) be mulfimea K, dacy

(1.5) VieK =) < [2(2) .

nomul

e + )
m(z) = m" + m Ty, =

n
1. 1 ol —
1 i —_ o, b + N ik k
k=0 : =

: Fl >

insi — 7 — 1 puncte
. = p(2). Ultima egalitate poate avea loc insd pe cel mult »
din K, cici altfel, daci

m(z) =p@), 262, = {Gl, L= n—,

atunci din (1.4) ar rezulta c4 sistemul de ecuatii liniare

B
|
1)

2

o R
g my —a) =0,=1,2

: v A — = 7.
admite numai solutia banali, adici m — p
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1 (6] T [||

si p. Astfel, fie
Z=U,UV, U, = fys
astfel fncit o Ve =k V= {vi}!
M(z) =15(z) —_ O’ = Us
me) =2(2) %0, z & ¥,
Atunci avem
p(Z) == Pl(z)u(z)

m(z) = m()u(z),
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inde

l17) Bij = o+ o4 By A+ ...+ %ijrsBs
I im0 1, .. 735 =0,1, ...,

.., Ca_sverifici

$ & Py(a) este clar cd coeficientii ¢g, ¢4, '

.|
ce M,
Joqare (1.6) adicd

1celeagi condifii
I :
(r18) [51'000 i ﬁilcl + o0+ pi’n-—scn—-s =, = 0:1: y
g

Daci acum ¢ = 0, atunci evident m & U(K; p; o) si, prin ur-
ped, (K; «), adicd in contradictie cu ipoteza.

4

DRCNY 48

mare,
Presupunem cd ¢ > 0, atunci avem

my(z) = p1(2) 20, z €V,

unde
s |
U2) = — ;) =— 4f
(%) ,-131(“ “W) =W+ Buw-y | 4 p Imy(z) | < |pa2) |, 2 € K —Z,
Daci Notdm cu (D}_,(p") mulfimea polinoamelor de grad cel mult n —s,
lai cror coeficienyi verifici conditiile- (1.6) omogene (adicd o; =0, 1=
m]_(Z) = doZ”‘s + dlzn—s_l + [: 0, 1, ey 1’). :
vt o | Fie I & D¥_(p’) un polinom interpolator care verifici conditiile
p P
Pale) = copm=s - gygnema + ¢ .
atunci fntrucit coefici o nos |(1'9) l('Uj) e ml(vj) e pl(vf)’ ] = 1, 2, ..., ¢t
’ eiicientii B,, B, . )
L By ..., B, trebuie si satisfacy ecuatiile ! Un asemenea polinom

Mo = d,

" = doB, + 4,

LI
« .
......

.

(unde B, —
» =0 pentru £~ s), rezulti ci coeficientii d,, 4
[t LR

tisfac conditiile

1.
( 6) Biodo/_,_ Bild]_ + s + Bi,n—sdn;s :: oL 4 — O 1

o 7,

l(Z) = eoz"_s + 612”-‘_1 ‘I’ 0 '+‘ 6n—s

-

existd, déoarece t <# —7 —s — 1 si deci sistemul format din (1.9) si

35060 —I— Bilei + L + ﬂi,n—sen—s == O, 1: == O, 1, ey V4
are solutii nebanale. Este clar ci my(z) — U(z) & Du—s(p) sl
0= |mz) —Ua) | <) ], 2 €V,

Din continuitate rezultd cd aceeasi inegalitate va avea loc pe o veci-
ndtate deschisy @ a lui V,. Prin urmare, pentru orice e & ]0,1{ st orice

2 & @, avem

°) dn—-s sa-
(110)  |my(z) — el(z)] = lelma(s) — U2)] + (1 — e)ma(2)] < |p2(2)].

Pe muljimea K — (@ U U, avem |my(z)] < |p1(2).




140

I, MARUSCIAC *

INFRAPOLINOAME LINIAR — RESTRINSE 141

Insd evident cd dacd 2z g U, nu este un punct izolat al i K, atuy Observafia 1.1. Dacid
lm(2)| < 1py(2)]. Prin urmare putem avea sman-l

& i o ol 1 W
I (2)] = | (2)] CalaaiGe—2 AL 21 1 ey
. | 0(' ] d: =
Tamal pentru 7 € V, | U, unde U € U, este mulfimea punctelor izola(l'm) ------
dinK N U, o gt 1 w»

Prin urmare pe mu]l:hr_le?. compacta K — U7, — @ avem | m,(z)) & ’ g :
=ipalill decl Gk " HESleRt s . nde Lo, &y, ..., G sint # 4 1 puncte distincf:e din planul con_lple(;c, atu(r;ci
(1.11) [ (2) — col(2)] < L), ze K — U, —@. clasa pgi.inoameloriD!,'(a{) coincide cu clasa polinoamelor algebrice de gradu

. » care satisfac conditiile de interpolare :
Din (1.9) si (1.10) obtinem )
(&) =w, j=0,1, ..., ~
1.12 - -, _
( ) fml(z) CDZ(zH < rp]' (z”a zZ E K == Uk- Dac:‘i {CJ}I' n I{ = g, a_tuncj EVident Cé matricea m:‘ este lnterpolatoare
i evi A, (2) — . v : : ’ 1.1. rdmine valabil si in acest caz. - .
Touk et ARl Prilf), et S K]jﬂczs?i{:();i?;ci mulfimea @, («?) _contine un singul element-Poll._
9(z) = [m,(z) — eol(2) Ju(z) = D). nomul de interpolare de gradul # pe nodurile &y, &y, ..., &,

Se vede acum cj ¢ SUK; p; &) deoarece 22| < [A(2)] peste
pe K cu exceptia tadacinilor lor comune Wy, 7G)I < Ip@)| p ;

2. Proprietati generale
- B ok e ) 2 .., W, Aceasta aratf § P g |
e A N Vom da acum citeva proprietdfi de bazi a infrapolinoamelor generali-
Teorema: L1 permite si se deg j

m iniar ini i i uleazd pe aceasti mulfime. Si
. - stringll Zate #-liniar restrinse pe K, si care nu se an be L mulf . o
e bonoamelor rlini restrineg notdm cu P*(«’; ) mulfimea polimoamelor (1.1) ai ciror coeficient1 verifica
vedere practid : -

relatiile (1.2) omogene, adici
Definifia 1.5, Fie (), 1=0, L ..,r;k=0,1,... 2 0 matrick ' ‘ ind, =0, 71=0,1, ..., 7.
wnterpolatoare pe K. Polinomul p e Pole’) se numeste infrapolinom r-linig 1) %igo +- 0dy + ..+ g4, ) ;
vestrins pe K, dacd ovicare qp Jv un alt polinom 7 S P, (o) existd un punc
% S K astfel tneit

Vom considera in cele ce urmeazi infrapolinoamele p care nu se anu-

leaza pe K. Atunci aplicatia ‘
19(2)] > |p(z)]. v )
Dacy (22T R
0 0 . @ .__ 1 : o insformd mulfimea compacti
unde p* g P*(o'; o), iar P & P(a"; ¢), transformi 2 A
o 1 0 .. o 4, K. dinj) planﬁ ((z) in(‘i)r -0 mulfime compactd Ky« din planul (). Fie X, inve-
o' = or = litoare_a convexd inchisi a multimii K« iar :
X= 0 %y
0O o0 o .. 1 von iy prePrare)
atunlqi clasalpolinoameldr Pu(af) coincide cu mulfimeg D4y, A4, .. o A4,) Pentru p Ple; @) fixat.
2 polmoamelor de gradul 7 ey primii » 4 | coeficienti fixati: 4, — 1 TEOR : Ao * =0 K este un infra-
5 i E p ~ + 1) , EO MA ol g ¢ ] » F z) » 2 & . . v
SRR Df:oarecc; matricea o este evident o matrice interpolatoare ple_ polinom ri?ﬂm,.iitrgfjtzzﬂ? fdﬁé‘%{ag gzK;?(w ,/_ @) dacd si numair dacd
orice mulfime din planul complex, Teorema 1.1 rimine valabili si in s j
acest caz si astfe] se obfine un

i g1 ' rtine mulfimii X.
rezultat mai recent al luj ZEDEK M. [24].] ortgimea O, a planului (w) apartine muls

|| 3 — Revista de analizi numericd si teoria aproximatiei, vol, 1, fasc. 2, 1972.
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Demonstratie. Pentru a demonstra aceastd teoremi vom _
demostra afirmatia echivalenty cd un polinom PSP ) P(2) 5

z € K, admite polinom adjunct pe K atunci $i numai atunci cind 0, ¢ (o A) IEI(Z)I = 1p(I - l P(2)

Intr-adevir, ‘dacy 7S U (K;p;ar), atunci pentru

PHE) = p(2) — q() P o)

avem
(2.3) [2(z) + p*(z) | > p(z) — p*(3), z e K,
intrucit
6(2) + 2*(2)| = |p(2) + 200 — q(2)] = 12(2) — 9(2)| =
= — 9@ o |48
- us(z)f-[‘{ o | > 1200 - [2 e |>
> 6@ > 1g(z)| = |p(2) — P*(3)).
Punind
=22,
5,
avem

o — 1] < w + 1,

adicd Xy {w| Re () > 0}, deci Oy & Xpe Prin urmare 0, ¢ .

deoarece 1

143

1829 < 1p(2)), 2 s K,

fn acest caz vom ardta cd avem:
<1

1 ﬁ »(2).

fntr-adevir, tinind seama de alegerea lui B, avem

11— Bu2 = (1 — Bw)(l — Bw) = 1 — (Bw + Pw) - Bl =
=1 — 2¢ Re (ex (10)w)+ €? |w|? < 1.

Din (2.4) rezultd c& g& @ (K; p; o) si astfel teorema

onstrata. .

) : . £ K sd

TEOREMA 2.2. Pentru ca j?ohzom;{tl Pg si (ﬁeggs'é’,‘?)s,iibg) f;/ig?o,’tzsdeex e

Lo ; -liniar restrins pe K, ; v tive

o (LW b iy SR e ot
?{1 % %?’\%: 1 5t 7 -1 1 numere complexe Ao, Ay, ..., 4,, asife ‘

j CU Jr=== ¥

este de-

verificate velatiile :

2.5) éxj;'z—:;’:j;,q,.mm, Vis(01, ..., %),

(2.6) 2 owd; = 1.
I Daci p & J (K;ar), atunci p & JI(Z,,;0"), unde Z,,,r= {ziyr. |
! Demonstratie. Necesitatea. Fie p T (K; o'; ¢), pz) =0,

v L : % Hef o8 i 1ats terminant de ordinul
Invers, daci existd un polinom p* g (o', @) pentru care O & Ly | z & K. Deoarece rang(a;,) =7 + 1, existdi un de

atunci rezulti ci existy U numar complex g astfe] fneit

2 — vl < a4 w), w2
j P2

Insd atunci Tuind § = —arg 4, si e satisficind inegalitagile -

0<e < min 2Re(ex(i 6)w)
' E1534 |w]?

construim polinom

9(:) = p(2) — pp(z),

) cd
| 7 + 1 diferit de zero. Fira a restringe generalitatea, se poate presupune

\ %00 oy ‘ wie or

. ¢ ( . i din
8 = ag oo+ ane,(2) & L* (af; @), atunci
| De. aceea daci j)*(z) = d; %(z) + . -+ ) ( )

2.1)..avem
. " D;; .
. Ll _’F)k:O, 11 ,,.,7’,
(2.7) d==3 4 ,
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3
. o iti = t-
"‘é tru de greutate, adicd existd m numere pozitive m, cu Xm, = 1, as
en

fel incit

B n Df D ” 2 v — . 1, e s ey Ny,
(28) akz_D_k_.E _f“j, k=0, I . 7’, \;WLVX] :0, ;mvyj 0, V] E{V—I— }

: 5 ci existd distincte 2z, & K astfel ca
unde B, este determinantul care se obtine din D inlocuind col Astfel, rezulti ci existi m puncte dis v

(%0 @i, ..., a). Astfel polinomu] P*E Do i :

, . ‘ ; 9) se poate scrie su " - Z' .

forma E m, Re {P(Zv} [(P] (zv) o & Dk P (Zv)]} = 0)
v=1 .

o) =Y (2) — ¥ P_;; * " BN )
P*(2) j=r2+l [‘PJ (%) kE=0 D Px (Z)] a;. Evam {Iz(zv) I(Pj(z) i ,;)—DD— ®, (zv)]} =0,
Notim V=1 .
—_— Y de unde rezultd relatia:
% = Re | B oit) — % 200))- : -
' ke 9i(z) — Y «pk(zv)]
(2.9) " PIF h
L A M 2 mlp () 5,
s [15(2) [%(2) - k=ofk%(z)” P I=7+ Lo.om Punind aici

. Fie Eyy_5(K) imaginea din Ren—2r a lui X pri = A, = mlpi)
ar &y, 4 () nvelites o convest g el Sa].prm transformares (2.9) my|p(a)[*

. Deoarece p g 7 (K ¢750), din Teorema 2.1 rezulti ci Q i avem
deci nu existd nici un polinom P s L¥(a’ ;0) pentry c.:re wsite frel?ll '\ D}

) : b Pjlzy) — — P (z\,)]
(210 VS Ko Re (5 - pr)] > 0, > 2 =0
v=1 B ()

Punind af = gy - 16}, atunci (2.10) este echivalents cu sau

(2.11) VieKs a b} X; — cry; S, 90l AL B8 _ o viglr I ...n%}
51, 0% = %) > B N =R M =0 YIS+

care aratd cd nu existy nie un hiperplan Inmulfind aceste egalitati cu a; §i fnsumind dupd 7 de » ++ 11a #, ti-

Y nind seami de (2.8), obtinem

2 0% — gv) — 0 (s e
=y | m A i Zh__ By )
Sl | 2 e o 4%i() =§7\v§(p “k) Pl

v ' Pl ;£ d e
‘ ‘ ) . v=1PW) i
care sd lase de o parte a sa multimea By _5(K). Prin urmare, originea O |

a Sll)gtiglui eu?lidian R"’"*‘?’apar;ine lui &, ~5,(XK). Pe baza cunoscutei teoreme | de unde
a fui Carathéodory, rezulti ci existi m (1 <m <2 — 9 +- 1) puncte "

M = v v v y oty L {3’)
v (X,_H, Yr_H, vews XY YY) g Ey,_(K) pentruy care originea 0 este : 2 Ay ZEE.B*::T\; =D,
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sau, notind

avem relatia
(2.13) B,T, = D.
Se observi cj relatia (2.13) se poate scrie sub forma

1 To T1 . T’

%o  Opg o1 s O or

(2.14) =0

o, %0 o,y e «,,

Ins3 egalitatea (2.14) are loc dacd §i numai dacy existd r 4+ 1 numes

complexer, 4, ..., 4,, astfel ca:

(2.15) 2o A =1,

$=20

4

doy =T, YEa{0, 1, ..., 7.
=0 :

Deci, oricare ar fi 3 €{0, 1, ... 7}, au loc relatiile

i Px(2y) 4
(2.16) vglxv ) = §Aeask-

Pe baza egalititilor (2.12), tinind seami de (2.16), obtinem pentr

oricej < {r + 1, .. -, #} relatiile

1 14 . N 4 E 1 14 r .
(2.17) Ty=- 2D 2oy, = = Q&& Diay,
Dezvoltind determinantul
) Ao Ggp
Xoj &g %o,

a,j “,o LR OC,,

147
INFRAPOLINOAME LINIAR — RESTRINSE

dupi slementele primei linii, obfinem
4 z
3~ Diay = ayD,
k=0
le unde, inlocuind in (2.17), obfinem .
" eilew) . Aoz Vje{r—Fl, ceus W

clatiile (2.15), (2.16) si (2,18), rezultd (2.5) si (2.6) si astfel nece

Din relat .15), (2.

; trata.
'sitatea este demons Inmultind
_ jcienfa. Si presupunem cd relafiile (2.5) _.”(Zf*) a:il 11(1)1(1:{1i poliflom
S membru relafiile (2.5) cu coeﬁt:}e{lt;l ; obtinem
nf]éb]fﬁu’kal- 9) si insumind dupd % de la O pind la n, a

hH { 2 3

¥ "
’E 7\]_ P*e) ZA',%“”‘ ay = 0:

j=1 p(?’.f) =0

sau

iyl
(2.19) gy

i=t

| ) ¥ ﬂ == n _/%plk,
| ceea ce aratd ca O, il o N
unde ;ﬁlp;. este tnvelitoarea . convexi lndl-léfa fl ?mggl(l;l .Jlo{f*(P). ]
s i mei 2.1 rezultd; cd p “m e
M =2, — {z} ”;‘. Pe baza Teore ' 5 5 & (K, of ; p), chci, Tn gone-
f Insd atunci rezultd cu atit mai n}ultl ca p & G’ J(K'; a"; ¢), atunci
ral, se poate verifica imediat ci daci K'C K 5i p i il
tezulti p g J(K ;u’;¢). . i
; LT 3ok Duniblm aidliy 1yme numeste a-sistem
o Definigia 2.1 Sismul do funcii @ = (o} ind ool bufin 7
Cebisen pe K sau sistem a-interpolator pe K. (K 0;{"?%?@1 2, ..., n—r,
puncte), dacd oricare a fo punctele distincte 2; S K, J=15
avem i
-0200 ®or - -
ayo a'l R a”" # 0.

llll 220) D@z, ..., 20y: a; @) = Polzs)  @a(z) - .. <P,.(Z_:).

i 4(,(2»-» P1(Enmr) + o Gu(tnms)
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i (2.6). Dacd acum in afarad
o) §1at(unc)i relatiile (2.5) se pot

pentru care au loc relatiile

Consecinta 2.1. Fi K o multime compacii ce contine cel puf T ioat si relatia (2.21),
' S

n— 7+ 1, puncte iar ¢ — (Pu)s un o-sistem Cebisev pe K. Atunci nmdr

m al punclelor multimis Zy din Teorema 2.2 verificd vnegalititile

H
:Zm = {Zj}]_ y
aceasta mal €

" ~ ; = kE{O; 1’ ‘1?2 ”}’
R=r+1<m<2n—r) L 1. b ooy 33, ex(—16;) (Pk(Zj)=1;~ZOB1' w;, =0, V
Intr-adevir, daci mSn—vr, atunci intrucit sistemul de  funcf O '
® = (@s)i este un o-sistem Cebisev pe K, se poate defini un polinom q 4
€ D(a’; @) care se anuleazs pe mulfimea Z,, si astfel # ar admite un poff
nom adjunct pe X, ceea ce contrazice faptul ci PEIK; ). B obiine insi relatia
Consecinta 22 Daca )
Liud 1 o L * | (a’;cp ,
. ex(—i B)) p*(z)=0,V p*&D
BiK SR VES{. 1, ..., 5 ;Mex( i

3 “ . . w o . fy eyt = .. : A tiile :
1ar oy, o, Sint numere veale, atunci numarul m verificd wmegalitdile : 1 < mg - . este echivalenti cu relat
=0 — v ’+ L. Dacd in plus ¢ — (sl este un a-sistem C ebisev pe K, atungeare finind seamd de (2.12)

m=mn—y-1,

Aceasts consecintd rezulti din demonstratia Teoremei 2.2,

Din Teorema 2.2. rezulti cx oricdrui infrapolinom PEIK; o; of
11 corespunde o multime finiti dip K pe care acesta ramine infrapolinon
§1 care este ,,caracteristicy’ polinomului respectiv,

i)}j ex(—3 0,)@,(z)=0, VE & {r+1, ..., n},
=t

Definitia 2.2 Multimea M C K se numeste caracteristicd penty)
PEIK; o ;) dacd p S J(M ; o : @) 51 oricare arfiM' C M, M 5= M
rexulltd p & J(M' ;o ). )
si

Teorema 2.2. arati ci orice infrapolinom p & 7 (K; o; o) admitd
cel putin o multime caracteristicd si cf numiral punctelor unei mulfimi
caracteristice nu depiseste 2(n — 7) - 1.

Am vizut in §1 ci orice polinom de abatere minim3 de la zero pe K
este si infrapolinom pe K. Evident cd reciproca nu este in general adevi!
ratd, adici nu orice infrapolinom este si polinom de abatere minima de la

) = i1 Opyr () + ...+ an D, (2).

e conditii de tip Remez, care aratd

Tnsd conditiile (2.23) sint cunoscutel ormi pe K

inima i ica unif
ci p este polinom de abatere minimi de la zero in metrica
1 7 .

in clasa polinoamelor D(a”; ¢). — Jul

Invers, daci p este un polinom de abatem;e Irclilnl(lillll’c; édiulfl-l i v%zut,
| in metrica uniformi in m;ﬂ‘,cig}ea Z(D(—oi’ izq;)"" acl) mrln u,ltime e toristict =
| rezultd ci p & J(K ;0" ;9). Fie Z,, = {7} |
sa. Vom aridta ci

’ : 3 ={1, 2, ..., m}.

TEOREMA 2.3. Un infrapolinom PEI(K ;o 9), p =0, € K este Ip(z;)] = ¢ = max 1p2), VJi&{
polinom de abatere minimé de la zer0 pe K in melyica uniformd, dacé si numas = o
dack e orice mulfime caracterstid @ s Z, = (5% avom (6] < o Tie Zus =

. " 1u Tie )
Sd presupunem contrariul, ci de exemplu |p 1t3 ci existd un poli

_ L et imii caracteristice, rezu
2.21 Il =max [p(2)|, Vi {1, 2, ..., m). = {z;}77%. Din definifia mulfimii cara
221) 1P)] = max [p()], vj & { ) el Dix e ol

Demonstratie. Dack p < 7 (K a5 0), p(z) 720, 2z & K, atunci conform lgz)| < 1p@)), Vie{l, 2, ..., m— 1}
Teoremei 2.2. rezulti cf existd cel pufin o mulfime caracteristicd pentru Z :

| |
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| i i i a linom Pe

7). ) . »
- inoamelor @(OC P . : -liniar l‘eStrlnse:
K in clasa polin presie explicitd infrapolinoamelor 7
' um O ex
Vom da ac

Insi atunci se verificd ugor cg Pentru £(0 < ¢ 1) suficient de
Ppolinomul

%@ = tg(z) 4 (1 — 1p(z) Stabilitd in [18]. i dim. el comebien (eanbiniting

' o, B K vmslims ominsst din. Yook Cebisev pe K. Un

THEOREMA 2.5. uncie), 1ar ¢ = (@,)5 un_ o-s linom v-liniar vestvins

el pugin m—r + 19 (1) =0, z & K, este infrapo it de puncte distincte
polinom p SP(a’; @), p(2) ; td in K o submuljime finitd itive d;, astfel
be K, dacd Pl adss g, 2(n — ) + 1) 51 m numere pozitive d,

Ceea ce contrazice faptul cf 2 este polinom de abatere minimy de la zero ©° - ftn—r+1<sm< '

K, 1eh

. % . foa ‘ ) inctt
Vom arita acum ¢d Teorema 2.9, admite intr-ug anumit fel si o rell

verifics inegalitateg

laa) <o, v, L2 ..., m,

) in_ys @ )
. - ; 3 —= in—ys ®5 W VIE 2ju s 2, 05w
Proca. Anume vom ardta cd fiind dats 0 mulfime finity Zy = {5} i j (=1)"Zdj, ... dj,_,Dgjs -1 Zipyi ®5 e A
polinom arbitrar ? de formga (1) care nu se anuleazi pe Z,, Se poate aleffo 25) p(z) = Bdjy oo iy \D (s s Ziyyi @5
in mod convenabil matricea o’ gstfe] Incit acesta s fie un infrapolinom /.
Z,,, deci si pe K,
: unde
THOREMA 2.4. Fie K mulfime Compactd din plany; complex, 7 %oo %on
— Vit CTK sipoyn polinom generalizat de foymg (1) care mu se anleq
€ Lo EXISIE 0 matrioe de numere complexe o astfel tncit PEIK, o4
cae Opy
] = 3 A s = s . . o a'o
Demonstmg!w. Fie 3; > 0, Xy =1. 84 considerdm sistemuy] D%y, - Zn=ri @ @) = Po(#1) ... Pul%1)
Aaﬁtw‘—f—Alfx]k—f— ...-f—-A,d,k:Tk, k:OJ 1,.-.,” o e A G
(2.24) Po(Zney) « -+ Pu(%n—y)
A oa, + Ay, + ., + 4,0, = 1,
unde tar
Ay oo . Loy
Tk = 2 ?\: M
i=1 Plz7) &, %o e Ky
Dacs alegem matricea of astfel fneit o fie verificate conditiile V(z %3 vvy %m0 0) = |0 ®o(2) - 9a(2)
%gq %o Ty 0 @o(%) ... @.(%)
7+ 1 = rang (o) = Tang - a,T, |’ ‘ ()
oy o, 1 0 @o(¥n—r) -« PulZn—s

atunei sistemq] (2.24) este compatibil si intryes
unicd A4, z i )

ditiile (2.5) si (2.8) sint verificate si dip suficienfa Teoreme; 2.2, rezulty cd
rsEgz,; «"9) CI(K: @} ¢). Evident cx existd o infinitate de matricii 1
Cu aceastd proprietate [18], ceca ce araty o oricdrel submulfimi finjte dinf Yalo it onstantele d;, 1 =1, 2, ...
& $i oricirui polinom generalizat care ny ge anuleazi pe X {j se pot at‘.at;*a-*'|| fl acest caz c

ndicilor § 1 pind la m.
suma % fiind extinsd asupra tuturor indicilor §, de la ‘ P

I ’a ca t r - . .o

" 1.
g secinfa 2.2) cd m=n —7r +
ti reale pe K, atunci am vidzut (Conse;;nggt fi)determlnate in cazul
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; : i din

i 1. Fie M = (a;) o matrice de g'f’]mg}%,) ﬂi;m:fmdm
Vi e.fi]}?iitl aﬂfz-m:écea M se numeste o Hg-matrice (HP, :
Wumeve complexe.

cind infrag olinomul egte i polinom de abatere minimi de I3 “z'ero | 4 ) onal cu M.
1 i d§ potne " { rior strict diferit de zero (g-vector strict pozitiv) M ortog
istd un g-vertor stri

I general insi, puniy

]' T 3 C - ZE C’ I Espe:tlh fj “ECtOI pOLItlv s5€ llltelege
. (1'[: . i
V = . e avem
CCtOI v ('U » U 3 R yﬁ) p(ﬂltl’l‘l car Vv
1 & 1 2

' =7; =0 (v; > 0).
formula (2.25) devine Viel,2 ...g =0 =0

caz ¢ Pr ‘l‘l armare o mal:IiCe M este o Hq-matri'ce
Y . l : 2 1
evident C':i- in acestd ?' i < f’) ‘ot diferi (
] P.?-]]latflce% daca ex S,té- u) 1n q*E'EICtOI StI ct d feI t de Zero q‘be(:t()t strict

229 ) = (~1y Ea,

: .ozitiv) v = (3, Vs, ...
tunde |

iﬂmﬂk =0,Vig{l, 2 ...n.
Ao+A1+...+'A,._,=1,Aj>O, Vig{d, 1, ..., 0y, >

( ) B ldellt ca 1 2

™ I;- 115
w oA [ 5,
| Il gE]JEIa q

i M1 IMEZ E. 1.
i 1 a coloanelor matricei M introdusi de REMEZ B : :
( ) = ( 1)’+J’A. Vizg, 21, ..., Zn—r, @; a) Strict de ordinul q — i Mg v i el T
e 24 =N ZX il i Zy = {#}} o submulfime
Pl a s o T sl 95 a) Fie acum Z, ij1
N ®o(#1) . -« @o(Zm) %go- - - %g
M(g; Zy; o) = )
> %) = ar —1)r+i Yz, P iy Zng; P a) : q‘,u(zl)- z -fpﬂ(zm) gy s o o Oy
g Plzy g Diz,, 2 i, 5t Wi
BEl e FHoy, By, Vi Syt B

: ' x ltime)
i i = {7} este o I-mulfime (inframull
Observya fia 2.1, In conditiile teoremei 2.5 daci m =5 — 4 1 Vom spune ci sume}l;:m}l;eadZ;gé— e;{c?gtlé ejneinfrapolinom ?’-211I61131' )
atunci arg ), 4 s Z;,, :E'ste independent de P Al:g{lmentul depinde numaf] egg‘l(%e?;e;’he(; (I{i;;ﬂfu(“cér‘g ik ~yerifionte conditiile (2.5)—(2.6).

o | | . ) i IR Ao te o
de punctele mulfimii 7 de matricea o' §i de sistemul de funetii ¢, i T 5 T s et
=}

]]e h raml]'l 3 1 I -1 i l} I) l ip eral nu
3 dde}lte de Zer v a5 A I rapo n-lul 111 1€ 1 il 5 " ReClpI'OC& msa ge]l
et {IE } lil n[' Stc a_de‘dﬂ-lclta.

cazul eind polinomu] ATe un anumit numir de radicini pe compactul K, TEOREMA 3.1, O submultime Z, — {31 C K(1 < m < 21 — 2r 1)

: g ‘st
. " w)) dacd st nuwmai dacd exis
! -multime pentru perechea (K ; Pl @) e e
) :}iﬂp{;zgﬂgz Jj: ggfgﬁz' : cp)pastfel incit matricea M(p ; Zj ,(;t) Sd f*f’l’;” i i
Isi existi un m-vector strict diferit de zero j;g; .(?\, v={(Ay ...,
ortogonal cu M(g; Z,, : o) pentru care sd a .

§ 3. Caracterizareg matriciali a mulfimilor caraeteristice,

. Am vizut iy paragraful precedent ¢d problema determinirii yyyj
Infrapolinom ».j;

Iniar restring Pe o mulfime compacta infinity ge reduce
4 0 problem similary dar pentru o submulfime finity 4 Sa. Mai mult, din
Teore;ha 2.5, se vede c3 dacd se cunoaste o asemeney submulfime finits,
atunei se poate da infrapo]inomului o formi expliciti. Este dec; important
sd se Saracterizeze geele submulfimi finite din K care ay Propriatatea amin-
tita, 21 cele ce urmeazy ne Propunem si dim o Caracterizare matricialy

(8.1) arg (md) =arg (my, ), V& {1, 2, ..., m};

unde ™ = -n:(zj-) ]

(3.2) E vyoy = — 1.
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Demonstratie.. Necesitatea. Fie VA {
Z afie. atea, m=EHT 1< mL2n — 9
mulfime pentru perechea (K, Plar; o). Athnci\?axist\é un ini:;‘e_;;o

TS I(K; o; ¢) care verifics conditiile (2.5)—(2.6).

Din aceste doug conditii rezulty

3.3. m; !%(21') N :
( L2245 v =0, V, s 01,5
(3.4) O iy = —1,

k=0

\

unde §; P : : A .
nde §; >0, j =1, 2, « v+ M, 1ar v, sint niste numere complexe. Punijy

In (3.3) » = 8jfmj, 7 =1, 2, ..., m, obtinem’relatiile

3.5 S A o) 4+ %
(3.5) #217‘\1<Pk(z1)+h2=0\'h05h5=0, VY/BE{O,I....,n}.

Astfel vectorul A= v) este ortbgonal cu Mep; Z,,; 0'0 si deoarc®.8)

Mmi = 8; > 0, si ‘condifiile (3.1) sint verificate,

Suficienta. Fie 7 — {z ,
: = C KA1 m < 2 — -,-
Tas, pentra care existd un Poliulom T (Ea)ﬁ'?‘fp) nCarezrsj;:isligacg Félébmu}

(3:1)—(8.2). Daci A — A v =0y ..., A Vo, ...v,) este un m-—vect ‘
ge K; pe baza Teoremei 2.3, in afard de condiiile

strict diferit de zero ortogonal cu M(g ; Z,; a), atunci Ppunind

\' = M ' : AL 2
“ Tl 0, 0 =arg (i),
avem '
A =d; T ex(z0)

si inlocuind in egalitiile (3.5), obtinem

(3.6) j;djﬁ, ex (66)p,(z) +h‘@_0v,,a,;k =0 Via{0 1, ..., m.

Din (3.6), punind

8‘ == M .
Zdj[mjle

Ay — 9
’ Zd,-w,zeX( 10),

i7) =1 wmE)  a

(8-9) Imil = Im
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Oftiriem

r

S Ay VES {0, 1, .., 1),
=1

b 8] q>_k(»%'_,1)_ "

r; @), inmultind cu @, (coeficientit

8 . mi de faptul cd n&a P («"; L
" ﬁfiﬁéﬁ?ﬁe; tnsumind dupi % de la 0 la #, obfinem

2 Ay = 1.
h=0

Prin urmare condifiile Teoremei 2.2. fiind satisficute, rezulti cirn g

(K o5 ¢) si deci Z,, este o I-matrice pe"ntru pe1:echea (K, P(a"; 9))

Consecinta 3.1. Fie * & P (a; ¢) un polinom generalizat de aba-

e minimd de la zero pe K si Z,, = {4} C K o submulfime peniru cave sint
erificate condifiile (3.1)—(3.2). Atunci

b= wlK; Plo7s o)1= max ljv(z)l =£§££,;¢) ) IP(Z)I=1/;1 | Adl.

Tntr- g, de ' este un polinom de abatere minimd de la zero
Intr-adevir, deoarece w pol B 5 (3.2) maiigzchie

fie - verificatd si condifia

()| = max |=(z)], V; & {1, 2, ..
2K,

., m}.

Dacd acum notim
(z) = bopo(?) + bipa(2) + ..+ + buPal2)
i inmultim (3.5) membru cu membru cu by si apoi insumidm dupi k de la

la n, obtinem

"

2 Wml) + 2 v 0 =0,
j=1 h=0
sat finind seami de (3.2), avem

(3.10) 3 gy = 1.

i=1
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Din (3.1) si (3.9) rezults acum

2 | =20 D | = 2l

J=

i i linoamelor preinterpola-
i ind multimea infrapo ! :
in cazu.l I{art;clflifctfe? @y P E{ se r;c}uce la m};li,;m:a mpi;)lliﬁgaralgl?g
purciac araion rde acelasi ordin a functiei ¢, de aba ﬁ:rt T e
! Einterl}glaéqanéonsecinj:a 3.2. se poate deduce un rezulta

lero pe 4L, din

1=

{in CUI]SQCiH‘;ﬂ. 3.1. . formeazé - SiStem CeblﬁeV, pe
s Py

Daci in plus functiile @, ¢y, - -

adicd are loc (3.8). i, dupid cum s-a vizut, numdrul m satisface inegalititile » — » 4
atunci, dupa ’

Vom da acum o subclasy speciald a infrapolinoamelor » liniar restriy 1<m<L2n— 2+ 1.
numite infrapolinoame preinterpolatoare Pe K. - _ F

Fie M =ty C K o submulfime dats, iar Ple; M; o) mulfip
polinoamelor

§ 4. Infrapolinoame algebrice

| jetéti ind m rdmin valabile sl pentru
- o e iy Fvident cd toate proprietaile (};ESEISS c? ct‘;ultime compactd din plan.
. A . . nfrapolinoame alge]gncue r-liniar res e e
care satisfac urmitoarele conditii de interpolare : umi e o cinn t(; Ci%eva < admit
le ce urmeaza vom prezen i : .
- 0 s i) f I plzz.tfz? ;ifém casiin § 1 cu P,(«") mulfimea polinoamelor de gra

Evident cj mulfimea P(p; M 5 @) este o submulfime a Iyj P (arfeel mul #:
cdci ea se obtine bentru o matrice o speciald de forma

—1 0 o 0 1
—%o(Cy) (%) ... (%) 0O

P@)=ap"+ a2 '+ ... +-ap_12 + a,
care verificd conditiile

= ) — 1, veey ¥ <M,
(4.1) Li(P) = aypae + ana; + ... + a8, = o, 1 =0,

) wl) | i i K; «") mulfimea

Pol8) 9u(8) ... g &) 0 unde matricea « verificy gondltléle 1d11111 1t§;,c2ar2 %%r?fi'::(é c'o::d)itiile §(4.1).
initj Un 4 ; infrapoli elor algebrice de grad cel m

Definitia 32 @y Wfrapolinom p g (K ay50) se numegiirapolinoamelor alg

. . ) . =k . A ; s e K de
wnfrapolinom Preinterpolator de ordinul v al Sunctiei Po pe mulfimea K. TEOREMA 4.1. Dacd A este un infrapolinom v-liniar restrins p

] o S ; wtin v -~ 1, atunce D este de ase-
Deoarece matricea o este un caz particular de matrice o’, din Teoregradul n, 1ar D un divizor al sdu de g}:ad .:;el ? “':ng c.;;!—o anumit@é matrice B,
8.1. rezults consecinta : ¢ ’ Ymenea un unfrapolinom r-liniar vestrins in rap
y - . 5 = , unde
Consecinta 82 ¢ Submultime 7, = {Z P C K (1 Sm < 2n Demonstratie Daci A(z) = D(2)E(2)
—7) + 1) este o I-multime pentru Pperechea (K ; op % 9)), dacd s HUn
qacd existi um Polinom n Plo; M; o,) astfel incit matricea M (0;2,: M

D) =ay™ +dpmt ...+, 7+ 1< m<mn,
sd fie o H, -matrice, unde

E(2) = AL gz mS I L[ T s el
7)) el L eyt () =iep2 .

Mo; Z,; M) = atunci avem relatiile

an(zl) b (P»(zm) (Pn(CI) (Pn(Cr)
ST exiStd un m-vector strict diferit de yeyo A=( v) ortogonal cu (0; Z ;
Dentru care avem

@y = doey

ay = dieq + doey

! Ay = doey + diey + dye,

(3.13) a8 (A p) = arg [, (p, () — (%) = arg (i, py),
Vie{l 2 ... m}.

a” == dmen—m
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o ; riginea
. "y . o e ) : ‘ actd care nu confine o
$1 conditia (4.1) implicd conditia rroREMA 4.2. Fie K o mulfime comp

p . ]
! 1(0 # K), atunci polinomu
4.2 Gt Badit .. 4 d gy i Ll @ -
( ) BIO 0+ﬁl 1_'I +Bs m %i ¥ 0 : e . A(g)=a02”+“1z 1—|—---+a"
unde ipee = lf:ﬂoﬂg de g'rﬂd%l n r-
| coeficienti verifica condifiile (4.1)" este infrapol
(4.3 Bir = ayep - o, he16g + &'k+ S W cdrui f‘g?:;ﬂ;ﬂztﬁfgﬁ;?;;‘; st numai atunci cind polinomul
b + _“ k" 4 | O} CRCN bintn—m Cp—4y, ; .':.: 1“”; Yest:

= 0, L...,r; E=0,1,....m

, .
"

Ae) = R = 20 vy
LS k=0 n
Dacd D ar admite un polinom adjunct D s P, (8", atunci ar rezyf {nais
. N i " . el -1 \ 7 1) \ i - epe A - tzllg
€@ polinomul . infrapolinom v-liniar vestrins pe K1, verificind restricti
isie un v

. B(y) = E)D() UK ; 4 Tgr)

: | | b it it , S sty =y = 0,1, ..., 7.
Tntr’-adevér, intrucit avem - . . 14 Q Tan—b Gy J ;
i : i -liniar restriins
N . i A este un infrapolinom # _
by =-d.e Demo-nstrat.l_e.- Daca s BT A = 1/z, avem .
° oy - Pe K, verificind relatiile (4.1), atunci punind w /
bl = dleo + doe]_ ! A A(Z) = aoz" _l_ alz”—l —|— LS + an 5T
e .~. o | (4.4) - ) N _ i) |
) bn = dm en—m :w—" {a” wn "I‘ Ap_1 W ! + imie + aO) wh
si iy bty rifici conditiile (4.1), dtundi
- - = De aici se vede ci dacd coeficientii a, Venfé?aiil??él.%'). e
Brodo - Buady 4 ... T+ Bim @y = o, =0, 1, 2 valiy ¥ coeficientii @, ai polinomului A(w) verifica condit

: i A =0,
De asemenea, din (4.4) se vede cit Sl () BNt I%]?;:;C;glj?n)ct B
(4.1), ciici avem w & K-, Dac acum am presupune ci A admite un p

" ” e mulfimea K- am avea
o, b = .

Pudy =0, i=0,1, .. H7 | B(w)| < |A(w)], w = K-, A(w) = 0.

rezulti ci coeficientii polinomului B verificg relatiile

=0

De asemenea, finind »s.ea‘mvé de faptul cj 5@(}{(]{ ; D : B"), aver Dar atunci, notind
Pentru z g K si A(z) 7=0;

_ B(z) = = B(1[s), avem
B = E = |/ . ~ q
BN = 1EGIDE) < 2] 1D6)] = 1 1B = 1 1BJ) = 18w} < - LAl = 4
sipentru gz K§id(z) = 0, rezults B(z) = 0. , R ‘ e

in sfirsit, deoarece D(z) = D(z), rezults B(z) = A(z). Aceasta insil

contrazice ipoteza cj 4 este un infrapolinom r-liniar restrings pe K. remei,
aceasta teorema noastry este demonstrats,

e seum mfines poormclor O s,
S& notim cu g1 imaginea mulfimii K Prin transformarea ;n ulfimea (p,(a%) a polinoamelor de grad cel mult #
injars ;
1 _
w=:. | (4.5) L(P) = oty + ayay + ... + ®,a, = 1.
|
|
i - ——

|

. . 4 si suficienta teo-
jlocea ce reprezinti o contradictie. La fel se demonstreazd LS § ,
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Vom considera acum o mulfime K formats din # + 1 puncte:
1B an nde
K N {z]}O' a” 1 1 T 1
TEOREMA 4.3. Daci P < (K; o), P . : €, X% % e X
s ) V4 _7:.-0, . . n—1 1 2 ”
” ( ) AN ) I(, ﬂtun()i D(x]_; Xy «ees x”; a) — nll
(4.6) Pls) — D y 5 g e
( ) (0(2’>'1.=20Li (z — Zj) ! g x, X% : i X
unde fnsi avem "
(®) = ( ) ( | (Hr, Ty« s Fni @) =2 (=1t Guils, oo ooy 2)V (o1, ooy %) =
OB =2 —2)(z—2) ... (r — i g=1
- 1) ( 2'1;): (_l)nL [(x - xl)(x - xz) T (x — x”)]V(xl, B x,,)]
Astfel
A ” : Rt La k L , - ...,z)P(z) LkP(Z)
LJ___L[‘”(Z) i = v Il DPTELYY (20) o ovh Zpps &g Wt )
2 2 k2=o ( 1) &y O'k(zo, 215 s, 2i_1, zj+1,/ Ao ,z'n)J )‘k i Vizer 21r «--s 2p) ) . o'{a)
(%0, %, ..., x,) fiind unciia simetrice p . Aplicind acum formula de interpolare a lui Lagrange pentru polinomul P
T Ky e, e 1D >f o ,Eljizetlf'.wa elementard de ordinul k a numerell pe norrc)lurile 20y %1, - e+ %, avem
Demonstratie. Dacy p 23 wnp ’ N
. S ITN(K; «v), P(z) -= _ E PSS,
n( ) (2') =0, 2 g K, atun P(Z) = o.)(Z) k—ZO o e — ) © ST —

conform Teoremei 2.9 istH A
PAet e g o » ex15td #-4-1 numere pozitive 2; cu Ta =1, ast]
adicd (4.6) si teorema este demonstrata.

" n—pk .
Se poate demonstra c# are loc si reciproca Teoremei 4.3 [12]:

(4.7) il | »
;QAJP(ZJ_) =% VEE{0,1,..., 4

TEOREMA 4.4, Fie M = {#}; ¢ X, Ay ..., A, numere pozitive cu

de unde, intrucit 2y = 1. Atunci polinomul

"

A
i 1 P() = 0(@) 2g o t—
. P(z,) Play) P(zy,) N
Ulzo, 2, ) B,) = 1), Vigo, 21, .., 2) 0 este un infrapolinom O-liniar restrins pe M, adicd P & J,(M ; «).
9 ) P = N
=" i i )+ Pl Vom da citeva cazuri particulare mai importante ale celor doud teo-
Plz,) Plz) 7" Ps, | teme de structurd a infrapolinoamelor algebrice pe # -+ 1 puncte din plan.
unde V(z,, z,, ... ! 1°. Daci ag =1, ay = g = ... = &, = 0, care implicd a, = 1, atunci
2y e, (z:, s}stemﬁlz?)‘l ;?tes edeterfcnmantul Vandermonde al numerelor 7 S€ Oobfin infra;;)olinoamlele clasice. Deoarece in acest caz LF=1, k=
s aver . Dboate rezolva in faport cu Aq, Ay, ..., M = 0,1, ..., n avem
#?
A
(4.8) P(z) = w(z) 3 —*

—1)&
)\k —_ ( ) Dizy, .. b By 2y, .. v dgg d EJP‘:’?&) F=02 — 2
V(Zo, 2y, !

cees Zy) .
care reprezinti un rezultat a lui ¥ExETE M. [3].
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2°. Daci gy = == =0, 0, =1, care implicd g,
atunci se obtin infrapolinoamele cq ultimul coefici

ent (termen liber) fiy
n acest caz
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1/n, din Teoréema 4.4, rezultd ci polinomul P

st ¢ == 1 i elor cu primul
it in acest caz L = S IMidn=clasa R}moan} . il
;ﬁtgﬂtinﬁapmmm (]1)e g;?itzl ]1& CIKP rezults o8 B este irfiapolinom A
i cu n. De , ’

B, 5B i s 4ddcini multiple, adici
o= (—1)"'2021 e A b) S% presupunem acum ca pohnomul P are rada
si astfel | P&) = (£ — 2)(s — 2 .o (2 = Zu)m,
_(=1)%() N ae, .
(4.9) P(3) ol :@0 P -

| 3°. Dacd a; = 1, % =0, 7 #s, care ithplics a4, = 1, atanci

Lk = (—' 1)365(2’0—,

vesy Bpy, zk-l-l:' R} ‘n>
‘ si astfel structura infrapolinomului o

u coeficientul @, fixat este dati (

2l ’1;,_ i , P’-(z) = P() ),

My 4 Ay A o Ay =
. Derivind si acum logaritmic polinomul P, avem

""k';

Com
1

F=1 2 — 2

tem scrie
" i . e, ¥ 1/<m), atunci pu
| (4.10) P(z) = (—1)%a(2) »> i . - Fem;>11=12 o
| k=005(z, ..., Fh—1 Fppn oo, Bz — Zp) ( )i Nyl ;
. e . . P = — ces B — z’” -___
Vom aplica acum rezultatele stabilite mai sug pentru a arita ci derivaf 1 (2) e n(z 1) =12 — o
unui polinom este in infrapolinom pe orice mulfime ce contine radacinil @— i)™ (g — )
polinomului dat, say admite ca divizor un asemenea infrapolinom [14)
. Notind
TEOREMA 4.5, Fie j 28N :
= 4.11 Q(z) = P'(2)[R(2),
f Pl) ="+ a@p-14 . 4, (B
| 7 )
| I e loale vaddcinile sale pe multimea compacty K. Atunci devivata sq P'(#f unde uy! 1
. Sais este un infrapolinom pe K de gradul n — 1 in clasa polinoamelor de grady) (g )"m"¥ vz )M,
. n— 1 cu primul coeficient fixat egal cu n, say admile un divizor de graduf R(z) = "
| m — 1, care este un wnfrapolinom pe K in clasa polinoameloy de gradul m — ||
‘ ' Il | cu primul coeficient Jixat egal cu m, unde m esto numdrul ydddcinilor distinctfl avem
| (i ale i P(z).

Demo;ns_tratie._a) em
toate rdddcinile simple situate pe K: -

Pz) = (z — 2)(z.— 2):... (2 — é”)'
sifie M = {nhs. Atunci derivind logaritmic polinomul P, obfinem

P’(z):P(z)k L =nP(z)kE M

=1z — 2z =12 —z

unde

M= 1[n, I, =1,

m

QW) =na (i) 2o~ o) = IL z —2), 3= m/n

k=1 % — &

infrapolinom de
5 % voli 1 Q este un infrapo
i 4.4., rezulti cd polinomul ¢ ¢ melor de
gradil 1 o malfimen ), o 3 00 K, b st teorema. este
gradul m — 1 cu primul coeficient fl‘Xat: egal cu #. 4 ol
complet demonstrats. T ; ST T ]
Teorema 4.5 admite si un fel de reciprocd, in sensul ﬁ;a lf)‘ll?r?c:lrﬁl 1c(tai toate
un infrapo]inor;l dat sau coincide cu der1va’zaiaunu1 alt p
radécinile pe K sau este un divizor al acestuia.

. 4 e care se
Astfel vom aminti un rezultat datorat 1‘;; F)EEE?P_?_I aEz"]'II—)I- Molea,
va baza teorema ce urmeazi. Anume daci P(z) =
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. <
incit polinomul P este un divizor al 1] % ® : ‘iﬁ:ﬁ 1<m<2n—r)+1)
: e loc egalitatea

(4.12) R(z) = w(z) kL‘: %,m(z) = (¢ it z) ..

(2 — 2.

TEOREMA 4.6. Dacs Pz) = o L ST A S
Dolinom pe K, caye " Se anuleard pe K, st dacd toate
sint ragionale, atunci existi un bolinom Q cu toate 4
Q' sau coincide cy P, sau admite ca diyizoy peP.

-+ a, este up 1yl

dddcinile pe | asa ing
Demonstratia acestei teoreme poate

~ O b_s.e Ivatia 4.1. Dacy printre numerele Ay care figureazi iy (4.17
existd si Irationale, atunci in general, P nu va fi uy divizor al derivatd
unui polinom cu toate rddicinile pe mulfimea X,

165
INFRAPOLINOAME LINIAR — RESTRINSE

2 , atunci pe baza

je. Daci A & J,(K; a), A(2) y—fq’ iiaeg = fu)f C K

Demonstraje. Daca existd o submulfime fin "$a =1, astfel
emei 2.2, Tezultd cd si numerele pozitive ; cu’ Ed = L,

iwﬂ%=aw“e¢mi
=1 Az

fumercle ), din (4-1]1 particular are loc relafia

5. Bl g,

! =" a(m)
fi gasiti tn lucrarea [14] 5.3) e S

Notdm

[larg f(2)|1x

wvaria

§ 5. Loealizarea ridieinilor infrapolinoamelor i

Vom prezenta acum citeva rezultate Privitoare Ia localizarea ridscf(
nilor infrapolinoamelor r-liniar restrinse,

Astfel, si considerim mulfimea Pyu(e’) a infrapolinoamelor 1-liniaf
Testrinse pe K si fie Pu(e) mulfimeq polinoamelor de grad cel mult

care verifici conditiile Omogene (2.1). Deoarece rangul matricei o este egal
Cu 7+ 1rezultici existi un minor :

Rorg  Kop, ... %op,

(5.1) Bri [ 0 B s,

Ork, Oppy v &

unde0 < %, Sh<...g k, < n. Definim un polinom

B(z) =byzn—*e + by + 5, 4z
ai cdrui coeficienti b, se determiny din (2.1), iar 2 este cel mai mic numsr!
intreg nenegativ, diferit de 4 — ko, n Toky, L5 Iin —k,.

TEOREMA 5.1. [10] Dacy compactul K confine ¢
Duncte 5i 4 IuK ; &), atunci Q, fiind unghinl sup .
K din punctul z, aye lo inegalitatea :

el putin n—y 41
are se vede mulfimea

(52) QOI+Q9,+---+Qen+Qﬁx+Qﬁn+"'+Qﬁn—k,>n

)

unde 0, sip, sin respectiv viddcinile Iu; A st B,

ultd ca

e
5.4) H T

] >
Zm

Insd avem evident

o B
”agA@

J = [latg B(2) — arg 4(2)[],,, <

llarg B(z)|+| arg A(2)|1z,, < [larg B(2)|1z, + [larg 4A(2)|]z, <
< [larg (z — By)ilg, + .- + [larg (z — Bur )1z, +
+ [larg (z — 8))|1z, + ... + [larg (z — 8,)|1z, =
=04 + Q4+ ...+ Qf + Qb + Qi+ .+ D,

i in punctul z.
unde prin Q; s-a notat unghiul sub care se vede multimea Z,, din p

. - : i inind
Deoarece evident Q; << Q,, pentru orice z, din ultima relafie, t
seamd de (5.4), avem '

Qe +Qe,+.-.+QO”+QBI+"'+QB”_)%>7T:

$i teorema este demonstrati.

] f inte importante.
Din teorema demonstrati rezulti acum citeva consecing P
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35

. . . . ltimga K (cm’e
) . n o oeficienti fixafi, pe mulf
Consecinta 51, pus Af2) = 2" 4 A1 4 e L olinoamelor cu P”mzlizluiézﬁl)ks;l){z) #~0, &K, atunci 6, 9, ..., 6,
R TET it S + a, este un mfrapolinom krestrins pe milfimea REO el pufin n — :

confine cel DPutinm — —l—”l Puncte) si cave my se anuleard pe K, atuncs Doy onliie cc o

Afr el em
' iddcing Wiind raddcinile sale, av
orce grupare de kA 1 riddein 0, 0,, ... f

(5.5)

, ng avem

Q4 Qo, + -+ + Qo + 7o > 7,
. . .o B . . o ; K.
R i Q"m Qe de Q. este unghiul sub carve se vede din ovigine multimea
QiIne o |

Intr—adev{u', Iuind %y =1, ;= 0, ¢ 2= 51 oy = 1, o =

— il o - — 1, ao = 1]
: ; : . " adicd (¥ fntr-adevir, punind age=1, a,=1, o ”_Istull’ % :If"(})i-kaVem evident
<o Oy = A, obfinem mulfimea infrapolinoamelor j- restringe, adicd ; o =A,_ 1, ooy = An-pqy1 $1 TE 00 ;i%i se poate verifica
timea infrapolinoamelor In clasa polinoamelor de gradul » cu primii % Lo =4, “ﬁ:rz Boe 0, By =n—Fk 41, ..., k=
coeficienti fixafi. Bvident cd In acest caz A, = det (8) #=0 51 de aceeq i\, =0 pen 0

=) = = = = 2 olinomului B,
0 : = 2F. Tinind seami de forma p

(2.1) rezults ci| by =0, by=0,., oy iy , lar 0, deoarece in aclll 10] ca isnl ?ec;j{ctéc?z eBiz(ft) if it 5.5 | | i

caz k, ). 44 . By = k. Prin urmare polinomul B dj 1 TeOke_‘(-;orelﬂa_ : leasi Teoreme 5.1 se poate stal?ill repg.r!:lz%rea radicin

i i i | 'infra:ipg?irn(}ma?eigfadulncukcoeficienti fl);a’;1,,pe sarite’’.

ainui ]

B(z) = 1.

. 0% fimea K
;. rapolinom pe mulfimea K |
0). Dacd A\ este un infrapol lov cu coeficientii |
i TEOREMA 5.2. _[1 in clasa polinoame ¢ h
Din Teorema 5.1 rezuity (care conpine cel pupin n — —I—_l ﬁungf()a;i oy (5 #0, 2z g K, atunci 0, |
G = Ak,,.J akl = Akx’ bt ak’ == ky

Qo, + Qq, + ... + Qy > . 0. 0, fiind rdddcinile sale, are loc ralatia
n Dy v 00y »

Insa cum orice divizor D allui 4 de gradul p

A + 1 este un infrapolin
k-liniar restring Pe K:D g7, +1(&; B¥),

ol (5.7 Qo+ O, + - + Qo + P > 7
unde pe baza relatiilor (4.3).

l 00 1 B()] - == ‘3 > |

0k — “ U ?b 4 Y t —— i " k .

-+ X ) ) k V(] k‘ ey n rd
%d@ 3St6 Cel mai ’WM:C numa %e%egdt'w dlx‘fg (2 d@ n 0 )

, » 5 +1—= i 4 ——-1 OCk == 1, s e ey “yk’—

12 : B] k = “ 1)6m‘()nst7 ati@. Daca luam mn matrlcea oL .. ko ) 1k . i

620 = 62, ‘3] = e , ﬁ ‘1. : 3 V = 1 Oy = 1 OC’] = A, oy O, = Ak ) atunci se constata cu llsll]:lnta ca $1‘

, : o ] i 1 T orema 5-1 are fOI ma
( Ollnomul B care flg
! ’ / ! . 2,k+1 = m acest caz p Ureaza In &

B(z) = 2?,

;) - u]_ui B i TeO-
unde p are semnificatia din Teorema 5.2. chl% foggieg)am;g?; demor?stratii-
rema 5.1, rezultd imediat relatia (5.7) si as e. i. joacda un rol privilegiat,

Este interesant de observat ci termenul 12]13@1 ljoifﬁnérul coeficientilor
cdci daci a, se fixeazd, atunci g =1 i depin te {fi?vca‘c atunci p = 0 i re-
consecutivi ”diu urmi fixati. Dacd insid a, ﬂf‘} es:c goeﬁcién?ii- '
latia (5.7) nu depinde de ordinea in care s-au fixa

In cazul unei singure restrictii de forma

Intrucit polinomul B ce figureazg in Teorema 5.1 trebuje sd fie dif
Pr+ 1(B*), rezalty oy si in acest caz B(z) = 1. As

= tfel, aplicind Teoremn
5.1 acestui polinom D, rezulti cj '

2

’Q90+Q61+... —}-Qek>ﬂ?

| =0,
(5.8) Uoly + oy + ... + a,a, = 1, unde X a,| 7=

Consecin ta 5.2. (warsh J. L. [25]). Dacg D(z) = = a,2"1
~+ a, 2k - Y. PREY L DU + A, este un mfrapolinom in clas!

it

Teorema 5.1, se enuntd sub forma urmitoare:
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K este reald, iar matricea o este de

Demonstrafie. Dacd mulfimea _ iar .
eoremei 2.2, existd o submulfime X, =

Conseci
nta 53. Dacg
g . Daci 4 .
5 19 0 este un infi -
ald, atunci pe baza T

K care conty ; i
( tine cel pyy rapolinom O-liniay resty)

il . 8 Fiind vidse; - 1 puncte) s
3 eees radécingle ) Stcare nu se gn, il re
- sale, aye Joc inegalitateq - uleazd pe K, atuif Sil';liﬂeé K astfel incit daci 4 &7,(K; «9) atunci rezultd ci A,e9,(X,: 9.
.9) 'arﬂj z:tﬂnCi pe baza Teoremei 2.1, rezultd ci originea 0, & GJ,,,M, ori-

bare ar fi 4" & Py ().

Prin urmare, numerele reale

_ A () A (%) A
A(xj) [4 (%)) 12

- w
71:-—-9.0, dacs e, =0, ot =1, VkE{O ;
1 vee, H— 1

wy,

elor clasice, adicy
! , adied
n Teorema 5.3 rezulty inega;liiaft?:na 4

Qo, +-Qp - . .. + 0= w

nu pot fide acelagi semn.
Suficienfa rezultd din aceea ci daci un polinom real
A(x) -0, x=K, verificd condifia cd pentru orice AgP; (o)
(6.1) sint de semne contrarii, atunci rezulti ci 0, € W = Xy, 51 din Teo-
rema 2.1 rezultd ci A este un infrapolinom pe X,, deci §i pe K.
Se poate demonstra [12] urmétoarea

1EOREMA 6.2. Dacd matricea of este reald, atunci orice infrapolinom

4 & P(a),
numerele

in Conseci o
Bt B seciltacgz, rezultd [107, 3n partio uf}lu de definiti
i By o ddicini P ar, per ' € !
fixat, verificx inegalitaiaejaicme oricarui i11frap01in01;fn:éuu°; % @ 0-liniar restrins A pe o multime compactd reald este real.
: S |
Din Consecinja 5.3, rezultd imediat cd daci matricea «® este o matrice

reald, iar multimea KC R, (K C R_), K 3 0, atunci toate ridicinile infra-
polinomului 4 sint situate in cel mai mic interval care contine mulfimea K.
Alte rezultate privind infrapolinoamele reale au fost date in lucrarea

noastrd [12].
Observatia 6.1. In cazul infrapolinoamelor algebrice ipoteza

etivatel unui polinom s de neanulare a infrapolinoamelor pe mulfimea de definifie nu este esen-
nomului, U tiald, deoarece in caz contrar se poate lua un divizor al acestuia catre nu se
anuleazi pe K. Cazul cind toate radicinile polinomului sint pe multimea K

este un caz banal, cici orice polinom care are toate radicinile pe K este un

Qi >n —q, Viell, 2 ... n}
€€ Teprezinti un rezultat 4 lui warsy y [25]
. L .

In sfirsit g;
EltJ d]n Teo .
teorems ; Tema 4.5 si ¢ :
d a lui Lucag — GAUSS, cz. ré?llél_sceixcii?g ad5_3’ rezultd imediat celebrg

situate in invel
nvelitoarea ¢ e
onvexa a radicini
cinilor poli

G. I " 3
§ 6. Infrapolinoame reale infrapolinom pe K.

In cazul cing .
mulfim
asem = €a com 3
enea reald, se pot pupe ip glfCta K este reals, jar matricea o este g
este del

identd proprietifi pof
i 1,101, Vom prezenta g ILINEAR RESTRICTED INFRAPOLYNOMIALS

cele ce Urmeazi cf L
ma (5.8). citeva dintre acestea fn cazy) unei singur
€ restrictii de for-
A GQE‘?:C%MAA{?—I). Fie KCR (K ¢ AlinG ok SUMMARY
. . > Al%) =0, x €€t putin n ;
$¢ suficient sd existe 7 S, Pm.m’." ca Aeg . T 12 uncte) §1 Tet K be a compact set in the complex plane, S conti-
+ 1 Puncte dist " (K, cc) este | P p P Por P21 P
vheLe » este mecesar| nnous on K functions and P(af; @) the set of generalized polynomials
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