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1. Introducere '

In lucrarea de fatd vor fi prezentate unele consideratii ce constituie |
anumite imbunitatiri ale rezultatelor obfinute de cidtre autor in lucririle
9], [10] (vezi si [8)). ' -'

Prima observajie se referd la nofiunea de perioadi a fabricatiei. Tnfe- |
legem prin producfia in serie o fabricatie periodic, la care se prelucreazi ||
un gir de loturi de piese, loturi de altfel identice intre ele, iar prelucrarea I
unui astfel de lot constituie tocmai o pericadi. Si fie dat (Intocmit) pro- 5
gramul de fabricafie al unui lot care se reprezintd cel mai bine cu ajutorul |
unei diagrame Gantt (vezi fig. 1). Intocmirea unui astfel de program [
| este o problemd a programirii (sau planificdrii) in timp a fabricatiei sau |
Problema de ordonantare '
& operatiilor si apartine
domeniului planificirii ope- ~ #9s.nn3
rative,

Pe figura, fiecidrui loc
4¢ muncad (fiecdrei masini
de prelucrare) i este re- M52
“Crvati o axd orizontald
(tlmpul) si operafiile ce se
€Xecutd pe masina respec- opAd op.7  op.4
tiva sint indicate prin nig- #asrt i—t==—'_-;gt-—-—-——*— |
te segmente (ingrosate pe N i |
aXa respectivi). Fig. 1

| 3 = Revista de analizi numerici si teoria aproximatiei, vol. 1, fasc. 2, 1972, ‘
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in acest program, fiecare magind posedd un interval de timp al func-
tiondrii sale; lungimea acestor intervale este

la magina nr. 1: dy =t — 10
3 33 3 2: dZ = t21 - t20
2 i) I 3: d3 = t31 — t30

|
Notam cu r

d = max (dy, dy, d5) sau mai general

(1.1) d = max d,

unde d, inseamnd durata intervalului de funcfionare a locului de muncd
nr. kB si mirimea d indicd durata perioadei de fabricatie, intrucit dupé
decurgerea acestei durate (socotitd de la momentul de incepere a fiecérei
magini, adicd de la # respectiv Zy, Tespectiv fg) procesul de fabricatie
poate fi reinceput, prelucrind lotul urmator.

O alti notiune este ciclul de fabricatie. Durata acestuia este:

3 = max (fu, tar, fa1) — min (10, £20, s0)>

adici durata intervalului in cursul céruia procesul de fabricafie se des-
fisoard. Are loc
|

(1.2) 3= d

Dach durata perioadei se micgoreazd, acest lueru inseamnd cd productia
dintr-un interval dat (de ex. dintr-un an) creste si creste totodatd gi reali-J
sarea valorich a intreprinderii (de ex. venitul net). Dacd durata ciclului®
de fabricatie se micsoreazd tnseamni cid fondurile pentru productia neter-|
minati sint imobilizate pentru un timp mai scurt, cheltuielile legate de
aceasti imobilizare (dobindd) descresc ceea ce echivaleaza de asemencal
cu o crestere a venitului. Asadar, din punct de vedere economic se cere cal
ambele durate si fie cit mai scurte.

in legiturd cu acestea, va trebui si revizuim definifia duratei perioadei!
de fabricatie datd de formula (1.1) intrucit, dupd cum vom vedea mai jos,’
se pot ivi cazuri, unde perioada poate fi micgoratd sub mirimea indicatd
de aceastd formuld.

94 considerim intr-adevir un program de fabricafie reprezentat in
fig. 2.
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0p.3 ‘\ o Magina nr. 1 fugic_’pioneaza

B AN L M N _ ' in intervalele de timp [0, 2)
¢ 72 2 3 4 &5 6 7 8 g fo : [4' 5] 51 [8, 9)’ iar magina

b nr. 2 4n [1,5). Sd presupu-

| nem ci pauzele in funcjiona-

' zea maginil nr. 1 sint impuse

: ' de motive tehnologice. De

g 2Pt opo  opZ ' exemplu, operafia nr. 4 nu
Mg GF-_—,;Q_.——%——W TR EREE] poate fi i.nceputé. inaintea
momentului ¢ = 4, fiindea

Fig. 2 operafia premergitoare (care

e executd pe o alti magind

pe care nu am indicat-o in

1 Tot1; 0p.3 ot2; op3 | diagrama pentru a nu cqml)]l:

mas.ne 2 e -} _ ca reprezentarea) se termind
T N AR abia in acest’ moment. Con-
form definifiei (1.1), durata
perioadei ar fi d = 9. Perioa~

ot lto ltl| otZ  tot] Iot2 da poate fi insd scurtatd in
zzzg%zm ;ﬂ'%"?&!ﬁ 'omp'z 2 modul urmitor (vezifigura 3).

mas.n 1 — : y +
fil A% kA A Operatia nr. 2 o putem

Fig. 3 aseza in intervalul gol [2, 4),

bine inteles nu pentra lot

nt. 1 a cirui prelucrare este reprezentatd in fig. 2, ci a lotului premer-
gitor, cel cu nr. 0. In figura 3 sint reprezentate doult perioade cou-
secutive si se vede prelucrarea integrala a lotului nr. 1 5i cite o parte
din prelucrarea lotului nr. 0 si a lotului nr. 2, durata perioadei fiind de
aceasts datd egald cu 5 (in loc de 9 unitdti de timp). Dupd cum se vede,
ciclurile de fabricatie a loturilor consecutive nu gint disjuncte ci ele se
intrepatrund. De fapt, programul din fig. 3 este in esenfd identic cu cel
din fig. 2, repartizarea opera iilor 1a loturile diferite fiind insd alta. Prin
acest artificiu, am reusit si reducem durata perioadei de la d = 9 lad =5,
durata ciclului de fabricafie 8 =9 raminind acecasi la ambele variante
ale programului.

84 dezvoltim aceastd idee intr-un mod mai general (ideia schemei
ce urmeazi se datoregte d-lui B. SUSSMANN, cercetator la SEMA, Paris).
Existi mai multe magini (fiecare de alt tip) fiecdreia dindu-i-se ce operafii
va executa (aceastd repartizare a operafiilor rezultd din procesul tehnologic
adoptat). Pentru fiecare operafie se cunoaste durata de execufie. Existd
perechi de operatii (ele aparfin maginilor diferite) la care se dd o relafie
de succesiune tehnologicd : cea de a doua operafie poate fi fnceputd abia
dupi ce prima operafie s-a terminat. Pentru fiecare magind se poate ujor
determina durata minimi a executdrii tuturor operatiilor ce-i sint reparti-
zate: aceasti duratd T, (la magina nr. k) este egald cu suma duratelor
de executie a operatiilor repartizate la magina k. Durata perioadei celei

mai scurte posibile este atunci, evident
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1.3 — .
(13 = m,? x T} Procedind astfel pentru fiecare pereche de operafii legate prin relatia
de succesiune tehnologicd, se stabileste programul de fabricafie, cu durata
_ Un program care realizeazi tocmai o perioadd de durati d (1.3 d a perioadei. Ciclul de fabricatie dureazd de la perioada 1 pini la ultima
fi intocmit in modul urmétor : 4 d (1.3) poate erioadi unde mai apar sigetile de legiturd susmentionate intre doud
Tn diagrama Gantt a masinilor, axa de timp a fiecirei . . ] operafil succesive. Aceastd duratd 3 a ciclului depinde de ordinea aleasd la
impartitad in perioade de durata d ((;riginea arbitrara si fi migsini va f asezarea operafiilor in intervalul perioadei. Se cautd tocmai ordinea optimi
toate axele, vezi fig. 4). Intr-o perioadd oarecare (de exe aceeasl pentru de agezare a operafiilor care minimizeazi durata ciclului de fabricatie.
vor fi fixate, in mod arbitrar, toate operatiile — fiecare .Ocef cu lnr. 1) Aceastd problemd este susceptibild la diverse generalizéri. In primul :
masinii cdreia ii apartine. Singura restric‘;fe este ca intervple 1a1;1e = vind, o pereche de operatii ca (6, 8) poate fi pusd in aceeagi perioadd, adicd |
zintd operatii aparfinind aceleiasi masini, si fie disj Ve oyt DI sigeata de legiturd de la op. 6la op. 8 aratd spre stinga si nu spre dreapta
mentului reprezentind o operatie sd ?ie F Ore i IS];{HCte' (i[,unglmea seg- admifind cd a fost realizat — intr-o perioadd de pregitire — un stoc
cufie a acesteia. prCReRala (oo [dutkia €8 [Ca5 tampon Inaintea maginii nr. 3 care executd operafia 8. Atunci, cind urmeazi '
Pe figurd magina nr. 1 este cea mai incédrcatd, ea determinid d s se inceapd cu executarea operatiei nr. 8, se vor folosi piesele din stocul
d a perioadei. Numerele deasupra segmentelor o eratiil o< dr.n ng durata tampon, urmind ca acest stoc odati consumat, si fie reintregit dupd execu-
pejajilior ingica MEEERT tarea operatiei 6 si sd agtepte si fie folosit, in perioada urmitoare, pentru

tareaA de altfel arbitrard, a acestora.
cest program se reproduce, fird modificari, 1 i prelucrarea Jotului urinator, '
Asa cum s-a mai spus, procesul tehnologic stabile§t’e iitrceelaiettllﬁ?itgenoadﬁ: In acest fel ciclul de fabricafie poate f prescurtat si cl, avind loc-tn
de operatii o relatie de succesiune. Fie de exemplu (1,6) o astfel de perech1 schimb o crestere a stocurilor tampon care la rindul lor imobilizeazd si ele
ordonaté. Atunci trasdm o linie de la capdtul (drépt) al intervplelie(i (; un fond, fapt care genereaz? cheltuieli_suplimentare.
la fnceputul (capitul sting) al intervalului 6 (vezi figura). Fie o al ﬁa e : O alti generalizare constd in posibilitatea de a nu alege tocmai durata
de acest fel: (6, 8). Aici, in perioada nr. 1, operafia 8 T, inain fee’re: 1€ cea mai scurtd posibild a perioadei. O perioadd ceva mai lungi face eventual
mindrii operafiei 6. De aceea, linia de la stirsitul operatiei p6 i 1:1'6'5 e{: posibild o scurtare a duratei ciclului de fabticatie respectiv o micgorare
la 1rl1ceputq1 operatiel 8 din perioada mr. 2, operatia nr. 8 din perflo;dg a cantitifilor necesare la stocuri tampon.
ar. 1 aparfini i 5 1ot ' ; R A I =L,

partinind lotului nr. 0 ce precedd lotul nr. 1, cel studiat. fn rezumat, avem trei functii de minimizat: |

2

d — durata perioadei de fabricatie
§ — durata ciclului de fabricatie
o — valoarea totali a stocurilor tampon. |

magnt 5§

fn lucrarea prezentd vor fi discutate doud modalititi de compunere

a functiei economice de optimizat.
in paragrafele 2, 3 si 4 se va alege de 1a bun inceput 4 = @i, unde

.

duin este marimea definitd prin relafia (1.3) si se cere minimizarea unei
combinatii din & ¢i o. In paragraful 5 se va formula cazul mai general al
unei functii de optimizat f(d, 3, o). fn fine paragraful 6 trateazd situafia
cind dintr-un tip de magind de prelucrare existi mai multe exemplare,
cazul in care repartizarea operaiilor pe masini nu mai este determinatd.

in mod univoc de edtre tehmnologia folosita. ‘

mas.nn4

mas.n:d

5 & %

=

maisnn2

2, Modelul nr. 1

mars hrf 1 3 4 40 9
: e s————

Acest model trateazi situatia cind din fiecare tip de magind de pre-
lucrare (loc de muncd) existd un singur exemplar, iar scurtdril duratei
Perioadei i se di o prioritate absolutd fatd de micgorarea cheltuielilor legate
de imobilizarea fondurilor circulante (produciia neterminata).

per/'ocvdq nr v Fei‘{bc.‘/dq nmnz perioade nk: 3

Fig. 4
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Pentru simplificarea tratirii vom alege mérimea unitdfii de timp egald
cu durata perioadei de fabricafie, fixatd prin relafia (1.3). Operatiile de
executat (operatie : prelucrarea de un anumit fel a unui lot de piese identice
pe un anumit tip de magind de prelucrare; mirimea lotului se considerd
a fi datd) sint numerotate, in mod arbitrar, de la 1 la #. Aceste numere
formeazid mulfimea

2.1) Fasli N={L,2 ...n

ce reprezinti mulfimea operatiilor.

Notim cu H = {(z, )} C N X N mulfimea perechilor (ordonate) de
operatii intre care existd o relafie de succesiune tehnologici ; relatia (4, j)aH
afirmd ci operafia j este un succesor tehnologic direct al operatiei 7.

Multimea H este antisimetricd in sensul cd are loc
(2.2) G HeH=(G19) &l

Notam cu J = {(t, §)} € N X N mulfimea perechilor de operatii care
se executd pe aceeasi masinid. Mulfimea J este simetricd in sensul céd are loc

23 GHeJeldal

Momentul de incepere a operafiei nr. ¢ se noteazd cu x;. Daci o ope-
ratie ¢ incepe la momentul x;, atunci existd o operatie ¢ (la alte loturi decit
lotul studiat) cu momentul de incepere %; + k, unde % este un intreg oare-
care. Pentru a preciza sensul lui #;, se va alege un lot oarecare confinind
tcl)ate piesele de prelucrat, iar x; iInseamnd Inceperea operatiei nr. 7 la loful
ales.

Partea intreagd a lui x;:m; = [%;] precizeazd perioada in care are
loc inceperea operafiei la lotul ales, iar partea fracfionard £, = {x;} preci-
zeazi locul intervalului de timp ce corespunde executdrii operatiei (mai
bine zis inceperii acestei operafii) in interiorul perioadei.

Se di timpul de execufie #; a operafiei ¢ care este un numir pozitiv
subunitar (cu scara de timp precizatd mai sus). Se presupune mai departe

ci o operafie odatd inceputd, ea nu se intrerupe pind la terminarea ei.

Se mai presupune ci o magind lucreazd la un moment dat la executarea
cel mult a unei operatii si c¢i o operatie se executd pe o singurd masind.

Se mai face o simplificare. Se face abstractie de timpii de pregatire
(de reglare) a locului de muncd in vederea inceperii unei operatii, precum
si de timpul de control interfaze si de transportul lotului de la un loc de
muncd la urmitorul (vezi lucririle [8], [9], [11]). Aceste simplificari sint
de altfel neesentiale si problema poate fi formulatd in termeni mai generali,
514 ca metodele de rezolvare si sufere vre-o modificare importanta.

102

11
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Alte necunoscute sint:

s;, 1N’
ce indici méirimea stocului tampon pregitit pentru executarea gpera;tlel i,
anitatea de masurd fiind marimea lotului din piesa respectiva. N'CN

este mulfimea operafiilor ce posedd predecesori tehnologici imediafi:

(2.4) N =il S B

Mirimile s; sint prin definifie nenegative
(2.5) s; >0, iaN.
Se mai noteazd cu
(2.6) S =my+ &

durata ciclului de fabricafie (n,: intreg, 0<E<2).

Cu privire la mérimea stoculyi tampon s; mai introducem o restrictie
care pe de o parte va simpl'ifica mult calculele, pe de altd parte aproxi-
meazi mai bine situatia reald. -

Pind acum mérinﬁle s; au fost supuse numai conditiilor (2.-5').vEste
clar insi ci valori 5; > 1 nu au nici o motivare tehnico-economicd. De
asemenea un stoc tampon §; cu 0 < s < 1 este ineficace. irvxt;.-adevar
stocul tampon s; are menirea de a face posibild inceperea executarii opera-

iei 4 in orice moment liber al maginii corespunzitoare de pfelucrare. Daci

%1155. are loc s; < 1, atunci acest stoc nu va asigura neapérat o derulare
nestinjeniti a operajiei, cici s-ar putea intimpla ci la epu:zarea“;toculu}
operatia ar trebui intreruptd piesele din operajla precedentd nefiind inca
sosite. Pentru necunoscutele s; vom admite deci numai valorile 0 §i 1.

Cu aceste considerafii preliminare putem trece la construirea mode-
lului matematic al problemei noastre. Necunoscutele sint:

”{J Ei: 1’ s N
s;, 1N’
precum si
no st Lo

care sa minimizeze functia economica

(2.7) 2 =Ny + Eo + ‘.;, %S¢
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cu coeficientii pozitivi «; dati. Justificarea economicd a acestei forme se

va da in paragraful 5.
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Necunoscutele sint supuse la urmétoarele restrictii:

(2.8:a)
(2.8 b)
(2.8 ¢)
2.8 d)

(2.8 €)

Notdm aici cu

1= N

iae N

1N

1a N

1 & N°

3

{2.9) N° = {t|n; = 7o} C N mulfimea operafiilor care incep in ultima
perioadd unde lotul considerat.mai este supus unei prelucrdri.

~ In afard de dcest grup de restrictii, mai avem de formulat doud conditii.
Prima se numeste condifia de continuitate §i exprimé conditiile care asigurd
derulatea firi intrerupere a operatiilor. Este vorba deci de o relajie intre

fiecunoscutelé %, §,'s ale tnei perechi de’operafii care se afld intr-o relatie

de succesiune tehnologici ((7, j) & H).

:  Modelul trebuie si cuprindad

It

' frei situé’,cii tipice (vezi fig‘_ur'é" 5).

1 Situatia a) este caracterizatd prin conditiile ((7, j) & H)

- (2.10)
mas. nnb .
;. : o
|
mas. nt g !
Ve | ———a

e Pem‘mn'c}'- poriocidd

$j=0

®

raj'—‘rii =1

v

4

(2.18) & —E& =k,
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. Situatia b) este redatd prin

G —E =t —1
(211) nj — My = 1:
iar situafia c) prin
(2.12) g sz 1:

Observim ci din canza condifiei (2.7) restrictia (2.8 ¢) asigurd anu-
larea lui s; la primele doud situatii, de asemenea ci s; = 1 rezultd din
(2.7) s (2.12). ey i AT _ : )

Cele trei conditii le contopim intr-una singura ce confine i semnu
relatiei logice de disjunctie (V) :

S OVE— gt — Ly —m>1Vs> ],

6.j) & H?

Cea de a doua condifie se numeste condifie de inciircare sau de neinter-
ferentd si asigurd ca intervalele de timp [&; & -+ &) ce reprezinta desfasu:
rarea unei operafii gi care se referd la operatii ce se executd pe aceeasl
magind ((4, /) & J) sa fie disjuncte. Relatﬂ:ﬂe confin numal v_a1.‘1a_b1le1§e &

S4 presupunem ci operafia 4 o agezam inaintea operafiei j. Atunct
se pot ivi doud situafii (fig. 6).

fn situatia a) trebuie sd avem
(2.14) L= 8+
in situafia b), la conditia (2.14) se mai adaugi restrictia

(2.15) g4t —1<§

|

perioadd ll .| perioadd petioada I
-

Fig. 6

i 4
| o (N e |

perfoadas

% Virgula ce intervine in interiorul unui termen al disjunctiei reprezintd, ca de obicei,
semnil conjunctiei logice. ]
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conditie ce este verificatd de altfel si in situafia a). Tinind seami si de
posibilitatea agezarii operatiilor 7 si j in ordinea inversd, condifiile de nein-
terferentd vor fi

(2.16) & — & =1, E— >t —IVE —E>t L=t~
[, 7] & J

Formulele (2.7), (2.8), (2.13) si (2.16) formeaz4 impreund primul model
al ordonantérii operatiilor in cazul producfiei in serie; acest model consti-
tuie o problemd de programare liniard cu condifii logice (disjuncii).

Pentru rezolvarea unei astfel de probleme se utilizeazd bine cunoscutul
proceden Branch and Bound (resp. S.E.P. resp. algoritmul lui F. RADG;

vezi [8], [6], [15], [16]). Credem ci nu este cazul si descriem aceastd
metodi, mentiondm doar ci ea revine la rezolvarea unui sir de programdiri
obisnuite, numite probleme fundamentale ale problemei considerate. In
paragraful urmdtor vom arita forma acestor probleme fundamentale,
cum se rezolvd ele si cum se genereazd probleme fundamentale noi din
alte probleme fundamentale deja rezolvate.

3. Problemele fundamentale

O problem3 fundamentald @ consta din conditiile obisnuite ale mode-
ului considerat (restrictiile (2.7) si (2.8)) si din cite un termen din fiecare
disjuncie a unei submulfimi a mulfimii restrictiilor (2.13) si (2.16).

Se dau agadar mulfimile
H,, H,, H, disjuncte doud cite doud si pentru care are loc

(31) HlUquHa:‘HocHi
J1 si J, disjuncte, pentru care are loc

(3.2) JiUJ:=JoCJ

Din aceste mul{imi se deduc urmdtoarele :

H' = Hl U H,
(3.3) J=HUJoUJo
N, = {jl6i, 5) & Hs}

e

3 La aceasti formuld, perechile [4, 7} sint neordonate, adica (i, 7) §i (j, %) se confundid
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Aici mulfimea 4 de perechi de numere este definitd prin relafia

3.4) G Hedel )s A.
Se mai noteazd

(3.5) o {0, (G, 7) & Ha

1, @, 9) € H..
Problema @ are atunci urmétoarea infitisare :

E—E=th (O HaH, UJiU T
g—Ei=th— 1 (i:j)EH2Uj1U]2

(3.6)

(3.7) n—n; >a @) &H
la care se adaugid restricfiile (2.8 a), (2.8 b), (2. d) si (2.8 e):

l0g<E <1
|n &N isN
{7, —m =0
E,— Bzt 16N

(3.8)

si se cere ca functia

(3.9) yo=sa B0t 2, %

iEN,
s3 fie minima.
Pentru rezolvarea problemei Q observim in primul rind cd restrictiile

lui Q se impart in doud grupe: prima contine numai necunoscutele #;,
iar cealalti numai necunoscutele &;.

Vom avea astfel

(3.10) {"" )

ng —m; =0

}ieN

8.11) n—m=ay (7)) el
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cerind ca #, si fie minim (problema Q,) si

(3.12) {0<£"<1 ’.EN
Eh— &=t 1€ N,
(3.13) ==ty (G )e] (—1<b<])

cerind ca &, si fie minim (problema’(Qy).

In vederea rezolvirii problemei (,, se atageaza relatiilor (3.11) un graf
G(N, H') orientat si cotat, atribuind unui arc (i, j') & H' lungimea a; (0
sau 1). Problema Q, este o problemi de potential (vezi de ex. [1], [2] sau
sau [17]) pentru care se cautd aga numita solutie minimd universald (cu
condifia suplimentard »; > 1). Din cauza lungimii 0 sau 1 a arcelor, aceasta
solufie verifici automat prima restrictie (3.10), iar pentru 7z, obfinem

(3'14) N = Max #,.
ieN

Daci problema Q, este compatibild, atunci eventualele circuite din G
constan exclusiv din arce de lungime zero, ceea ce face ca valorile #; apar-
tinind unor virfuri dintr-un circuit si fie egale intre ele. Dacd se formeazd
graful redus G*(N*, H*) allui G (vezi anexa 1), atunci acest graf va fi frd
circuite, a cirui solutie minima universald se obtine foarte ugor (vezi ane-

‘xa 2).

Trecind la problema Qg, relafiilor (3.13) li se atageazd de asemenea
un graf orientat cotat T'(N, J'). Aceste condifii reprezintd si ele o problema
de potenfial care este compatibild dacd $i numai dacd graful T' nu posedid
circuite de lungime strict pozitivd. Daca aceastd condifie este verificatd,
atunci adiugindu-se la (2.13) condifiile & > 0, putem determina solufia
minimi universald a problemei. Metodele de rezolvare, bine cunoscute, sint
iterative. Citeva imbunititiri ale acestora sint descrise in anexa 3.

Dach si numai daci solufia gisitd verificd si condifiile &; <1, atunct
problema @ este compatibila si are loc

(3.15) gy = max (€ + 7).

ieN°

Pentru compararea intre ele a solutiilor diferitelor probleme fundamen-
tale se va folosi functia y din (3.9).

Dintr-o problem3 fundamentald rezolvatd @ se genereazd mai multe
probleme fundamentale noi Q4, Q; (ev. si Qz), dupd cum urmeaza.

La formarea problemei fundamentale Q s-au folosit o parte H,=H,U
U H, U Hy C H din disjunctiile (2.18) si o parte Jo = J1 U J.C J din
disjunctiile (2.16). Solutia obfinutd va verifica si o parte din H\_H, si
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I J, Mulfimile disjunctiilor neverificate prin solufie le vom mnota cu
KCHNH, st LCJ\ Jo Din mulfimea K U L se va alege una din
disjunctiile (2.13) sau (2.16). La restrictiile problemei Q se va adauga pe
rind cite un termen din disjunctia aleasa. Daci aceasta este de tipul (2.16)r
adici cu doi termeni, vor lua nagtere doud probleme fundamentale nol 0y
si Qp Daca disjunctia aleasd este de tipul (2.13), vor lua nagtere trei prqble:
me: Qf, @y si Q5. Observam cd in acest ultim caz, solujia ‘pvrq‘blemei Q4
este identici cu cea a problemei @, insi mulfimea N, folositd in calculul
functiei v (3.9) se va mdri cu un element nou.! , o

n incheierea acestui paragraf vom recapitula pe scurt definitiile dife-
ritelor mulfimi introduse in decursul expunerii

/ N : multimea operafiilor (indicilor operafiilor)
HC N X N: mulfimea perechilor de operatii intre care
existd o relatie de succesiune tehnologica.

JC N x N: mulfimea perechilor de operatii ce se exe-
cutd pe aceeagi magind.

N’ = {j|(5, )e H} CN: mulfimea operatiilor ce posedd
un predecesor tehnologic.

H. — H,\) H,\) H,C H: muljimea disjunctiilor din
’ rU U (2.13) folosite la formarea
unei probleme fundamentale

Q.

Jo=J1UJ:CJ: mulfimea disjunctiilor din (2.16) folo-
site la formarea unei probleme funda-
mentale Q.

(3.16)

"

H' = H, U H,

J =HUJUJo

K C H\_H,: mulfimea disjunctiilor . (2.13) neverificate
' de solutia problemei Q.

Lc JN\_ Jo: muljimea disjunctiilor (2.16) neverificate
de solutia problemei Q.

Ny = {jl(6, j) € H} C N: operafiile pentru care are loc
Si - 1.

No = {i|n; =ne C N: operafiile ce incep In ultima
perioadd in care lotul conside-
rat mai este supus unel pre-

“\ lucrari.
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%. Simplificdri si particulariziri

fn cele ce urmeazi vom ardta citeva parti iz#ri

I articularizi i
prezentat in paragraf}ﬂ 2. Aceste modele pérticularizatensealiezrgfvdﬁelﬁgli
1150:(i solutiile lor dau insd valori y superioare celei y minime obtinutd prin
rezolvarea modelului din paragraful 2. Este vorba deci de soiui;ii aproxima-
tive ale problemei date care pot fi insd practic foarte utile.

A) Prima aproximatie se obfine prin condifia suplimentard
(4.1) s; =0, i N’

{a:dlicla rgpun’;am. la stocurile tampon. Prin aceasti misurd, termenul al
reilea din restrictiile (2.13) se elimind, prin urmare numirul problemelor

fundamentale de r imti

ezolvat se va micsora simfitor. F i icd mini
] L N bl
et $ t unctia economica mini-

(4.2) 24 =1y + &o

va avea in schimb o valoare nu mai mica i inima

. ci decit valoatea minimi a functiei
. . . Ct

z din (2.7) respectiv a lui y din (3.9). a

B) O simplificare §i mai mare obtinem prin restrictia
(4.3) e =mn; =1, 1&N.

Conditiile (2.18) se inlocuiesc de data aceasta cu

(4.4) G—8=>uVs; =1, ()l

ga;rre ?u mﬁnal 1ca reduce numirul problemelor fundamentale de rezolvat
: si problemele fundamentale se rezolvd mai repede, Intrucit lipsesc din
cle necunoscutele #,. O problemd fundamentald va avea forma

‘Zigl_ti\l .
(4.5) & = iieN
Lzt Gel

si se cere solufia minima universald a acestei probleme.
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Dach ea existd, obfinem

(4.6) £, = max (§ + %)

ieN

si marimea de comparate a diferitelor probleme fundamentale va fi

(4.7) 25 = Eo + 2 %

iEeN°

Mentiondm cd in cazul B) multimea H, din cea de a cincea formuld
(3.16) este vidd.

5. Modelul nr. 2

fn acest model mai general, nu mai fixim apriori durata perioadei
la cea minimi posibild, pe considerentul cd nu este exclus cazul cind la o

4

perioadad ceva mai lungd, economiile obtinute prin scurtarea duratei de
imobilizare a unor fonduri legate de fabricafie neterminatd si contrabalan-
seze diminuarea venitului net datoriti prelungirii perioadei de fabricatie,

adica datoritd micgordrii cantitatii productiei. Functia economicd de opti-
imizat este deci funcfie de d, 3§ o . Sivedem forma acestei funcfil.

Vom introduce urmitoarele notafii:

T: o duratd fixd (de ex. anul)

d: durata perioadei de fabricatie

§: durata ciclului de fabricatie

v preful de vinzare a anui lot de produse

u': cheltuielile directe (variabile) pentru un lot (salasii direct productive
si materii prime)

o'+ cheltuielile indirecte (constante) : regie — pe unitatea de timp.

G :Z 1:$; - valoarea totald a stocurilor tampon (y: > 0)

8 : rata dobinzii pentru fondurile imobilizate
% coeficientul duratei medii de imobilizare (0 < < 1).

Aceastd ultimi nofiune cere o explicatie mai detaliats. Cheltuielile
directe pe o perioadd (u') nu se cheltuiesc deodata ci repartizate pe durata &
a ciclului de fabricafie. Durata medie de imobilizare a acestor fonduri pind
la recuperarea lor (sfirgitul ciclului de fabricafie resp. vinzare) o vom
considera ca o parte, o fractie din durata ciclului: Ad. Prin urmare dobinda
pentru imobilizarea acestui fond va fi: YR
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%1 acest fel obtinem diferite sume partiale din care se compune venitul
net (pe an) al intreprinderii.
;T . numirul perioadelor pe an;

9 = : suma Incasérilor pe an;

1

u' = : cheltuielile directe pe an;

&n-]&'l'i

8A3%' : dobinzile cheltuelilor directe pe o perioadd;
'[37\8%’% : idem pe an;

u" T cheltuielile indirecte pe an;

BAd?u'’ : dobinzile cheltuielilor indirecte pe o perioadd;
Badu’'T : idem pe an;

Bod : dobinzile pentru fondurile imobilizate prin stocurile tampon, pe o
perioadsd ; ‘ ’

BoT: idem pe an.

Venitul net anual se calculeazi din aceste mirimi fiind egal cu
T[l == —Eljl — ' — Brdu”’ — Bc].

Funcjia economicd, de maximizat va fi atunci

(5.1) | =220 @+ 3 ws)

- a ieN’

cu coeficientii dati

'A _v= u

ﬂ)\%"
’
(5.2) {B=2
u/l

Formula (2.7) rezultd de aici imediat cu d =1 §i 8 = 1y + &
ij_:t afara functiei economice, restrictiilg, problemet suferd si ele o usoard
modificare. Pentru momentele de incepere a operafiillor vom scrie:

(5.3) %; = d(n; + &)
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si in locul formulei (2.6)

Conditiile (2.8) devin

1; & N. )
3 } ieN
0=8<1
(5.5) s; =0, 1aN'
ny —m; =0, te N
EO~E€>%;£GN°'
: Conditié, (2.13) se transformé in
(5.6) ‘ .
Z;‘—Z;}'r%,m—m—?OVEj—E.-}j—l,m—m>1st>1,
| G ) eH
si conditiile (2.16) se modificd in
i i 11 t;
T R AL LS G-tz b
ol =y

Funcfia economicd (5.1) se transcrie in
(5.8) = & (g Bo + & + 2 isi) ¢ maxim!
4 iew

Problemele fundamentale, rezultate din acest sistem de restrictil,
nu mai sint probleme de potenfial, ba tici nu mai sint liniare. Pentru rezol-
yarea lor, ele pot fi considerate ca probleme iie _programare (de.poten‘glal)
parametrice, cu parametrul 4. Atuncl urmeazs sl se rezolve un §it de astfel
de probleme, cu diferite valori pentru d, solujia definitiva aproximindu-se
prin acest Sir de probleme cu orice precizie doritd. !

1 acest scop este util sd se stie mai mult despre alura funcfiei:
Winae(d). O Temarcd in acest sens este

(5.9) lim Wgax = —°°
300
6 — Revista de analizd numericd si teoria aproximatiei, vol., 1, fase. 2, 1972,
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Pentru determinar ii imi ] i :
i ea valorii qiop, ce maximizeazd functia @Wmas, metoda
expusi in lucrarea [14] poate fi utila.

6. Mai multe masini de acelasi tip

Metoda ce urmeazd a fi prezentatd este aproximativi, inséd poate furniza
rezultate apropiate de cea optimd. Ideea de bazi constd in aceea ci opera-
tiile destinate unui anumit tip de magini de prelucrare — repartizare deter-
minatd prin procesul tehnologic — vor fi repartizate pe exemplarele tipului
de magind Inaintea inceperii intocmirii propriu zise a programului. Aceasta
repartizare constituie agadar primul pas la intocmirea programulﬁi opera:—
tiv. Repartizarea se face in modul urmator:

Pe un Hanglmit tip de masini de prelucrare din care existd m exemplare
urmeazi si fie executate v operafii ale cdror timpi de executie formeaza

multimea T = {t;, &y, . ..., i}, Se cautd o partifie in m mulfimi a lai
(6.1) T 2T
k=1
care si minimizeze mirimea
(6.2) S* = max S,
k=1 m

unde s-a notat cu

6.3) S, =t

tieTk

O astfel de repartizare a operatiilor intre exemplarele diferitelor tipuri
de magini va minimiza cu siguranfa durata d a perioadei de fabricafie, Insa
nu asigurd optimizarea functiei economice z din formula (2.7) resp’ectiv
a lui w din (5.2). Obtinem o solujie aproximativi care poate fi insd destul
de aproape de solutia corectd, optimi. N o 1 g [ " b

Pentru construcfia partifiei ddm in cele ce urmeazi o metodi care
este 5i ea una aproximativi, euristici. Fste insd posibil ca acest algoritm
sd se preteze unor imbunitatiri respectiv completdri prin care totusi si se
ajungd in fiecare caz la solutia optima cautatd. '

Se di girul dsr numere 1" = (fy, &y, ...:, §,) ordonat necrescitor. Se
poate presupune cd f; sint numere naturale. Notdm cu

E
(6.4) S =34
=i
s
(6'5) M = -§-.
m
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fn vederea construirii submulfimilor T,C T se vor separa Intii
elementele #; pentru care are loc

4 = M.

Tiecare din aceste elemente formeazd el singur cite o mulfime M,
fn cele ce urmeazi notam cu [x]’ cel mai mic numir intreg care nu este
mai mic decit numirul x. Vom alege numarul

(6.6) P = max ([t,], [M]).

O submulfime T se formeazd tn continuatre din cel mai mare numar
t, & T inci nefolosit ; 1a acesta se adaugi urmitorul cel mai mare numar
aT

t (de asemenea incd nefolosit) pentru care are loc
b+ 4 < P.
Se procedeazd in acest fel mai departe, respectind totdeauna condifia
(6.7) Sy =2 t <P

teTh

Pe urmi se trece la intocmirea submulfimii T',,,. Daca s-att construit
toate submulfimile T cu Sy < P i incd an mai rdmas elemente f; ne-
folosite, urmeazi o procedurd de completare. Anume cel mai mare din ele-
mentele rimase nefolosite se adaugd la submultimea T, avind cea mai
mica sumd S,. Acest procedeu se continug pind ce toate elementele din 7'

au fost repartizate.

Se dau in continuare citeva exemple ilustrative.

Exemplul nr. 1.

T = (10, 10, 10, 8, 8, 8, 7,6,6, 4,81, 1) v=13 $=82 m=3
M = 27,33 P =28

T, = {10, 10, 8} S, =28

T,=1{10, 8,8 1, 1} S, =28

T, = {7, 6, 6, 4, 3} Sg = 26, solutie optima
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Exemplul nr. 2.

Acelasi T, vsi S;m =6 M =13, 67 P =14

T, = {10, 4} S, = 14
T, = {10, 8, 1} S, = 14
Ty = {10, 1} Sy =11
T,= {8, 6 S, =14
Ty={8, 6 S, = 14
T, = {8 S¢e =38

A rimas nefolosit elementul 7. Procedura de completare 11 adauga
\ _ s ! ugd 1
T, si se obtine T¢ = {8, 7} S;= 15 = S5*. Solufie cI))ptimé. S
Exemplul ny. 3.
T =(11, 10,9, 7,5, 4, 3,2 v=8 §5=51
S

T, = {11, 5} , =186
T2 = {10’ 7} Sz == 17
T, =19, 4, 3; 2 {Ss:w

S! = 18,

nu este solufie optimi. O astfel de repartitie optimd este

T, = {11, 4, 2}
T, = {10, 7} S, = Sy = Sy = S* =17,
T, = {9, 5, 3}

Observatfie Pentru ordonanfarea operatiilor in cazul productiei
de unicate sau serie micd, existi modele gi metode de rezolvare care se
bazeazd in majoritatea cazurilor tot pe proceduri de tip Branch and Bound.
Problemele nu sint prea dificile in cazul c¢ind fiecare magind de prelucrare
este de alt tip (vezi [6], [18]), devin insd foarte complexe, cind existd mai
multe exemplare din acelasi tip de masind ([4], [7], [8], [12], [13]).

_ Metoda de repartizare prealabild a operatiilor pe diferitele exemplare
dintr-un tip de masind reduce problema ordonantdrii studiate la cazul mai
simplu cind din fiecare tip de masini existd un singur exemplar. Hste o
metodd de rezolvare cu aproximafie, dar poate fi foarte utild.
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Anexa nrv. 1

“Un graf orientat se numeste lare conex, daci de la orice virf al sdu duce
un drum spre orice alt virf din graf. O componentd tare conexd a unui graf
este un subgraf maximal tare conex al grafului considerat.

Urméitoarele proprietdti sint evidente:

— orice virf dintr-un graf tare comex face parte din cel putin un cir-
cuit ;

_ dach un virf dintr-un circuit aparfine unei componente tare conexe,
atunci toate virfurile circuitului aparjin acestei componente ;

— orice graf confine cel putin o componentd tare conexa ;

— virfurile componentelor tare conexe ale unui graf constituie o par-
tifie pentru mulfimea virfurilor grafului.

Din graful G se poate deduce un alt graf G'(N’, H') numit graful redus
al lui G, cu urmitoarele proprietdfi:

_ tutre virfurile lui G’ §i intre componentele tare comexe ale lui G
existd o corespondentd biunivocd : fiecarui virf 1 & N’ 1i corespunde o
componentd tare conexd G;(N,, H,) din G si invers,

_ fie dous virfuri ¢4, j & N’ din G"; In graful redus G’ existd un arc
(1, /) & H' daci si numai dacid in componentele tare conexe G; respectiv
G; “— ce corespund virfului ¢ respectiv j — existd un virf « & N; respectiv
un virf p & N; in aga fel incit sd aibd loc (o, P) & H.

Este evident cid graful redus este férd circuite.

Indicim un algoritm foarte simplu ([1]) pentru determinarea tuturor
virfurilor unei componente tare conexe, ce congine un virf ¢ & H dat.

— virful ¢ se marcheazd =+,

— orice succesor al unui virf marcat cu 4 se marcheazd -+ ;

— orice predecesor al unui virf marcat cu — se marcheazd —;

Mulfimea virfurilor marcate cu 1 constitule componenta cautata.
Acest algoritm permite gisirea tuturor componentelor tare conexe ale unui
graf, deci §i construirea grafului redus.

Anexa 2

Virfurile unui graf fird circuite pot fi aranjate (clasificate) pe nivele.

I,a nivelul nr. 1 se gisesc virfurile fard predecesor (acest nivel nu poate fi
vid la un graf fra circuite). La nivelul &> 1 se gisesc virfurile avind toti
predecesori la nivele inferioare cel pufin un predecesor aflindu-se la nivelul
k—1.
S% considerim problema de potenial in forma simpld care intervine
tn lucrarea de fatd: necunoscutele zx;, ieN={1, 2, ...., n} verifica

restrictiile

4 2.1) {x" Zall: o
%— % >a; G ) E€HCNXN (a5 & R).
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S4 presupunem cd graful G(N, H), atagat problemei nu are circuite
si virfurile sale au fost aranjate pe nivele. Nivelul nr. % conjine ca virfuri
formeazi o partitie a lui

elementele submulfimii N, unde N, Ny, ...
N.

Solutia minim# universald se obfine prin determinarea pe rind, in ordi-

nea mnivelelor, a necunoscutelor.

Pentru necunoscutele atasate virfurilor din nivelul 1 se pune:
(4. 2.2) %, =0, 1 &N,

Ia determinarea necunoscutelor atasate virfurilor de pe mnivelul Z,

necunoscutele aparfinind nivelelor inferioare au fost deja determinate.
Are loc:

(4 2.3) %, = max (%, +a,) &N, (k>1),

rcP(i)

unde mulfimea predecesorilor virfuluiis s-a notat cu P(7).

Tn cele ce urmeazd se indici un algoritm simplu pentru determinarea
partifiei in nivele a virfurilor unui graf fird circuite ; credem cd acest algo-
ritm (cel putin in aceastd formd) nu a fost incd publicat.

— Toate virfurile fird predecesor se marcheazi cu 1;

_ Orice alt virf va fi marcat, daci to}i predecesorii sdi au fost marcafi ;

dach marca cea mai mare a predecesorilor este &, atunci virful in cauza se
marcheazd cu k4 1.

Anexa nr. 3

Determinarea solufiel minime universale a unei probleme (A 2.1), daci

graful atasat posedd circuite, se face cu metode iterative. Iatd un astfel
de procedeu:

Ca primi iterafie se porneste cu
(4 3.1) WM =0, isN.

Si presupunem ci s-a obfinut cea de a ¥ —a iteratie. Iteratia
a7+ 1—a va fi atunci

(4 3.2) Y — max (¥ +ay), iaeN

SEPi)

unde P,(5) = P(3) U {z} si s-a pus a;=0, 1 & N.

11—102
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Daci problema (A 2.1) este compatibild (graful atasat problemei nu
admite circuite de lungime strict pozitivd) atunci dupa cel mult #»
interatii (r < m) va avea loc

(A 3.3) A V=4, ‘&Nl

%n cazul contrar, problema este incompatibila. Existd mfd mtg.lte posi-
bilitati de a accelera procedeul iterativ descris aici, Vom arita clteva din
astfel de metode. :

a) Dacd cunoagtem un vector £, 1 &N ce verificd numai o parte din
cel de al doilea grup din conditiile (4 2.1) atunct ca solutie de pornire putem
folosi in locul marimilor x{’ =0 din (4 3.1) §i mirimile

(4 4.3) W) =t, iaN

ceea ce accelereazi in general calculele.

b) S& presupunem ci 1a iterafia  + 1 — a, s-au calculat deja primelle
4 — 1 componente: P G G S xﬁ'_ﬁ“ I_-&tunci, dacd pentru determi-
narea celei de a 4 — a componente, intervin i componente cu nt. de ordine
mai mic, valorile acestora vor fi folosite din iterafia 7 + 1. Notm.d cw
P_(3) mulfimea predecesorilor virfului ¢ din graful G atagat sistemului

(4 2.1), predecesori al ciror indice j este mai mic decit ¢, iar cu P_(4)
restul predecesorilor virfului ¢ inclusiv pe acesta, adicd

(P-6)={lG, ) e HBNAL2 - i — 1
i P.(5) = Pofi) — P_0)

vom folosi sistemul de valori

(4 3.5)

(A 3.6) A = max [max (x¥+Y 1 ay), max (29 + ax)], 1 € N.
s€P_5) seP ()

Misurd in care aceasti metodd reduce volumul (_:al’cglelo.r vdf:pmde de
ordinea in care componentele x; vor fi caleulate. O indicatie utild in aceasta
privintd ne poate da cea de a treia metodd.

o) in primul rind se va arita o metodd cu aju‘.corul cireia un graf
poate) fi dels)compus in doud grafe parfiale Gy(N, H ) si Go(N, Hp) gndef H,
si H, constituie o partitie a arcelor din H si unde grafele G, 51 G, sint fara
circuite. ‘ .

9% facem abstractie pentru moment de orientarea arcelor din graful
G, deci le considerdim ca muchii. Le dim o noud onentarelpnr}’trv—ur_l procedeu
pe care-l vom -explica mai jos, obfinind graful G'(N, H ), férd circuite. in
acest scop, alegem un virf oarecare ¢ §l dam muchiilor incidente orientarea
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spre exte?or, dupi care marcdm virful 4. Urmind orientarea acestor arce

ajungem la alte virfuri; aici de asemenea se va da muchiilor incidente ce

fcliu 51Sn1: mga 0}'18]11':3.1;&, orientarea spre exterior si se va marca virful respec-

inZidei ;e d Ec%a prin aclfs;c procedeu ajungem la virfuri ce pot poseda muchii
neorientate sau arce orientate spre interi ici

inci : erior, nic

incidente spre exterior. P S

_ Demonstrdm af1rma;1:ia cd din virful 7 marcat nu putem ajunge la virful
4 care posedd in aceastd fazd un arc incident spre exterior.

) tSa presupunem cd j nu este marcat. Atunci el nu poate avea arce inci-
ente spre exterior, cdci astfel de orientéri se fixeazd dupad o marcare

w Ea presupunem ci j a fost anterior marcat (fnaintea marcirii lui 7);
o ocazia mam?u} lui j muchia [7, 7] a objinut orientarea (7, 7). Prin urmare
1 })a marcarea lui ¢, nt1 mai ajungem la 7, Intrucit arcul ce leagd aceste doud
virfuri posedd orientarea (4, 7).
in consecinii, prin i i
1 , procedeul descris, nu i ici a
i , vom Inchide niciodatd vreun

S 11 2 t g ) )

Crafele ciutate G(N, H,) si G,(N, H,) se obfin atunci prin
(4 3.7) H,=HQNOH si H,=HQNOH".

Sistemul S de inegalitati din (4 2.1) se descom i el in doud
_ . e : 2. pune si el in doud sub-
fllrsr';e;ggr.u ig'l cu (4, j) € Hy i Sp cu (4, §) & H,. Procedeul de rezolvare este

Dete%'minéim solujia minimd universald a sistemulhi S; (formulele
(4 2.2) si (4 2.3)). Notim aceastd solufie cu 2", i & N. Pe urmd deter-

mindm solujia minimi universald a sistemului .
A ului S, la care s- -
trictiile » la care s-au addugat res

(4 3.8) x> 24", iaN.

Solufia se obfine cu ajutorul unor f Ani
4 20) S ih 28 i ormule foarte asemindtoare cu
X, = ,2'5;1), = Nl
x; = max [2\", mazx (%, + a,)], i SN, k=28, ...
seP(i

(4 3.9)

obfinind in acest fel solutia 2P, i s N.

Prin rezolvarea alternati a sistemelor S, si i 4 si
Prin rezc : i . si S, folosind totodatd si
isolu’,cnle din iterajia premergitoare ( in sensul formzulei (4. 3.9) obtinersn
in cel mult # pasi solufia problemei, dacd ea este compatibild.
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VERBESSERUNGEN DER ABLAUFPLANUNG IN DER SERIEN-
PRODUKTION MIT PUFFERBESTANDEN

ZUSAMMENFASSUNG

In vorliegender Arbeit wird der Begriff der Herstellungsperiode einer
tieferen Analyse unterzogen. Es zeigt sich dass dieser Begriff verbessert
werden kann. Die neue Definition zeigt auch neue Moglichkeiten der Ablauf-
planung, mit erhohter wirtschaftlicher Wirksamkeit.

Es werden mehrere mathematische Modelle dieser Problemstellung
aufgestellt, wie auch die entsprechenden Ibsungsmethoden.
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