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Se va nota cu (z4lB) produsul scalar al matricilor A çi B

(AIB) : D o,¡b,¡.

CERCETÄRI PRIVIND PROBI'EMA TRANSPORTULUI I

Demonstrøliø se scrie

(AIB): (A,,*alB, * b) : ('41lBJ + þl'4J * (alBJ * (alb) :

: (/11.81) + b(ALll) | a'(B1ll) ¡ øbmn' 7

1.3. N ul,-m'atrice
Def ini!ia 1'3'1' FieAaJ/t(m'n)

au l,oc d'ø!ül'e:

A se numeçte nul'-møtri'ce d'acã

-A(A) eJlLo, e.(A) eJllo

Vom notø @(ro,n): {010 e J/Lþn'n)' e' (0) a J/¿o' '8' (0) e JlLo}

PropoziJial.S'7.Dacã,0esteonul-møtrice,a.tunci(0|r):0.
Denrcnstrø|iø se reduce 1a aplicarea plopoziJiei 1,2,1. t

Prop ozi|ia 7'3'2' Fie A' B eM' Atunci A - B çi B - A sî'nt

*'*lllä,nnstrøtiø 
@(A - B) : @\A) - @(B) e JlLo çî -,,(A - B):2(A)-

- 2(B) e JlLo.

Prop ozilía 1'3'3' Fie A'.BeM' Atwnci existã' 0¡'0" d'oud'

*urìriniri "*;tì'i 
''ä 

À'"+ e^ - B çi B | 03 : A'

Prop oziiia 7'3'4' @(m' n) este un sþøliu uectorial' þeste corþul'

R al' nunierel,or reøl'e'

uÏïffît""' '?"Y;l!e
c nu1-matricei 0 este

-1.0. I þ.) P-t,,
(n-Vom construi un çrr Particular de m|-matrici (M unde r:

:(rn-l n -1) Þ se va scne sub forma Þ : (þ-1) 1) * ø unde

þ: 7çiq : r:l=1. Definim astfel matricea Mo:

(t) Mt: M1¡-t11r,-t¡rq : llÐ 8Í - ¡f ¡l*t - àî*tÐÍ + 8f 
*'3f +111"" 

n

unde Ðl este simbolul 1ui Kronecn* t;: {å :;:.

Proþozilia 1'3'5' Møtricit'e (l)' þentru h: l:l forrneazã' o bazã þen-

tru sþaliul' @(m,n)'
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Matricea a cärei componente sînt toate egale cu # se va nota: x. Ast-
fe1 1 este matricea llTll*,*, iar 0 este matricea ll0ll*,".

Semnul I va simboliza sfîrçitul unei demonstrafii.

7.2.Doi oþeratori d'e comþrimare.
D ef i nijia 7.2.7. Se numeçte ,,coloanã d,e A" møtriceø

tt * . lle(A) : llÐ,rll_,,

se nume;te ,,tinie d,e A,, møtriceø -Q.(A):lä.r11,,,,,, : lla¿¡ll*,*).

Prop ozilia 7.2.7. Aw l,oc egøl,itdlil,e:

-a.@ØD : @@.(A)): ll(/11)11.,

Prop ozilia 1.2.2. Oþeratorü -Q.;'i @. sî,nt liniari.
1n cele ce armeazâ vom lntroduce o relalie de echivalen!ä 1n mulfimea

matricilor de acelaçi tip (*,n).
Def inili a 1.2.2. Fie A, B eJ/l(m, n), A este echivøl,ent cu B

d,øcã. ç'i numai d,øcã. -Q(A) : -A.(B) çi e.@) : @(B).

Notd.m ôn øcesí cøz A - B.

_P f op ozilia 1.2.3. Relalia ,,-" d,efinitd þrin d,ef,iniliø 1.2.2. este
o relølie d,e echiaalenld^

Demonstrøliø este imediatä. I
Clasa de echivalen!ä a matricei 24. se va nota ct .î.
PropoziJia 1.2.4. Fie A:lløn¡ll*,* 9i B:llbø11,,,*. Are l,oc

formulø

(AIB) : (A,lB,) + b(Atl\ -f ø(8,I 1) + ø.b.rn.u.,

wnd,e

a: \t.n a.¿¡,
ttt

b : min b¡i, At: A - ^,t,t
Bt: B -b'

, 'llc -

a

rii
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(2)

este egalä cu 0 dacä
general a1 matricei

Dernonstralie. Yom arâta cá" o combinalie liniarä

çi numai dacä avem üh:0 pentru h. : l, r. Termenul
(2) este dat de

cr@-7)(,û-L) +c(Ðfsí - Ðt8l*t - àf+1àrr f 8f+18rt+t¡

5 
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Ultimii 3 termeni din egalitatea de mai sus sînt 0' cáci fac parte din

çiru1 (*J h:7,¿,-;J--^*'n':0 pentru 1(u1n-l'

t1a¡1, a :0 imPlicä

(6) du(n-7Jtt - &u(n..r)*o - &u@-r\lo f ø1u-r¡1'-r1-r : 0'

Ultimii 3 termeni din (6)fiind' nuli' rc:zrÃtä d¡+r :'0 pentru a :44 - 7"

[0tt
I

Fie 0 : | ' ¿trice' Coeficienlii ur ai dezvoltárii

I
L0" 

:e1u1 urmätor: Dacä'notâm (M)lp'01

lui 0 duPä Mt, -;.', I

elementul de pe trni a matricei M ' attnct

(7) d, (' - Ð ''*')\*,^

Aceastä dezvoltare este unicä'

Obse rvalia 1'3'1' Me^nfionäm

n 
="ø"qri,,ì,¡- 

i-pii"e A 'B a@(m' n)'

7.4. Probteme d'e cøl'cul'

*'l'¡, 
'a se d'etet'mine o nul'-tnøtrice 0

a) Fiind' datd' o \:'{itt 
M a J/L(m''

astfel' ca M+gaJlL@,n) 
+,0

(8) Notám 2(M) : {010 e@ (m' n)' M + O e' J/L(m'n)}

+ e o nul-tnøtrice
t¡\ Fänd, d,a'td' o møtrice NI e-JryW'n)'sã se determin

ort¡ri' rä 
"í í"i i' î t*u' ez e ct'n a' d'in r el øliil' e

(olM) > 0' (olM) : o' (olM) < o

Introducem notaliile

>+(M): {010 e'@(rn'n)' (OlM) > 0}

>'(M): {010 e@(m'n)' (0lM) :0}

>-(M): {010 e'@(m'n)' (olM) < 0}

Evident >+(M) U >"(M) U >-(M) : @(rn',n)'
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(3) t¡t: Ð
þ-l'm-t
4:l'n-l

Vom avea termeni diferili de 0 în însumarea (3) numai în cazurile:

þ :i, q:i., þ :i, g:j -li þ :i-1, I:j;
þ:i-1, q:j-1,

deci obtinem:

(4) t¿¡ : cr.1t-r¡1n-r)+j - cx.U-t')(n-1)+j-1 - clg-2)(n-q+i + ctø-21(n-r,)+i-r

unde i : 7, /n, j: l, n. AcoTo unde apare þ < 0 sa:u q :0 se considerä

cx@_t\(n_L)-Fq : 0.

Dacä øo : 0 pentru h : l, r atanci evid.ent (2) este egalä cu 0. fnvers,
vom arâta prin induclie cä. ta¡ :0 Yi,j implicä en:0 Yh.

Are loc dt : do@-t)+r : lrr : 0.

Presupunem cä toli ø¿ pînä 1a a, sint egali cu 0; vom arâta cá, gi ø¿ç1 :
: 0. Fie l, : (% - 1)(n - 1) +,

(fárä demonstralie) faPtul cä A'

t,+t:

tt,t+L:0 implicä

(5) cxfu-t\(,t-tl+!¡r - o{1r-r¡1n-1)+! - cr.@-t)ln-t\+t I d@-z)(ø-1)+u-r :0.

(w-t)(n-t)+a+r
u(n-1) +1

1(u<n-l
a:n-1.

dacä

d.acä

(e)

I

I

l

I
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P r op oztþia 1.4.1. >'(M) estewnsubsþaliuaectorial al' I'ui @(m,n).

Demonstralie. Esteevident, cäci )'(M) este mullimea zerourilor funcfio-
nalei liniare Í(x) : (XIM) unde X e@(rn,n) g.

Prop ozilia 1.4.2. Aøt, loc afirmø!üle:

l. >+(M) çi >-(M) sînt î'nchise følã' d'e oþeraliø d'e aclunøre ;'í î'nrnwl''

lire cu scal,ari þozitiai.
2. d,øcã.0 G >+(¡/) atunci (-0) e >-(M).

2.1. Funcliona. l'ø ,,T"
Se considerä produsul cartezian

(10) J/t(å,,n) x -n(å',n) x -n(k,n)

Fiecárui triplet (Mr, Mz, Ms)
îi corespunde o problemá de transp
costurilor - o, vom nota cu C, M, co
nota cu N, iar M, coresPunde mat
D. X este o solulie oarecare a Pro
@.(x) - N.' 'Vom nota cu Z(rn,n) mullimea tripletelor (ML, Mz, Ms) din (10)

pentru care !(Mr) : A(M").r- - 
Fie (C, Ñ,' ni' e.7im,"'n). Ataçat 19e¡!ui triplet vom defini o funclie

"ot"ta-fiC', Ñ', D'; X¡. ò"-"hiul dé definilie al ácestei funclii va fi mul-

limea {XlX e lnt,n), @.(X) : N
va Îi mullimea R a numerelor r
domerriul de definilie va fi T(C, N
tocmai funclia de scop a problemei
(c, N, D\.' Fie d, þ, \ çi I numere nenegative.

Prop ozijia 2.1'1. Døcd' (C1, Nl, D1), (Cr, Nr, Dr) e'e(m,n)
atunci tl'iþl'etul

(11) (nCr lþCr, TN'. * ÐNr, 1D, f 8Dr) øþørline lwi Z(m,n)'

Døcd. Xt, X, sî,nt soktlü øl,e þrobl,enoel,or,d,e lrønsþort (Ctt {f, Dt),!2t-
þectia (Cr, Ñr, Dr) atwnci'IXr* 8X, aø Ji sol'ulieþentru þrobl'ernø (ll)'

Demonstralie. Yom arâta câ !kN' + ð'N, : Q(\D, * 8Dr)

2(yN, * 8N,) : y-Q(N) + ð'l(N,) : "r@.(Dt) + ò@(D,) :
: @(YDt + ÐDr)

7 
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Privitor la'¡Xv * 8X, are 1oc

!(\X'+ àXt : \Dt* 8D' @(TX'+ SXt : YNr * 8N''

D e f in i!i a 2.7.'r.. IJn cuød,ruþr,w (c, N., D,x) _y uar.numi cuad,ruþIu

comþøti,bit' d'acã' ç:'ïr', ;)"¿"öþ-i ")'1i- 
itxi :'N' e(x) : D'

Def inili a 2'7'2' Fie (C' N: ?'X) un cwad'ruþl'u cornþøtibil" Se

murneste sotølie ''þü;;;'i-p'ow'*'l' 
(¿'Ñ'D)' un etànent S eÍ astfel'

ô,ncî,t'sd øibd' I'oc

(I2) r(c'N'D; s) : 
i¿? 

r(c' N' D; x)'

Døcã (CIX) > (Cly)' sþunern cã'Y este o solulie rnaí bwnd' decît X'

2.2.Prob1eme de transport lnrudite'

Def i niJia 2'2'l' Cuad'ruþl'wt' (C'N'' D' X) este î'nru'd'it cu (Ct'

Nr, Dr, xt) d'øcã'

C:)"Cr N:[rNr D:VDt (L>0; P>0)

Mul,limeø cuaclruþl'alot î'nrud'ite'se noteøzã' cu lC' N' D]'

P r o p o zili a 2'2'1' Au loc reløfül'e

tþ --\ 
þ

tÉ,ì¿c¿, N, n; x):!r'Î(c" N' D; x\

,lr,þ^*,",, å v,o,;Ð*n"') : f r''ç' N¿' D¿; x¡)

und,e (Cr, N, D, X) € lC¿' N' Df i:_-1' þ 'sti 
(A' N;' D" X¿) e

elc, N¡, Drl 'i --l' q'

Fie acum (C, N, D, x) çi (C' N" D''' X') douä cuadruple compati-

bile

¡¡ : lln¿1ll*,r, V¡' : llnilll'',r' D : llduli''' þ' : lld'l¡ll¡"'

Y : llxr¡ll*,, Y' : l'lxi¡ll*'''

/ - Revista de analizá numericä çi teoria aproxlmafiei' vol' 1' fasc' 2' 1972'
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Notäm

ø : min (^¡n5, min !, ^in 
L\ çi

\ , nil i dU ¿,i ,¡jl

' N, - aN, Dí: uD, X't: uX, Nä: N'- ¡fi, Di: D' - Dl,

xL: x' - x'L'

Cu aceste notafii, se poate enunla

P r o p o ziti a 2.2.2. Are loc rel'øldø

T(C,N +N', D+D';X+X'):(1 *") T(C,N,D,X)+
, + T(C, Ni, DL; XL).

Deøconstralie.

T(C,N +N', D+D'; X+X'):T(C,N f æNj*Ni, DluD+Di,
Xj.a.X+Xi):T(C,(l *ø)¡[+Ni,(1 *") D+Di,(1 *o) X+Xi)
tot aça !(Xi) : Di çi e6i): Ni. I

lQAsemånätor celor de mai sus, consid.erâm (C, N, D, X) çi (C' , N, D , X)
cuadruple compatibile Ç : llc¿¡11,"", C' : llcí¡ll*, ".
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Prop ozilia3,7.1. Dacd' 0e)_(C) n >(X) øtunc,í Y:X+a
esle o so/ìt¡ie î,inbr't'nd{'ã'li'tã'

Demonstrølie' 0e2(x) deci x -¡ 0ex' 0 e >(c) implicä (x + 0lc) :
: (xlc) + (olc) < xlc) s

Prop ozilia 3'l'2' În >'-(C).n 
'(X) 'e-xistã' 

cel' þulin o nu'l-ntatrice

o ori¡ri"t; s: k + 0 sd' fie o soiuiie oþti'walã"

Denconstralie. 0 :'s _ X € >(X) 9i întrucît (slc) < (X|C) rczútá' cä

S-X€>_(C) B

Prop ozili'a 3'1'3' Fi'e S o -soh'r'!'ie 
oþtimal'ã';'fiecã'rei rruI-matriui

a¡* í(si "u > tði i¿ iåiîriüae o sotulie' oþtiinøIã. çi ,inaers.

Demonstra|ie.Fieog>(s)ol"Jc)atuncis+9.esteosolulieopti-'
ma1ä, cäci 1c¡s í"e¡":-(éj$'+'tõf di:"[ðiji' - s' içi corespunde prin

matrícea 0, S + 0: S' m

Prop ozilía 3'1'4' Fie S o sol'u!'ie oþtinoalã' si a)0' ator'nci

T(aC, N, D; S) : øT(C, N, D' S)'

aclicã, s este solw!,ie oþti'n'tal,ã' øtî't þentrw (c, N, D) côt çi þentru (ac' N' D)"

Demonstrafie' Egalitat'ea (ctClX) : a"(ClX) implicä teøtllatti de mai

sus. 6

3,2.O reformulare a problemei de ttansport

Fie (C, N, D) eØ(tn'-n) ^Si { astfel câ '-a'(X):D' e'(X) 
=N-'

Nul_natric", o "rtt] 
íá'"* + o': s este o solulie optimalä se expflllrâ

astfel: 
7

(13) o:D-,t,Mn

g fiind lncá o necunoscutä, 1¿ se vor consiclera neculloscute'

Prop oziJia 3'2'l' Are loc egøl'itøteø

minT(C, N, D; X) : mi! T(C' N' D; X t Q'
xeÍ oe>(x)

este o consecin!á a propoziliei 3'1'2' LÑ'baza acestei

p.1 enunla astfel problema de transport:

i, oí e, Ø(m,'n) çi X a'stfel' cã' 'p"(X) : D çi @'(N) : N

sd. astfel' ca:

(14) (clo*) : 
upiB,{clo¡

PAUL NEY Õ

Notårn

Cu aceste notalii se poate enunla

P r o p o zili a 2.2.3. Are troc

T(C +C', N, D; X): f((1 * o)C,N, D; X) + T(C'r, N, Di

Deøconstratie.

i. T(C +A" N,D, X):T(C * NC +Ci, N, D; X):
: r((1 * o)C, N, D; X) + T(Ci, N, Dt X)C

x).&l

S 3. Nul-matrici çi soluliile optimale

3.1. Propo ziþii d e exist'enJä..
Fie (C, ¡y', D) eT(rn,n) çi X astfel cä -Q.(X): p, @(X): ¡¡.

Se vor folosi mullimile (8) çi (9),

o : 
Tln ä, r, - dc, cL : c' - ci
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matrices une caractère de neutralité vis-à-vis des restrictions du problème

u" ttÉ.i*"# 
d.euxième partie ol Bénéralise ces considérations all problème

de tãnsPort multid'imensionnel'
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Fie 0 - ll0,rll,,, X : llxr¡l'l*,,; 0 + ld e.Jnþ,It

lnseamnä analitic

(15) x¿¡ I 0¿¡ 7- 0 (Yi, i).

lnlocuind pe 0în (14) cu exprimarea (13) se obline

(16) (cto) : (tlå ^,ao):þ^,çl*¡.
Considerind. À¿ variabile oaTecare se va cere minirnizarea expresiei

, É ^rg, 
(unde f¡ = (Clwt))

4:7

tinînd. cont de restricfiile (15).

În restricliile (1þ) se poate înlocui 0,7 prin

(ú7) '0¿j - ùþ-rt(t-,t\*,i-r - \çt,-z¡1*:t¡ ç1' * À1,;-rt þi-L)+¡-t' - À(¿-u("-r) +i

1n baza corrsiderentelor din ?tæragrafiil' I ç'i astfel restricliile se transcrilr

asupra lui ì,'o h : fi:
(18) x.¡¡ { \p-z¡1,t-tl+i-r,- }'¡r-z¡¡r-t¡a¡ f 16-r¡þ,-t)+i-r -

-r }1;-t)(z-d) +i > 0 (Yl" ¡¡'

necunosctfte ca.re
slnt numai 1 sau.

ecunoscute.
tezttltate, Pentr'lr

sionale.

RECHERCHES SUR LE PR.OtsLÈMÊ DE TRANSPORT, I

RÉSUI\TE

Dans ce d'étudier 1e problème de trans-port à I'aide
de 1a notion en utilisant un langage-matriciel'-- ïtt" "ul 

e comme une matrice clont la somme d'es

élénenfis ã" 
"h"qu" 

ligne et de chaque colonne est 0; ça assure pour ces


