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CERCETARI PRIVIND PROBLEMA TRANSPORTULUIL, I

de

PAUL NEY
(Cluj)

Tucrarea de fafd incearcd sd grupeze unele probleme legate de teoria
problemei de transport, in jurul nofiunii de nul-matrice, folosindu-se o
formulare matriciald. Lucrarea se bazeazi pe ideea ca nul-matricile an un
caracter invariant fafd de restrictiile problemei de transport.

§ 1. Preliminarii’

1.1. Notajii.

Se va nota cu JH(m,n) mulfimea matricilor cu 7 linii si » coloane,

-+ -4 g
cu M(m,n) mulfimea matricilor de tipul (m,m) cu elemente pozitive, cu
A (m,n) mulfimea matricilor de tipul (m,n) cu elemnte negative, cu

“_'0 3 . - -
M(m,n) mulfimea matricilor de tipul (m,n) cu elemente nenegative, cu
0

ﬂ{%,u) muljimea matricilor de tipul (m,m) cu elemente nepozitive, cu

A0 mulfimea tuturor matricilor cu toate elemente O (indiferent de tipul
=, 0

EN - +, 0
matricei). Evident, multimile J(m.n), Mimmn), M(m,n) st (m,n)
sint incluse in M (m,n).
Fie A = ||@llm» 51 B = |1Dif]ln, » dou matrici din (m,n). Sevanota
cu A B produsul pe componente al lui 4 cu B:

A B = ||ag - bijllm n
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Se va nota cu (4|B) produsul scalar al matricilor 4 si B.

(41B) = 2 ayby.

11, m
f=1n

Semnul W va simboliza sfirgitul unei demonstratii.

1. 2. Dos operatori de comprimare.

Definitia 1.2.1. Se numeste ,,coloand de A’ matricea

n
Ea;j
Jj=1

e(d) =

m, 1

m
2 @i
i1=1

Propozitia 1.2.1. Au loc egalititile :

Se numeste ,,linie de A" matricea L(A) = (4 = ||as][m, »)
’ — if ||, #]e

1, n

£L(e(4)) = e(L(4)) = ||[{4]1)]].

Propozitia 1.2.2. Operatorii £ si €@ sint lLiniari.

In cele ce urmeazs vom 1 i
In introduce o relati i anl i
matricilor de acelasi tip (m, %). PEERsS  e

Definitia 1.2.2. Fie A )
daci ¥ et daci L) S,Q(’B)B§ie e%ZA(m,:né,(B). este echivalent cu B

‘Notdm in acest caz A ~ B.

Propozitia 1.2 ; ” e g =l
o relatic de 6Chi11);alen;d, 3. Relafia ,,~"" definitd prin definifia 1.2.2. este

Demonstratia este imediati. W

Clasa de echivalenti a matricei 4 se va nota cu A.

Propozitia 1.24. Fie A = -
Sformula iy Fie A = ||ajllm,n st B = ||byllmn Are loc

(A]B) = (44|By) + 5(441) + a(By | 1) 4-a-b-mn
unde :

ﬂ=min Ay b:m- .. .
0 ‘.,lj.n bij, Ay =4 —a, By=DB-—h.

3 CERCETARI PRIVIND PROBLEMA TRANSPORTULUI I 201

Demonstrajia se sctie

(4]B) = (4, + a|By + b) = (41| B) + (bl4,) + (alBy) + (alb) =
— (44/By) + b(4,|1) + a(Bu[1) - abmn. B

13. Nul-matrice
Definitia 1.3.1. Fied s M(mn). A se numeste nul-matrice dacd

au loc rvelatiile :

L4) e, ed) e

Vom nota O(m,mn) = {8]0 € Mmn), € (8) &M, L (6) & %

Propozifia 13.L Daci O este o mul-matrice, atunci (6]1) = 0.

Demonstratia se reduce la aplicarea propozifiei 1.2.1. H

Propozitia 1.32. Fie 4, B o M. Atunci A — B §i B— A sint
nul-matrict.

Demonstratia €A — B) = e(4) —eB) e st LA — B)=.(4)—
— L(B) e . '

Propozijia 133. Fie 4, B o M. Atunci existi 04 Op doud
nul-matrici astfel ca A + 4= B si B+ 0p=4.

Propozitia 134 O(m, n) este un spagiu vectorial peste corpul
R al numerelor reale.

Demonstrafie. Se pot verifica axiomele spafiului vectorial O(m, n)
este inchis in raport cu operafia de tnmultire cu scalari din R si astfel orice
combinatie liniard din ®(m,n) aparfine lui O(m,n). :

. ]g,lementul nul al lni @(m,n) este O iar inversa nul-matricei 6 este
—1.-6. A

Vom construi un sir particular de nul-matrici (M)s-iy unde 7=

=(m—1)n—1, k se va scrie sub forma k= (p — Dn — 1) + ¢ unde

p=1m—1s¢g= I, n — L. Definim astfel matricea M,:

(1) M,=Mp-np-n+e= 13885 — 3t — 38 4 SEFESE L,

1 U ="
unde 3 este simbolul lui Kronecker 3 ——:{
0 % 2=V,

Propozifia 1.3.5. Matricile (1), pentru k = 1, 7 formeazd o bazd pen-

tru spagiul O(m,n).
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4 5
Demonstratie. Vom ardta cd
re. a cd o combinatie liniara . s . . A 5 .
nafie liniara Ultimii 3 termeni din egalitatea de mai sus sint 0, cici fac parte din
2) v sirul (o) B = 1,1, deci w41 = 0 pentru 1<v <7 — 1.
; M, v L e
= turt, v = 0 implica
este egald cu 0 dacd si c .
si numai d o —
acd avem «, = 0 pentru & = 1, ». Termenul (6) Lufn—1)+1 — Luln—1)+0 7 Cugp—1)+0 T Hu—Dp—1-1 = 0.

general al matricei (2) este dat de
Ultimii 3 termeni din (6) fiind nuli, rezultd ouy1 =0 pentru v =7 — 1.

(3) by = b 59 pq+1
1= 2 oo-vien (B3] — BB — ST 4 21T O ... 0
g=1,n—1 1 - Ve
Fie 0 =] : . mg o nul-matrice. Coeficientii o, ai dezvoltérii
V ] 1 141 A A ) E
om avea termeni diferifi de 0 in insumarea (3) numai in cazurile: 0,1 0
o m A it
p=1,g=4; p=4g=4—1; p=1 | i 6 dupd My, -- -5 M, se obfin in felul urmétor: Dacdnotdm (M)es, 0
) s p=i—1 g=73; clementul de pe linia p §i coloana ¢ a matricei M, atunci
P=1——'1, q:j'—l, i k=1
7 ay = Ap—t)n-1+te = (e -2 “.'Mi)
i=1 ($,9)

deci obtinem :
Aceastd dezvoltare este unica.

4 ———— i | :
" AT S LA LI ST : 0®1(3 s e)r va %_i a /1131B 1\6/[%15?2?1 (fard demonstratie) faptul cd 4,
< O(m,n) 1mplica 4 = i
unde 7 =1, m, j= 1, n. Acol (
olo unde apare p << 0 sau ¢ = 0 se consideri 1.4. Probleme de calcul

Oy —1)(n— — i o . St 2 4 3
(p=1n-1)+ = 0. a) Fiind datd o mairice M < Mmm), sd se determne 0 nul-matrice ©
0

DaC'Zi ock = O pentru k o 1 7 . = gy

# pet =1, 7 atunci evident (2) este 15 dstfel’ ¢ M+8& )

vom ardta prin inductie ci #y = 0 V1] implicé( ik o vE E (8 Notim (M) = {6]0 €0 (m n), M+ 0¢e M(mm)}
. a — s 3 A 4

Are loc 2 i
1 = %o(n—1)41 = z 1= O_ + .
P Lo ts ' b) Fiind datd o matrice M & SM(m, n), s& se determine o nul-matrice
:regu%lizerln —c_:a( ;otl ;cf(%pinél)la+al sint egali cu 0; vom arita ci §i @y astfel ca sd se realizeze una din relafiile
. — o ___ 0 +1 = .
(6|M) > 0, (0|M) = 0, (0|M) < 0.
I+ 1= {(M —r—1) +v+1 dacd 1o <n—1 Introducem mnotatiile
uin — 1) + 1 daci v=un—1 =
(9) so(M) = {018  O(mn), (B1M) =0}

ty,v+1 = 0 implicd

$-(M) = {616 € O(m,n), (81M) < O}

(5) Clu—1) (n—1)+o4+1 ——
n—1)+v+1 Ot(u—l)(n—l)+v.) — K(u—1)(n—1)+v + Au—2)(n—1) +v—1 =0. Evident 2+(M) U EO(M) U E“(M) - @(,m’,n)



204 PAUL NEY 6

Propozitia 1.4.1. X°(M) este un subspatiu vectorial al lui ©(m,n).

Demonstragie. Este evident, cici °(M) este mulfimea zerourilor functio-
nalei liniare f(x) = (X|M) unde X 0O(m,») W .

Propozitia 1.4.2. Au loc afirmatitle:

1. S+(M) si (M) sint tnchise fad de operatia de adunare s tnmul-
tire cu scalari pozitivi.

2. daci 0 = IZHM) atunci (—0) & Z~(M).

21. Functionala ,,T”

Se consideri produsul cartezian

(10) lmn) X Mmm) X ()

Fiecdrui triplet (M, M, M, din (10), astfel ci L2(M,) = £(M,)
#i corespunde o problemi de transport si invers. M, corespunde matricii
costurilor — o, vom nota cu C, M, corespunde matricii necesarului — o vom
nota cu N, iar M, corespunde matricii disponibilului — o vom nota cu
D( ))( este o solufie oarecare a problemei de transport daci L(X) = D,
e(X) = N.

Vom nota cu ‘C(m,n) mulfimea tripletelor (M, M, M;) din (10)
pentru care L(M,) = €(M,).

Fie (C, N, D) & T(m, n). Atagat acestui triplet vom defini o functie
notati T(C, N, D; X). Domeniul de definifie al acestel functii va fi mul-

+
timea {X|X & M(mn), €(X) =N, £(X)= D} iar domeniul valorilor
va fi mulfimea R a numerelor reale. Valoarea functiei pentru X din
domeniul de definitie va fi 7(C, N, D; X) = (C|X). Aceastd functie este

“tocmai functia de scop a problemei de transport reprezentate prin tripletul

(C, N, D).
Fie «, B, v si 8 numere nenegative.

Propozitia 2.1.1. Dacd (Cy, Ny, Dy), (Ca Ny, D,) & T(m,n)
atunct  tripletul
(11) (aCy + BCy, YNy + 3Ny, yD; -+ 3D,) apargine lui "T(m,n).

Dacié X,, X, sint solugii ale problemelor de transport (C1, Ny, Dy) res-
pectiv (Cy, Ny, Dy) atunci vX, + 8X, va.fi solufie pentru problema (11).

Demonstratie. Vom arita ci L(yN; + 3N,) = €(yDy + 3Dy)

L(yNy + 3N,) = vL(N,) + 3L(N,) = ye(D) + 3€(Ds) =
i @(YDl -+ 3Dy)
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7
Privitor la yX, + 08X, are loc
Ly X, + 3Xy) = vDy + 3D eyX, + 3X,) = YN, + 3N».

initi ' C, N, D, X) se va numi cuadruplu
Definitia 2.1.1. Un cuadruplu (C, N, D, X th
com;batsbil dactci (C, N, D) s Tlm, n) 51 LX) = N, e(X) D..b.l )
initi ) X) un cuadruply compatibil. Se
Definitia 2.1.2. Fie (C, N: D, b
numeste solugie optimald a problemei (C, N, D), un element S & X asifel
inctt sd aibd loc

(12) : T(C, N, D; S) = min T(C, N, D; X).

xeXx

Daci (C1X) > (CIY), spumem cd Y este 0 solufie mai bund dectt X.

29. Probleme de transport fnrudite.

Definitia 2.2.1 Cuadruplul (C, N, D, X) este inrudit cu (Cy,
N,, D, X3) dacd

C =N, N=pN, D= wDy (>0, w>0):

Multimea cuadruplelor inrudite se noteazd Cu [C, N, D1.

Propozitia 22.1. Au loc velagiile

=1
unde (Ci, N, D, X) & [Cy N, D} i=19 si (C, Ny Dy, X)) e
= [C, N", D,] 'L= T,_q_.

Fie acum (C, N, D, X) st (C, N', D', X') doud cuadruple compati-
bile

N = H’ﬂaHm,l, N' = H”«'&l”m,l, D = Hdlj,lll,n; D' = HdlleI,n;
X = ||%ijllmn » X' = 1%l m, »-

7 — Revista de analizd numericd si teoria aproximatfiei, yol, 1, fasc. 2, 1972,
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Notam

’

s . n .o dy. ¥
o, — min (mln __11 , min _17_ ; min _i.’l_\] Si
iomy q Ay ig o wgl T

N, = oW, D] = D, X, = aX, N, =N’ — N,, D; = D' — D),
X=X — X

Cu aceste notafii, se poate enunta

Propozitia 2.2.2. Are loc relajia

T(C, N+-N,D+D'; X+ X)=({1+« T(C, N, D, X) +
+ T(C, N3, Dz; Xa).
Demonstratie.

)I{‘(C, N + N’,'D +D'; X4+ X)=T(C, N+ aN{+ N;, D+ aD + D,
- oX + X0) = 7(C, (L + )N + Ny (1 + ) D+ D}y (1 + ) X + XJ
tot asa L(X3) = D; si €(X3) = N;. &

A Aseminitor celor de mai sus, considerdm (C, N, D, X) si (C', N, D, X)

cuadruple compatibile C = ||cillms, C" = ||Cil|m, ne
Notéin oc:minﬁ,c:{:occ CPECHNLCY
Wi G o =

Cu aceste notatii se poate enunta
’

Propozitia 2.23. Are loc
'T(C—|—C’,'N, D; X)=T(1+a)C, N, D; X)+4 T(Cs, N, D; X). §i

Demonstragie.

T(C 4 C', N, D, X) = T(C + «C + C}, N, D; X) =
= T(1+«C N, D; X)+ T(C4, N, D; X)m

§ 3. Nul-matriei $i solutiile optimale
31. Propozitii de existenfd.

Fie (C, N, D) & Timm) si X astf X s
Se vor folosi mulfimile (8() 51)(95),. astfel cd L(X) =D, €(X)=N.
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Propozitia 8.1.1. Dacd 0 & T-(C) N B(X) atunci Y = X + 0
este o solufie Imbundtdfitd.

Demonstragie. §SX(X) deci X + f=X, 0 B(C) implicd (X -+ 6C) =
= (X|C) + (68]C) < X|C) @

Propozifia 3.1.2. In T-(C) N\ Z(X) existd cel pugin o nul-matrice
0 astfel ca S =X + 0 sd fie o solujie optimald. ‘

Demonstratie. 6 =5 — X € 2(X) si intrucit (S|C) < (X|C) rezultd cid
S—XeX-(()®

Propozitia 38.1.3. Fie S o solutie optimald; fiecivei wul-matrict
din 3(S) U Z°(C) # corespunde o solugie optimald si 1nvers.

Demonstragie. Fie 6 & Z(S) N %°(C) atunci S + 0§ este o solutie opti- '
mals, cici (C|S + 8) = (CIS) -+ (C|0) = (CIS). S isi corespunde prin
matricea 0, S+ 0=S.H

Propozitia 3.1.4. Fie S o solugie optimald si o >0, atunci
T(«C, N, D; S) = oT(C, N, D, S),
adicd S este solupie optimald atit pentry (C, N, D) cit 51 pentru («C, N, D).

Demonstragie. Egalitatea (aC|X) = «(C|X) implica rezultatul de mai
sus. (&

32 0 reformulare a problemei de transport

Tie (C, N, D) & T(m, n) si X astfel ci L(X)= D, @(X)=N.
Nul-matricea 6 astfel ci X - 0 =5 este o solujie optimald se exprimi
astfel:

(18) 6 = ; M

0 fiind incd o necunoscutd, A; se VoI considera necunoscute.

Propozipia 3.2.1. Are loc egalitatea
min T(C, N, D; X) = min T(C, N, D; X + 9).

xeX s EX(X)
Desnonstrafia este o comsecin{d a proporzitiel 3.1.2. fnl baza acestei
p;opozitii putem enunfa astfel problema de transport:
“= " Dindu-se (C, N, D) & T(m, n) st X astfel ci LX) =D si@N) = N
sd se determine 0% astfel ca:
(14) (C|6%) = min (C|0)

s e=(X)
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Fie 0 = [|94]lm X = %311, 5 0 -+ XG_ﬂZ(j‘”:%
inseamni analitic
(15) x5+ 0; =0 (V1, j).

tnlocuind pe 0 in (14) cu exprimarea (13) se obtine

E ¥ M,.) = ; N(C M)

i=1

(16) - cm=|c

Considerind 2, variabile oarecare se va cere minimizarea expresiei

;2 NE;  (unde &; = (C[M))

tinind cont de restrictiile (15).

in restrictiile (15) se poate inlocui 65 prin

(17) 05 = Ai—pm=n4i-1 — Mi—gp=1) 45 T Ma=10i—D+i-1 — Ae-D—1 +i

in baza considerentelor din paragraful 1 si astfel restrictiile se transcriu
asupra lui A, k=1, 7!

(18) %+ MNicgm—14i~1.— Mi—m—1+ T Mi-Ne-—1+-1 —
— Nomnim—i4i =0 (V5 ).

(18) este un sistem cu m-# in ecuafii cu (m — 1)(n — 1) necunoscute care
pot lua valori de orice semn. Coeficientii necunoscutelor sint numai 1 sau
__1. Tntr-o inecuagie din sistemul (18) apar cel mult 4 necunoscute.

~ In partea a doua a lucririi se vor generaliza unele rezultate, pentru
problemele de transport multidimensionale.

RECHERCHES SUR LE PROBLEME DE TRANSPORT, I
RESUME

Dans ce travail on a essayé d’étudier le probléme de transport  T'aide

de la notion de ,nule-matrice’”’, en utilisant un langage matriciel. :
Une nule-matrice est définie comme une matrice dont la somme .des

éléments de chaque ligne et de chague colonne est 0; ¢a assure pour ces
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matrices une caractére de neutralité vis-a-vis des restrictions du probléme

de transport. . ) ) ] .
DanIs) la detxiéme partie on généralise ces considérations au probléeme

de transport multidimensionnel.
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