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ASUPRA UNEI PROBLEME DE PROGRAMARE
' NELINTARA FRACTIONARA

de

STEFAN TIGAN
(Clj)

1. Introducere
Fie S o mulfime arbitrard si Z, si Z, doud functionale reale definite pe

S cu proprietatea cd Zo(X) > 0, pentru orice X &S
Vom considera urmétoarea problema

(1.1) min {Z(X)| X &S}
unde
Z(X) = Zy(X)
Zy(X)

Mai multe tipuri de probleme de programare fracfionard, studiate in
{iteraturd sint cazuri particulare ale problemei (1.1), sau rezolvarea lor se
oate reduce la solufionarea unei probleme de forma (1.1).
Astfel, de exemplu, in [3] M. FLORIAN si P. ROBILLARD studiazid o
probleméd de programare fracfionara in variabile bivalente, pentru care:

n
ap + 2 @ %
i=1 :

Z(X) = » ,
bo+_§1bi X3
>0 (=1 2 .....% si
S={X1Xa{, I}* H(xX)<dp, =1 2, . ..., m

unde H, =1, 2, ... m) sint funcii pseudobooleene.
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De asemenea, rezolvarea unei probleme de programare fractionars
cu variabile reale (vezi [1], [4], [5]); care constd in minimizarea functiei :

7”
. E:l i %; 4+ a,
f3) = £
: 'El bi x4 by
in conditiile :
AX <
X>o0,
unde 4 este o matrice mX#n dimensionald dat§, X — (%1, ..... , %,) & R*
= (Cy, ..., C,) este un vector dat din R*,

. Ebixi+bb>0,

iar mulfimea P — {XIXeR' A4<C, X = 0} este mirginiti, se poa-
te reduce la rezolvarea unei probleme de tipul (1.1), unde S este mulfimea
virfurilor poliedrului P, si Z(X) = f(X).

n continuare, vom prezenta, in cazul cind S, este finitd, un proceden
de rezolvare pentru problema (1.1), care generalizeazi metoda lui M. FLORTAN
$1 P, ROBILLARD [8] pentru programarea fractionari bivalents. Acest
procedeu este similar cu cel dat de DINKELBACH W. in [7] pentru
programarea meliniard fracfionari continui.

Se arati de asemenea ¢4 o solutie optimald a problemei (L.1) se poate
obtine prin determinarea unui sir finit de solutii pentru un numir finit
de inecuafii definite pe mulfimea S.

Ca aplicatie a acestui procedeu, se va da o metodd pentru solutionarea
unel probleme de atribuire neliniars fracfionarg.

2. Procedeu pentru problema (1,1)

Vom enunta mai intii o teoremi din care rezulti imediat procedeul
de rezolvare.

TEOREMA 1. Fie X' < §.
(i) Pentru un element X < S, are loc urmdboarea inegalitate
2.1) 8X, X') = Z,(X)-Z,(X") — Z\(X")Z,(X) < 0,

dacd st numai dacd

2.2 Z(X) < Z(X').
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(i) Avem egalitatea :
(2.3) min {g(X,X")|X & S} =0,
dacd st numai dacd
(2.4) Z(X') =min {Z(X) | X § S}.

" Intr-adevir, (i) rezulti din faptul ci relafia (2.2) se obtine din (2.1)
3 ine seami ci Z,(X) > 0. ) ) ) -
dacaggugngjée; este adeir(érz)a.té egalitatea (2.8), atunci are loc inegalitatea :

(2.5) ' gX, X') >0
pentru orice X & S. Dar din (2.5) se obtine imediat ca:

Z(X) =z 2(X"),

-ori i i ' ivalents formula (2.4).

tru orice X & S, inegalitate care este echlvetlenta cu mul: 4)

1S):npoa’ce arita de asemenea fiard dificultate cd relatia (2.4) implicd

3). Prin urmare (ii) are loc. ) . ¥ N

¥ ‘3)Pdrnlind de la te(or)ema de mai sus, in ipoteza cd mulfimea S este finitd

si nevidd, se poate da pentru problema (1.1) urmitorul procedeu de rezol-
vare.

1°. Se determind o solufie inifialdi X, & S.

Presupunem cé s-a ajuns la o iteratie %, avind un sir X, ..... , X, de
elemente din S, cu proprietatea ci

Z(Xy) > Z(X,) > ... > Z(X)).
2°. Dacéd are loc egalitatea:
(2.6) min {g(X, X,) | X &S} =0,

atunci X, este solujie optimald pentru problema (1.1) i algoritmul se
opreste. o s .
In caz contrar se continui la 3°.

3°. Se determind X, & S, astfel incit:
2.7) : (X1, X3) <0,

si se revine la 2°, cu X, in locul lui Xj.
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Prin procedeul descris se obfine un sir de elemente distincte X v X ...
ooy X3, oo, astfel incit:

X,&S 5t Z(X,) >Z(Xp)), k=1, 2, ..

Deoarece S contine un numir finit de elemente, sirul (X,) conduce la
o solufie optimals, care este ultimul element al sirului.

- Observatia 1. In procedeul expus, se poate lua, de exemplu,
orice functie g(X, X'), care satisface conditiile: - :

(i) g(X, X') < 0.dacd si numai daci Z(X) < Z(X')NX, X' g95),
(i) g(X’', X’') =0, pentru orice X’ g S.
Eficacitatea procedeului depinde, evident, de alegerea functiei g(X,

X') precum si de eficacitatea metodei pentru determinarea umei solutii
pentru inecuatia (2.7) sau pentru verificarea condifiei (2.6)

3. Aplicatie in cazul unei probleme de atribuire nelinjari

~ Particularizind procedeul brezentat in paragraful 2, in acest paragraf
se va da o metodd pentru solufionarea urmitoarei probleme de atribuire
neliniarg.. 5

Sd se minimizeze functia :

..m?‘N{%jX@}
(3.1) Z(X) = GeNx
: max {bij X} d
(EHENXN

in ‘conditiile :
3.2)

Xy =0 sau 1,

unde a; si b;((¢, j) & N x N) sint numere reale nenegative date, N =
=1L 2, ..., n} 5i X = [X}] este o matrice patratici de dimensiune #.

In continuare vom spune cd o matrice pitratici de ordin #, X = [X],
este solutie adminisibild pentru problema (8.1), (3.2) daci elementele X
ale matricii X satisfac conditiile (3.2) i "
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i Se va nota prin S miulfimea solufiilor admisibile pentru problema
(3.1), (8.2). “ o Letie admisi-
©. O 'solutié optimald pentru problema (3.1), (3.2) este o solufie admis
bils penttu care functia Z(X) isi atinge minimul pe mulfimea S.

Asupra problemei (3.1), (3.2) mai facem ipoteza ca:

WL ]

max {binij} > 0

(i, ) ENXN

pentru orice X = [X;] &S. De exemplu, dacd b;>0, pentru orice
(i, /) & N X N, conditia de mai sus este sat1sfaf:uta. o

Problema (3.1), (3.2) este evident, un caz particular, al p1:91bl.eme1 ( - )s
in care spre deosebire de exemplele din paragraful 1, funcfiile:

Zl(X) = max {ainijl ('L, ]) a N X ZV}
§i . I
ZZ(X) = max {binijl (1/, ]) &N X N}

sint neliniare.

Mentionim de asemenea, cd problema (3'1);’ A(3._2)'e-ste_ o generahz_a;?
a problemei de atribuire ,in timp”, care constd in minimizarea funcfiei:

’ ’ — a1X1
(31) ST Z) (i;jl)lé?\fiN{ X}

’;..'i : ._,.E .".,,A ) A _‘ ] 1.2 len-
i aditiile (3.2), problemd studiatd in [2] (sau [6] intr-o formd echivale
::%)?OAnst%el di(n (I)S.II)) se obfine (3.1') dacd in (3.1) se ia b; = 1 pentru orice
(¢, j) &N X N. _ o ta prin g(X

Fie acum X’ un element dat din S. Ca mai Inainte, vom nota prin g{4,
X') functia: :

§(X, X') = Zu(X) Zy(X') — Zu(X') Zo(X) =
= Zy(X') max {a;X;} —Z(X') max {b;Xy},

(i, )ENxN (i, ))ENXN
sau
LX) = (X)) X — max {05(X") Xi}s
(39) g(X, X1 <(i,j)122}§1,v{a]( ) X GHENXN b
unde

aj(X') = a5 - Zo(X') (G, j) & N X N)
by(X') = by - (Z) (i, 5) & N x N).
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6
Evident, pentru un element X’ fixat, [a;(X')] si [04(X"')] vor fi

matrici numerice,
Algoritmul pentru problema de atribuire

tat in continuare, urmeazi tn princi iu sch
fiunea precedenti. il o
1° Se determjné o solufie inifiald X
De exemplu, matricea X = [X}], unde
p { 1, dacid ¢ =7,
iy =
0, dacd 7=,
este o solutie admisibild si poate fi luatd ca solutie initials.

Sd presupunem ci dupi % iteratii am obtinut i I ]
; : un sir d i~
bile X;, X,, ..., X, cu proprietatea ci: ; it de solufii admisi

Z(X) > Z(X,) > ... > Z(X,),
2° Seia D = Dk’ unde

Dy = {(é, Jlay(X,) — b,(X,) < O}
§i se trece la etapa urmitoare.
3°a) Dacd D =@ (@ reprezints mulfimea vidi), atunci X, este o

solufie optimali pentru problema (3.1), (8.2) si algoritmul se opreste.

linia;bé) .Daca D = @, atunci se rezolvi urmitoarea problemi de atribuire

| P(D):min {C(X; D)/X S},
unde

C(X; D) =3 > Cy(D) Xy,

iEN jEW
—M, daci (i, §) D,
0, dacd (s, j) & D',
L, dacﬁ (1:, j) = Dn,

Ey(D) =

M si L sint numere reale pozitive astfel incit :

(3.4) L <nM,

(3.1), (3.2), care va fi Prezen-
ma procedeului expus in sec-

1 pentru problema (3.1), (3.2).
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iar mulfimile D i D’ se definesc prin formulele :

(3.5) . D' =G g) - ai(X,) < B,

(3.6) D" =N x N — (D\y D),

(3.7) b = min {b4(X,) | (¢, j) & D}.
4°, Fie

V(D) = min {C(X ; D)|X & S}.

(i) Dacd V(D) <0, atunci o solutie optimald X,,; pentru problema
P(D), verifica condifia (2.7) cu g(X, X’) dat de formula (3.3). In acest
caz, algoritmul se reia de la 2° cu X,y in locul lui X,

(ii) Dacd V(D) = 0, algoritmul se continui la 2°, luind in locul mul-
timii D mulfimea D — {(7, 7)|04(X,) = b} unde b se obtine prin formula (3.7).

Observatfia 2. La etapa 1°, o solutie inifiald X, se poate obfine
rezolvind problema de atribuire ,,in timp” (vezi [1] sau[6]) urmitoare:

min {max {a;X;|(¢,j) & N X N}|X  S}.
De asemenea, se poate lua ca solufie initiald, o solutie admisibild X,
care verificd conditia:

Zz(Xl) - . max {bU} .
W) ENXN

Observatia 3. Un alt mod de realizare a etapelor 3° si 4° ale
algoritmului precedent poate fi urmitorul:

2'a) Daci D =, atunci X, este solufie optimald pentru problema
(8.1), (8.2) si algoritmul se opreste.

b) Dacd D =¢ (J, atunci se determind o solufie optimald pentru urmi-
toarea problemd liniard de atribuire:

P(D):min {T(X; D) | X 5},

unde C(X; D)= > >, CyD) - Xy

ieN jeN
— M, daci (i,j) D
Ci(D) = 0, daci (4,7) @D’
L, daci (i, ) & D",

8 — Revista de analizd numericd si teoria aproximatiei, vol. 1, fasc. 2, 1972,



299 STEFAN , TIGAN 8
M si L sint numere reale

pozitive, care verificg condifia (3.4), iar multimile
D, D' si D"

se definesc cu ajutorul urmditoarelor formule :

D = {(i, j) € D, | by(X,) = 23

(3.5 D' = {(i, ]) | ay(X,) < B},

(8.6 D" — (NxN— (D U DY,

(8.7 b = max 65(X) | G, §) = D}.
3'. Fie

V(D) = min {C(X; D) | X & S).

_ (i) Daci V(D) <0, atunci o soly
P(D), verifici condifia (X1 X)) <
in locul lui X,. :

(ii) Dacd V(D) = 0, atunci algoritmul se continui la 3° luind in locul
multimii D, multimea D — D,

fie optimali X441 pentru problema
- i se trece la etapa 2 cu X,

(i) Daci 7

(D) > 0, atunci X, este solufie optimali si algoritmul
se opreste.

Teoremele care urmeazi vor da o justificare pentru algoritmii pre-
zentafi in aceastd sectiune,

TEOREMA 2. Fie X, S & fie DC N x N, astfel inctt :
(3.8)

DC D,
(8.9) D =g,
(3.1)(;) bi(Xy) >0 56 (4, ) & D, implici (i, §) & D (b este dat de formula
(3.7)).

Atunci, dacs Xigpr =

[X5] este solugie optimald pentru problema P(D)
st dacd are loc wnegalitatea

(3.11) C(Xz415 D) <0,

avem !

(3.11') gXy1; X,) <0
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Demonsiratie. Intr-adevir, dacd inegalitatea (3.11) are loc atunci
avem :

(312) Q(Xk+1) C D U D’,
unde pentru orice X € S se noteazd prin Q(X) mulfimea :
{6,916 j) &N x N, X5=1}.

Sa présupunem ck ar exista un element (p, q) & Q(X,.1), incit
(p, q) & D". Atunci avem:

; = C:(D) X!
C(Xp41; D)=L -I-#Z; ; (D) X5
ieN jeN
si pentru ci:
> Y CHD) X5 = — (0 — 1) M,
iEp jFYq
i€EN jEN
rezultd cd:

inegalitate care contrazice (3.11). Deci (3.12) are loc.

Avem, de asemenea, urmitoarea relatie:
QX N D=6,

a ; D) = 0.
pentru ci, in caz contrar, din (3.12) ar rezulta cid C (Xpy1: D)

Existd, prin urmare, un element (¢, s) & Q(X;4) incit:
(3.13) bis(X,) = max {05(X)) | (4, ) € Q(X440) N D}

Acum din (3.13), (3.7) si (3.8) rezultd cd inegalitatea:
(3.14) bis(X ) > ai(Xy)s

are loc pentru orice (4, §) & Q(Xp11)-
Dar din (3.18) si (3.14) se obfine cd:

(3.15) max {b5(X,) | (G, 7) € Q(Xpia)} = ulXs) >
> max {a4(X;) | (¢, 7)) & Q(X,11)}
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10
si pentru c4:

max {b(X,) | ¢ ) & QX)) = max {b5(X,) X516, j) & N x N}
, e

max {a5(X,) | (, 7) & Q(X, 10} = max {ay(X,) X5 | (i, j) @ N x I}

rezultd din (3,15) ci inegalitatea (8.11) este indeplinits.

TEOREMA 3. Fie X, & S i fie G familia tutu
N X N, care verificd condifiile (3.8)—(3.10)..

Dacd pentru ovice D & G ar
> 0, pentru orvice X s S.

vor submultimilor D din

¢ loc inegalitatea V(D) > 0, atunci g(X, X)>

Demonstrafie. Si. presupunem 'ci existi un element X 0 &S astfel
incit g(X,o, X,) < 0. Rezulti atunci ci ' ' :
(8.16) max {a4(X)) | (5 /) & Q(Xo)} < max (b4(X,) | (5, ) & QX))

Fie acum 4

D =D° = {(i,j) & Dy | b5(X,) > max {b4(X,) | G, j) G QX )}

-Evident mulfimea D° este nevidi si verifici: conditiile (3.8) si (3.10).
Atunci din (3.5), (3.16) si (3.17) rezults cd: - : ’

(3.17)

V(DY) < C(X,, D7) <0,

inegalitate care contrazice ipotéza ficutd in teoremd ci V(D) > 0 pentru
orice D gG. e - '
= Prin urmare inegalitatea g(X, X %)
In legiturd cu modificarea din obse
rate urmdtoarele dous teoreme,

> 0, are loc pentru orice X & S.
tvatia 3, a algoritmului sint adevi-
care sint similare cu teoremele 2 si 3.
TEOREMA 2'. Fie X &S si fie DC N X N, astfel incit D verificd
condtitle (3.8), (3.9) §¢ (8.10%) b(X ) <5 85 (, /) & D, implici (i, jy.& D
(6 esie dat de formuia (3.7)). ' :

Atunci, dacd X, este o solupie optimald pentru problema B(D) si are
loc tnegalitatea : :

C(Xk+1.; D) < 0:
avem .

g(Xk+1;X) < 0.

Demonstratia teoremei 2’ este aseminitoare cu cea a teoremei 2.
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) ; fie G lia tutuvoy submulfimilor D din

- B, ' Fie X, &S §i fie G fami ? sbmaljimilor D din

N XII%OI;?ﬁAUg%ﬂc;‘ conkzﬁ;éile (3.8), (3.9) 7 (3.10 ). Dla"r-:m emsm; un elemen
D= é astfel incit stnt indeplinite urmdtoarele condifn

() V(Do) >0, o o

@) DaG s DT D implici V(D) \%-0, atunit
entru orice X & S. | o
) Demonstratie. Mai intii vom ardta cd din conditia (i) rezultd ca

V(D) >0

i G astfel incit D'C Do.
pentru orice D & | - o
S3 presupunem ci existi un element Dl Geu pmognetaﬁ; Icizé,t.gbea_ cé?
si astfil%nc’it V(DY) < 0. Fie atunci X' un element din 5 cu pro
(DY) = (X" 5 DY:
Dar deoarece:

. . .. .. QEycbuybcDhuyb,

rezultd cdat. - | e |
7(D") < C(X'; DY <0,
inegalitate ce contrazice (i). -‘ . N
Deci V(D) > 0 pentru ofice D & G care verificd Ielgttla : C
o]0 B s P aanaid Ui l¥ L i = .
ind 3 ii) rezultid cd V(D) > 0 pentru orice G. |
tm—mg;;ﬂ}ipiieg) alc’:?; leé _exist(é )uﬁ element X' & S astfel incit are
loc ii_legalitatea: ' - LS s
- X XY <0
Dar atunci avem urmitoatea inegalitate :
(3.18) max {ai(X) | (i, ) & QX)) < max (X)) | () & QX
Fie
(3.19) D* = {(i, /) & D, | b5(Xy) < max {b5(X)) | @ 4) s X"}
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 Multimes D
din (359, (3.18)

“este' nevidf si verifics condifijle:
$1°(3.19) rezultd i avem: =

7(DY) <C(X"; D) <0,

Lh P LY
Tt N

R R AR L
: O‘E.-,_pgntru7>.‘9ricie D g G, .
=> 0 are Ioc pentruorice X ' S.

inegalitate ce contrazice, faptul ¢ V(D) >
Prin urmare, inegalitatea. X, X))

L y

S Mo A R IT,w L ey Y SRR e
SUR UN PROBLEME DE PROGRAMMATTON NON-LINEAIRE
| pem— FRACTIONNAIRE

RESUME

‘Dans.ce travail on considére le probléme suivant.
Déterminer. '

®) min {ﬂ( X as}
B (6.1

olt Z, et Z, sont des fonctionnelles
Zy(X) < 0 pour tout X & S. o o
Pour le cas ot I'ensemble § est fini," on préseénte un procédé pour la
résolution du probléme (P). ‘
Comme application, on donne un algorithme pour Ia résolution:'d’un
probléme d’affectation non-linéaire fractionnaire.
= F | i

y
\ g

réelles définies sur un’ ensemble S et
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