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ASUPRA REZOLV ARII UNUI SISTEM DE ECUATII
BOOLEENE

de
$TEFAN N. BERTI
(Cluj)

fn aceasti lucrare ne referim la rezolvarea sistemului de ecuatii cu mul-
timi
(1) X+Y=4, XY=B, X+2Z=C, XZ =D
mde X +Y=XNY, XYy =XNY. U

Daci T este mulfimea totald, O este multimea vidd §i 4 = T — A
(complementara. mulfimii 4), atunci din (1) rezulti pentru mulfimile
coeficienti 4, B, C, D relatiile i
AB— XVXY = 0,CD = X2XZ = 0, BC = XYXZ=0, AD =XZXY =0,
Aceste relafii sint evident echivalente cu conditia

AB +CD + BC+ AD =0

deci cu conditia
2) B4+ D C AC.
___Se arati cd condifia necesari (2) este si condifia suficientd de compa-
tibilitate a sistemului de ecuatii (1).

Folosind metoda descompunerii pe componente [2] pentru sistemul
de ecuatii (1), se obfine urmétorul tabel
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e Susgu 4¢ | AC |ABCD D | BD | BD | AC
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e componente va fi datd de tabelul :

Componentd 1c | ac |aBCD| BD| BD BD | AC

Bt 0 0 U 1 1 __l___,o__

/X//——'T"T T 1|1 __()____EL

I S, o e AR BIREE
z

: itrarh. (1) este com-
unde U este © mulfime arbitrara Jultat : sistemul de ecuatii (1) :

A | a
4 re n care solufl
Prin urmare avem urmétora] T Moc relatia (2), caz 1

i gl i i cind
patibil atunci st numal atuncl

te o
sistemulul es ) ) . (BCDU &
v 7) = (ABCDU + B + 8D AC + ABCDU +
@ (X Y, 7 P
Multimea U este arbitrard. duce la urmatoarele. Se

e te se 1€
e componen
Metoda descompunerii P ata de comp

ifi 3 ficie
stabileste condifia necesard gt st
tem de ecuafil

atibilitate pentra un sis-

'4‘ 11 .)’1 ;{. ;( = tg’4 11 4’1". .;i fire= ]. 2 ] k
, P ﬂ)j r d

( )f ( R li) g] A ELL 1
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4 condifie sub formd n

ormala disjunctivi
si se gorie aceas

r

Lj =T
®) _ ?2
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unde

Li=LfAy, ..., 4,) =20 (=12 ...,7)

sint functii booleene de forma

&,1 5,2 &\

A+ 4, + ...+ 4,

unde

g & {0,1} si

o

1 —
4=A4, 4 =A4.

Conditia de compatibilitate (5) se poate pune deci sub forma

T &1 &,2

&j,m
2(A1—[—A2+ o4+ A4,)=T
=

respectiv sub forma
* 1-8,1 1—€,m
(6) S Ay A, =T.
i=1

Fie Cy, ..., C, cele » componente ale reuniunii (6).
Pe fiecare din aceste » componente se considerd cele % ecuafii ale sistemu-

lui (4) si conform unei scheme generale ([2]) se rezolvd sistemul (4) pentru
fiecare component.

Studiul general al rezolvirii unui sistem de ecuatii de forma (4) se
poate aborda si cu ajutorul metodei elimindrilor succesive, care este pusi
in unele luctiri a lui Schréder, indicafii asupra metodei fiind prezentate in
monografia lui BiIrRkHOFF ([1]). Vom folosi urmétorul rezultat.

Lem3. Condifia necesard §i suficientdé de compatibilitate a ecuajies

(7) AX -BX +C=0

este datd de

(8) AB 4+ C =0

3 — Revista de analizi numerici §i teoria aproximaliei vol. 2, fasc. 1, 1973
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caz in cave solutia generald a ecuatiei (7) este
X =ABU + B
arbitrard.

unde U este 0 mulpime

deci avemmn condifia

si ecuafia

care se poate scrie s

Demonstragie. Tcuatia (7) este echivalentd ct sistemul

AX:BX::C.—:O

c=0

AX 4+ BX =0,

ub forma

[ ,
AB+A]§X+/TBX=0

de unde rezultd conditia

Astfel AB =
tibilitate.

unde AB s AB

AB =0.

_ ¢ =0, ded conditia (8)
Avem astiel ecuafia

este condifie necesara de

ABX + ABX =0

¢int muljimi disjuncte, P

acestel ecuatii este

U fiind

Folosind aceastd {emi, vom P
wlui de ecuatil 4).

rezolvarea sistem
mul

o multime arbitrard. Le

x — ABU 4 B,

flAg1=szgz~’i-

ma este demons‘cra‘cé.

rezenta 'urmé‘corul
Sistemul (4)

o szAgh—;O

este eC

rin urmare solufia gener

algoritm privind
hivalent cu siste-

compa-

ald a
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deci cu ecuafia

>
fiAg =
| =7 g =0
ceea i ’
ce se poate scrie sub forma ecuatiei

i ,
©) F(dy, ..., 4, X4 ..., X,) =0

Ecuatia (9) se poate pune sub forma
Xy + 51X1 +v.=0

unde « & M
lemei e ‘i;;ﬁhsﬁlslnafvuenctn. booleene de A4, 4 X .
» m SlStemul “r ey mr DT Pe b
n* aza

[FI(AI, o Ay Xy o X,) =0
X, = Gia(Ay -oor Ay Xo ooty X,)

echivalent cu sist )

5 . emul (4). Aici

cind algoritmul : . Aici Fy = « . L e

sistem de fOrmadeSCfls mai sus sistemulluﬁi1 1—41—1&: 5(1) G)‘é‘ __?‘160;‘1(31 + P1. Apli-
, &, = G; vom avea un

Fydy ..o, Ay Xy ..y X,) =0
X, = Gy1 Ay ooy Ay Xgorny X,,)
X, = Gog (Ags . Ay Xo oo X,)

Aplicind 1 vem
in total de n ori algoritmul descris, ave
’

(Fn(Al, e, Am) — O
(10) Xl = Gn,l (Al, e, Am)
.‘X2:Gn,2 (Ab ., A )

ka = Gn,m(Al; e ., Am)

care este chi i
Belents 4 iar solufia sistemului F =
e co g sy N (4) n 0 2 itia
mpatibilitate a sistemului (4) ;})Sflf ;()rlldlga IllecesarFjl st s
) ocedeul de rezolvare
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| 36
poate depinde de cel mult n mul-

l
|
| descris, rezultd c3 solufia sistemului (4)
‘ ' fimi arbitrate Uy Uz o0 & ‘ 5
| % cazul concret al sistemului de ecuatii (1) avem: TART | TABEL 1.
| I
|
i f

| F(4,B.C.DXYZ) = ARY + AX + AY + BX 4 BY + BXY + CXZ +
F_0ef —
Ocfr=¢n, fi=28s - [ =28

| _ - _ R
+CX+CZ+DX+DZ-|—DXZ

Z
l'-i.

e rind sistemele

ll
—

=0 (echivalenté cu sistemul (1)) ne da p

| si ecuafia F
+ZY+BX+1_317+EXY+

(’C+DX)(C‘X+D)+AX?+ZX
+€X+DX=0
—_—”——’_—1—"” .
Z=(C+DX)(CX+D) U, +CX+D
(A + BX)Y + (AX+B)§?+ZIX+BX
7 =CX +D.
(Z+EX)(AX+B)+A—X+BX+'C‘X+DX+5D=0
Y:(Z+EX)(A}Z+B)U2+AX+B

si astfel
F4s/fB+z‘fD+BC+CD

jar I, = 0 este conditia necesard §i suficien
Efectuind inlocuirile in mod consecutiv
solutia (3) 2 sistemulul .

Schema logicd a algoritmului de mai sus,
mul Schroder Birkhoff se poate prezenta tn felul urmator:

+CX+DX+ED=0

ta de compatibilitate
in sistemul de mai sus

|

aumit tn continuare algorit- ||

\
Xy + BiX: + 1 =0« Fr,
Fy=F

— ‘

W

F.,G N
I YLIje ey GII in functie d :
s eA ,
oo Ay Xy, X,

(1=2)]—

ID:=I+1 |
DA
v
H X1—Gn1; o Xﬂ:Gnn'F =0
|STOP\
In aceasti schemi
| S« R |

C
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Pentru desfdgurarea améanuntitd a schemei logice de mai sus, se poate
scrie un program in limbajul COBOL, care ne permite trezolvarea concretd
4 unor sisteme de ecuatii booleene voluminoase. in acest caz, rezervam
pentru fiecare mulfime datd un aumir de m - n celule care vor fi ocupate
de numerele 0 sau 1, dupd cum pe componente exista sau nu multimile
respective. Volumul de celule se poate micgora, trecind la reprezentare in

baza 8.
(a aplicafie la metoda lui Serdder-Birkhoff vom considera ecuatia

(11) XY + ZU = A(B + C)

care generalizeazd legea de subdistributivitate, aceastd lege obtinindu-se
prin

(X, Y, Z, U) = (4, B, 4, C).

Vom nota cu D muljimea 4(B -+ C) si vom considera mai intfi ecuatia

(12) XY +2ZU =D
ecuatie care se poate scrie sub forma
(13) DY . X + DZ + D)X 4+ DIZ + U)Y + DzU = 0.

Conditia de compatibilitate in raport cu necunoscuta X a ectafiei (13)

este D(Z + 0y DZU = 0 si aplicind lema, putem scrie urmitorul
sistem de ecuatii echivalent cu ecuatia (12)

DZ + OY + DZU =0
(14)

X = DZ + U +2ZU4y) + (D + ZU)Y 44

unde A, este 0 multime arbitrari. Compatibilitatea jn rapott cuY a primei
ecuatii din sistemul (14) este data de DZU = 0 iar solutia Y a acestel ecua-
tii este '

Y:Az"l"D{Z‘l_ﬁ)
4, fiind o mulfime arbitrard. Inlocuind in ulti ma ecuatie din sistemul (14

v cu Ay(D + ZU) obfinem X = DZ + U +2U4,) + (D + ZU) 414,
si ecuafia (12) este echivalentd cu sistemul de ecuafil -

DzZU =0
(15) y = A, + D(Z + 0)
X = D(Z + U +2U4Ay) + (D + ZU)A 4.
Prima ecuafie din acest sistem este compatibil si se obtine

U= (D+2)4s

9
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unde 4, este o muljime arbitrard i :
sistemuf ! ecuai;iit arbitrard. Astfel ecuatia (12) este echivalentd cu

U= (D+ 2Z)A,
(16) Y = 4, 4+ DIZ + 4y)
in care mulfimea Z este arbitrard i i a
(12) depinde de 4 multimi arbriilrf;eP;r;rlérg?rl:asomtla generald a ecuajict
X = D(A, + A, + AA,A,) + DA 4,
Y = A, + D(4, + 4,)
(17) Z=A,
U= (D+ 4)4,

Pentru a verifica solufia (17) se calculeazd

XY = D(Ay + A, + A;4,4,54,)
si se obtine e
' XY 4+ 2ZU = D(AA, + A, + 4,) =DT =D
declR (17)1tveri1ficé ecuatia (12).
_ Rezultatul obtinut (sol i a ste
gésirea solutiei ggnerale( Zi%ﬁaﬁzrile(rﬁ?:a s R ey
X = A(B + Oy + Ty + Aydydy) + (T + BOA,
Y = A, + A(B + C)(4; + 4)
Z =4,
. U= (A(B + C) + A,)A4,.
t = ..
entru a gisi acele multimi A, 4,, 4, A, pentru care (18) ne conduce

la legea i i t
s l' b 1 . ¥ . - .
IlECuIlOSCLLl:ele -‘1“ 112) 113) 114!

(18)

. A(B + C)(Zs +.Z4 -+ A1A3A4) + (Z + EE)Alzz =4
Ay + AB+CO) Ay +A)=B
=4

(A(B + C) + 4,)4s =C.

1 s

(19)
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Sistemul (19) se poate scrie sub forma
A(B + C)(Zs + A14,) + (Z+ B )ALZ2 =4

A, -+ A(B + C)A, =B
(20) B
(AB + C) + DAy =C

A4=A

i i - hroder-Birkhoff
Acest sistem se poate rezolva, folosindu-se metoda Sc ,
obtinind parametri arbitrari. Sistemul (20) se poate pune sub forma

A4 - A, + A4, + BO) A, 4+ ABC4,=0

B.A,+ (4 + 4B A, + ABCA,; =0
(21) . B
(AB 4+ A)C + A3 + CA; =0

A, = A

A treia ecuatie din sistemul (21) este compatibild neconditionat i are
solufia

Aa = C + AE—C—BI
si sistemul (21) este echivalent cu
A4 - A, + A(C + BO . A, 4 ABCA, =0

BA,+ BA+04,=0
22 L
@ ,=C+ ABCB,

A4 == .A.
unde B, este o multime arbitrara. Din
B.BA+C) =0

rezultd cd g 2-a ecuatie din sistemul (22) este compatibild si solutia acestel
ecuatii este

A, = (ACB, + 4 + C)B
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si sistemul (22) este echivalent cu sistemul
AB .4, + A(C+BC) - 4,=0

A, = (ACB, + A + C)B
(23)

A =C+ AEC-_—B:l
A4 B A.

_Prima ecuatie din sistemul (23) este compatibild deoarece A AA(C +
+ BC) =0
si solufia generald a acestei ecuafii este
A, = BB, + A(C + BC).

Deci solutia sistemului de ecuatii (19) este

A, = BBy + A(C + BO)

A, = (ACB,+ A +C)B
(24)

Ay = C + ABCB,
A, =4

solufie care depinde de 3 mulfimi arbitrare B;, B, B.

Deoarece se obfin anumite identitd$i interesante prin verificarea fap-
tului ci (24) este solutia sistemului (19) vom da aceastd verificare.

A, + A, + A, A A, = A + BC + B,C + AC + ABCB,
A(B + C) (Za + ;{4 + 4,4,4,) = A(B+ C + BE1C)

si
AB + C) (Ag+ Ay + A 4;4,) + (4 + BC) A4, =

= A(B+ C + BC + BB,C) =4

deci prima ecuatie din (19) este verificatd.
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TABEL 2.

Inceput
(Start)

tiparit
{printed)

STEFAN N. BERTI i

[

(general data)
\ {Eﬁ?i?nfxg? \ date generale

XY +2U=D fi=an=t

_-_-_-_-_______—_________—-———-_-_-F————_-_-_-_-_F-_-_-_—-
—_— X,
X

- "
DYX + DEZ+ U)X + DZA+UY A+ | F=0
4+ DzU =0

DY, D(Z + U), DU + ZyY+DZU

L e

by, D(Z + U), DU L AV DZ2_

— I=1{g<mn

e

6 |¥
. |pz+ 0¥ +DZU=0
5 | x=DZ+U+ZUFAF

LD+ ZU)Y 4

o |0DZ+TLDZV
S
v

11 AN ="t e

12 DZU =0
T y = 4, + DZ + U)
. | Xx=DZ+TULZUA)TF
e — i

15 |Dpz 0O
SR

16 M b prulin Jic e
R\ 1

17, ferul g e
~ g | 0=0

., 1.9=9 ==
— = =G

19 MMW

X = D(Z + Ay + ZAsAs) + DAy Ay X1 =6
_____.——-——'—57/{/

¢ o ay Bo Y
A T=4Mel e
=1 z—4 X, = Gy
z=4 AT
= 4 1, X: = by,
25 U = 1D + 4)4s
1, + 4 X, = Gan
26 Yy = A, + D4y + 43 s
27 X = D(A, + Ay + A:dsda) T 1 =Gia
+ D4, 4,
Sfirsit (Stop)
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Avem
A, + A, = A + BC + CB,
it A(B 4 C)(ds + 4,) = ABC
$1 .
A, + A(B+ C)A; + A) = BAC+A+C)=B

deci si a 2-a ecuafie din sistemul (19) este verificati. A 3-a ecuatie
din sistemul (19) se verificd evident. A 4-a ecuatie din (19) se verificd
in felul urmétor: Y

(A(B +C) + A)A; = (AB + AC+ 4)(C 4+ ABCB,) =
= ABC + AC 4+ AC = ABC + C =C.

fu tabelul 2. se di schema de desfisurare a rezolvirii sistemului

ON THE RESOIUTION OF A SYSTEM OF BOOLEAN EQUATIONS

SUMMARY

In the present paper is given a general algorithm for the resolution
of the system of equations

(4)

where fjandg, (j=1,...,k) are boolean functions of the given sets 44,...,4,,

and of the unknown sets X,, ..., X,. The system (4) is equivalent with the
boolean equation (9) F =0, where

Ji=8&u '---:szgk

&
F =) fiAg.

i=1

We denote 4 + B=A U B, AB=A\ B, AAB=AB + AB, 4 =
=T — A (T is the total set)

The lemma

AX - BX +C =0 (AB+C =0 & X = ABM + B)
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(where M is an arbitrary set) is the ground—work of the so-called Schroder-
Birkhoff algoritmh (S. B. a.) for the resolution of equation (9). The logical
schema of S. B. a. is given in the Roumanian text. (Tabel 1)

For the system (1) is given the resolution by an algorithm studied
in [2]. The system (1) is compatible if and only if (2). In the assumption
(2) the general solution of (1) is (3). The S. B. a. presented in this paper is
more simple ; it is applied for the resolution of system (1), of the equation
(11) and for the system (19) with the unknown sets: Ay, Ay As and A4, The
solution of (11) and (19) is given respectively by (17) and (24).

In the following table (tabel 2) is given the S.B. 4. for the effec-
tive resolution of the equation (11).
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