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ASUPRA UNOR SPATII VECTORIALE TOPOIOGICE
ORDONATE CARE INTERVIN IN TEORIA OPIIMIZARII

de
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1. In afard de problemele obisnuite de optimizare care din punct
de vedere matematic revin la determinarea minimului sau maximului unei
singure functii reale, numitd functie de scop, intervin in practici numeroase
probleme a cdror formulare matematicd conduce la mai multe functii de
scop. Pentru a studia si rezolva astfel de probleme de optimizare se poate
proceda in doud moduri: fie ca se inlocuiesc functiile de scop cu o singuri
functie reald care caracterizeazd efectul tuturor, fie cd ele se privesc ca
componentele unei aplicatii cu valori intr-o multime ordonati.

Numaiarul lucrarilor consacrate studiului optimizdrii unor aplicatii
cu valori intr-o mulfime ordonati este mare. Deosebit de intens a fost cer-
cetat cazul cind aplicatia respectivi este definitd pe o submulfime convexi a
unui spafiu vectorial real sau complex si ia valori Intr-un spatin vectorial
topologic ordonat, incercindu-se printre altele si se elaboreze pentru ase-
menea probleme de optimizare o teorie a dualitdfii care si generalizeze teo-
ria dualitdfii din programarea liniari in spatiile vectoriale de dimensiu-
ne finitd. BRECKNER w. w. [l] a ardtat cd pentru anumite spafii
vectoriale topologice. ordonate, pe care le-a numit fundamentale, acest
lucru este posibil. Scopul lucririide fati este de a stabili citeva proprie-
tati ale spatiilor vectoriale topologice ordonate fundamentale si de a studia
legatura lor cu spatiile vectoriale topologice ordonate arhimediene.

2. Pentru a fixa terminologia gi notatiile prezentim in aceeasti sec-
tiune unele nofiuni din teoria spatiilor vectoriale ordonate.

Se numeste spatin vectorial ovdonat un spagin vectorial real F in care este
definitd o velatic binard veflexivd, tranzitivi si antisimetvicd (numitd velafie
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3. Definitia 1. Un spatiu vectorial topologic ordonat F == {0z}
se numeste fundamental, dacd satisface Wmdtomel{a,condi,tiz’ : i
(¥,) F este dirijat. '

(B,) Ave loc egalitatea Kb = K7,

Pentru a arita cd conditiile (F,) si (F,) sint independente, considerdm
drept F spatiul vectorial R? in care s-a introdus topologia cu ajutorul nor-
mei lui Fuclid. Dacid definim pentru elementele f = (fi, fi), £ = (g1, &)
din acest spatiu relatia f<<g prin f; <<g; pentru 7= 1, 2, atunci F
devine un spafiu vectorial topologic ordonat dirijat. Intrucit f* =
= (1,0) & Ki, dar nu apartine si lui K&', rezulti ci acest spatiu nu
verifica condifia (F,). — Daci definim insé relatia f << g prin f; = g, §i f,=g»
atunci F devine un spafiu vectorial topologic ordonat care satistace condi-
tia (F,) cdci avem

Kh—KE = {(ff, )R ff >0

In schimb el nu este dirijat, deoarece pentru elementul f = (1, 0) nu existd
nici un element #'in Ky in asa fel incit sd aibi loc relatia f = A.

Definitia 2. Un spatiu vectorial topologic ovdonat F se numeste
arhimedian, dacd Ki = @ si daci pentru ovice peveche (f, g) & F x Ki
existd un numdr natuval n in asa fel inctt sd aibd loc velapia f << ng?.

TEOREMA 1. Orice spatiu vectorial topologic ordonat arhimedian F este
urdemental.

= Demonstragie. Fie f un element arbitrar al lui F. Alegem un element f,
din Ki. Atunci existd un numir natural # in aga fel ca f < nf,. Deoarece
nfy & Ky, rezultd prin urmare cd F este dirijat. ‘

Fie acum f* o funcjionald din Ki». Atunci existi un element fy& K#
pentru care f*(f,)>0. Fie f un element arbitrar din K#. Atunci existi un

numir natural » in asa fel ca f, < #f. Tinind seami de faptul ca f*&Kp«,
avem atunci #~1f¥(f,) < f*(f), de unde rezultd ci f*(f) > 0. Prin urmare
f* & Ki". Deci spatiul F verifici ¢i conditia (F,). ‘

© O condifie suficientd pentru ca un spatiu vectorial topologic ordonat
sda fie arhimedian este datd de teorema urméatoare,

: TEOREMA 2. Dacd conul Ki al unui spatiu vectorial topologic ovdonat
FE cste®o multime deschisd nevidd, atunci F este arhimedian.

] ?) Atragem atentia ci termenul de spatiu vectorial arhimedian este folosit in literaturd
§l in alt sens (a se vedea PERESSINT A, L. [4, pag. 4]).
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Demonstrafie. Fie datd o pereche (f, g) & F x Ki. Deoarece g este un
onului K} existd o vecinitate Va lui 0, astfel ca g+

-V C Kf. Vecindtatea V fiind o mulfime absorbantd se poate determina
fenV. Dar atunci ng —

un numir natural » in asa fel incit sd avem —
— fang+nV C Ky deci f < ng.
Din teorema 1 §i teorema 2 se deduce
Consecinta 1. Dacd conul K al unui spati vectorial topologic ordo-
nat F este o mulfime deschisd nevidd, atunci F este fundamental.

Remarcim cd reciproca acestei proprietdfi nu este adeviratd. Existd
spatii vectoriale topologice ordonate fundamentale pentru care conul ele-
mentelor strict pozitive nu este o mulfime deschisd nevida. Intr-adevar,
fie IF spafiul vectorial al functiilor reale definite pe intervalul [0, 1]. in
acest spatiu definim relafia f=g prin f(t) = g(#) pentru orice ¢ & [0, 1] sau
f(t) < g(¢) pentru orice t & [0, 1]. Fatd de topologia convergentei punc-

tuale F este atunci un spafiu vectorial topologic ordonat arhimedian

(deci fundamental), dar conul Ki nu confine nici un punct interior.
ovial topologic ordonat fundamen-

TROREMA 3, Dacd F este un spajin vect
terioave ale conulut K5 sau este

tal, atunci mulfimea Int (K¥) a punctelor in

vidd sau coimcide Cu Kx.
5 Int (Ki) =@ si cd existi un element

Demonstratie. Presupunem ca
Jfo din Ki care nu este punct interior al conului K. Atunci mulfimea

M = {Mo: 2> 0}

nu confine nici un punct interior al conului Kp.
fntr-adevir, dacd Aofo CU Ao > 0 ar fi un punct interior al lui Kp
atunci ar exista o vecinatate V,a lui Op, astfel ca %, fo+ Vo C Kp De aici

se deduce ca
1)) fo+ 2 Vo € K.

Deoarece fo == 0 $i spatiul F este separat, existd o vecinitate V; a lui
0, astfel ca —fo & V. Punind V = (MlVo) N V, se obtine atunci in
baza relagiei (1) incluziunea fot+ VE K;i. Or, aceasta tnseamnd cd fo
este un punct interior al lui Kif, ceea ce contrazice ipoteza.

Tinind seami de faptul ci M si Ky sint mulfimi convexe, rezultd in
baza teoremei de separare a mulfimilor convexe (a se vedea KOTHE G.
[3, pag. 1917 ) cd existd o funcgionald f* & F* si un numir real & astfel

incit s4 avem

@) sup {f*(f): f & My < a<inf {f*(f):f € Kz}
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(3) o < f*(f) pentru orice f g Int (Kj).

Deoarece fo, s M N K, si T B
relatia N Ky si multimile M, K, sint conuri, se deduce din (2)

*) PR = o= 0.

Din (3 a i ci i
F fiilgd) Eﬁﬁﬁfieii‘if“ ca funcfionala f* aparfine conului K. Spafiul
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element f, & K cu f*(fy) >0, adicd f* & K. Dar atunci f* apartine
datoritd ipotezei conului K" ceea ce contrazice relatia (5). In consecintd
K este o mulfime deschisi nevida.
Afirmatia 8° rezultd din 2° in baza teoremei 2, iar afirmatia 4° din 3°
in baza teoremei 1.
Afirmagia 1° se deduce din 4° tinind seamd cd proprietatea (F) din
definitia 1 este echivalenta cu faptul ci are loc egalitatea F =K, — K.

UBER BINE KLASSE VON,HALBGEORDNETEN TOPOLOGISCHEN
) VEKTORRAUMEN DER OPTIMIERUNGSTHEORIKE

ZUSAMMENFASSUNG

BRECKNER W. W. [1] hat gezeigt, dass man fiir Optimierungsauf-
gaben deren Zielfunktion eine konvexe Abbildung ist, die auf einer kon-
vexen Teilmenge eines reellen oder komplexen Vektorraumes erkldrt ist
and Werte in bestimmten halbgeordneten topologischen Vektorrdumen
annimmt, eine allgemeine Dualitatstheorie entwickeln kann, die die Dua-
lititstheorie aus der linearen Optimierung in endlichdimensionalen Vek-
torriumen verallgemeinert. In der vorliegenden Arbeit werden diese halb-
geordneten topologischen Vektorrdume, die wir Fundamentalriume nennen,
niher untersucht. Es wird gezeigt, dass jeder archimedische halbgeordnete
topologische Vektorraum ein Fundamentalraum ist und dass das Innere

des Kegels Ki der strikt positiven Tlemente eines Fundamentalraumes
F entweder leer oder gleich Ky ist. Weiterhin wird festgestellt, dass jeder

Fundamentalraum F dessen Kegel K; innere Punkte besitzt ein archi-
medischer halbgeordneter topologischer Vektorraum ist.
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