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ASUPRA UNOR FORMULE DE MEDIE*

de
TIBERIU POPOVICIU
(Cluj)

1. Formula clasici a cresterilor finite

(1) f(x) — flos) = (%2 — %) (E)

are loc daci f este o functie continud pe intervalul mirginit si inchis [%,,%,]
(%, < %,), derivabild pe intervalul deschis (#;, %) $i & este un punct
convenabil al acestui din urmé interval. Punctul & depinde de functia f
dar singura indicajie care se poate da asupra lui, in general, este cd apar-
fine intervalului (#,, %,). De altfel, oricare ar fi ¢ & (¥, #%,), putem construi
ugor o functie f care indeplinegte conditiile impuse mai sus pentru valabi-
litatea formulei (1) si pentru care ¢ este singura valoare posibild a lui E.
n cazul insi cind funcfia f aparfine unei mulfimi particulare de functii,

pozifia punctului £ se poate, in anumite cazuri, preciza mai mult prin exis-
tenta unui astfel de punctintr-o anumiti submulfime particulard a lui (%, %,)-
Th cele ce urmeazi vom examina asemenea probleme pentru formule

de medie care generalizeazi formula (1) a cregterilor finite. kg

9. S4 considerim o functionald liniara (deci aditiva si omogend) reala
R(f), definitd pe o mulfime liniard S formatd din functii reale si continue
f, definite pe un interval dat I (de lungime nenuld) a axei reale. Vom presu-
pune totdeauna cd S confine toate polinoamele. Mulfimea S poate si
coincidd cu mulfimea tuturor funciilor continue f: I — R, dar poate sd
fie si mai restrinsd. in cele ce urmeazi, cind va fi necesar, vom preciza mul-
fimea S si natura elementelor sale.

Gradul de exactitate al lui R(f) este un intreg m = —1 astfel cd R(f)
se anuleazd pe orice polinom de gradul m dar este diferit de zero pe cel

* Aceasta lucrare este o versiune putin modificatd a unei lucrdri aparute in limba fran-
cezi in Spisy prirodov. fak.Univ. J. E. Purkyne v. Brne, 5, 147—156 (1969).
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putin un polinom de gradul m + 1. Gradul de exactitate poate sd nu existe,
dar daci existd el este bine determinat i este caracterizat de proprietatea
urmatoare :

R(l) = R(x) = ... = R(#") =0, R(x"*1) =0 dacd m =0.

Cind va fi necesar vom preciza incd natura functionalei liniare R(f).

Reamintim deéfinitia simplicitdii funcfionalei liniare R(f):

Functionala liniard R(f) se zice de forma simpld dacd existdé un numdr
intreg m = —1, independent de functia f, astfel ca pentru ovice f & S sd avem

(2) R(f) = I<[£1) 22' cey E.~m+2; f];
unde K este o constantd diferitd de zero tndependentd de fumctia f st &, v =
=1,2, ..., m + 2 stnt m -+ 2 puncte distincte ale intervalulus 1, depinzind

in gewmeral de funclia f.

Numirul m este determinat complet si este tocmai gradul de exacti-
tate al lui R(f). Avem K = R(x"+1).

In formula (2) se noteazi cu [v,, Vs, ..., ¥,; f] diferenta divizata, de
ordinul » — 1, a functiei f pe punctele, sau nodurile (distincte sau nu) y,,

Noy oo Yoo

3. Teoria functiilor convexe de ordin superior permite si se giseasca
diferite criterii de simplicitate ale functionalei liniare R(f). Un astfel de cri-
teriu se poate enunta sub forma urmétoare:

TEOREMA 1. O condifie necesard si suficientd pentru ca functionala lini-
ard R(f), de grad de exactitate m, sd fie de forma simpld este ca sd avem R(f)=£0
pentru ovice functie f S S convexd de ovdinul m.

O functie f se zice convexd de ordinul m pe I dacd toate diferentele sale
divizate [%,, %s ..., %ms2; f], de ordinul # - 1, pe noduri distincte x,,
Xy - Xmyz & L, sint pozitive. Dacid toate aceste diferenfe divizate sint
nenegative functia se zice neconcavd de ordinul m (pe I). In fine, daci dife-
rentele divizate de ordinul m - 1 ale functiei f sint toate negative respectiv
toate nepozitive, aceasti funcjie se zice concavd respectiv neconvexd de
ordinul m (pe ¥). Trecind de la functia f la funcfia —f, proprietifile functii-
lotr concave respectiv neconvexe de ordinul s se deduc, in general, din
proprietéfile corespunzitoare ale funciiilor convexe respectiv neconcave
de ordinul m. O funcfie convexd (concavi) de ordinul m este un caz parti-
cular de funcfie neconcavi (neconvexi) de ordinul m. Pentru ca o functie
si fie In acelasi timp neconcavi si neconvexi de ordinul m este necesar g
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suficient ca toate diferentele sale divizate de ordinul m - 1‘,_ pe _uoiiuri
distincte, s3 fie egale cu zero. O astfel de funcfie se numeste polinomiald de
ordinul m (pe X) si se reduce la un polinom de gradul m, mai exact la res-
tringerea pe I a unui polinom de gradul . LLi:

S4 trecem la o schitare a demonstratiei teoremei 1.

S% aritim intli ci condifia din enunf este necesard. Sd presupunem ca
functionala liniard R(f), de grad de exactitate m, este de forma simpld,
Fie f & S o functie convexd de ordinul m. Avem atunci formula (?) unde
K =£ 0. Dar, diferenta divizati din membrul al doilea este pozitiva. Avem
deci R(f) 5~ 0. L

84 aritim acum ci condifia din enunt este si suficientd. Sd presupunem
cid R(f) este de grad de exactitate m si este diferit de zero pentru f & S
convex de ordinul . Functia

3 ¢ = R(xH) f — R(f)x"+!

aparfine lui S §i un caleul simplu ne arati ci avem R(g) = 0. Rezultd cd
@ nu este convex de ordinul . Dacd finem seamd de“faptul cd 5i —o aparfine
lui S si ci avem R(—¢) = —R(p) = 0, rezultd cid ¢ nu este nici concav
de ordinul m. Existi atunci m + 2 puncte distincte §, &I, v=1,2, ...,
m - 2 astfel ca sd avem

[El: Ezr vy EM+2; (P] = 0

Tinind seam3 de liniaritatea diferenfei divizate se deduce dormula (2),
unde K = R(x"+1) =£0.

Cu aceasta teorema 1 este demonstrata.

Dacs R(f) este de gradul de exactitate m si este de forma simpld, avem
(4) il R(x+)R(f) > 0,

pentru orice funcfie f & S convexd de ordinul . Intr-adevdr, x”+! este
o funcfie convexd de ordinul #, deci dacd f este convex de ordinul m pro-
dusul R(x”+1)R(f)este diferit de zero. Sd presupunem ca R(x"+)R(f) < 0.
Atunci funcia R(x»+)e = [R(x"+) P — R(x¥™+1) R(Q:ﬂ”:‘“ este (ca suma
a dou functii convexe) o funcfie convexd de ordinul . Insd R(R(xm+1)g) =
= R(%,41) R(¢) = 0, ceea ce, pe baza teoremel 1, este imposibil. Cu aceasta

inegalitatea (4) este demonstrata.
Tn aceleasi conditiuni dacd feste o functie neconcavi de ordinul m avem

(5) R(x+1) R(f) = 0.

fntr-adevir, pentru orice € > 0, fﬁﬁcﬁa f L exm+! este convexd de ordinul
m si avem deci R(x"+1) R(f A eamtl) = R(x"‘fl)R(_)f) + e[R(am+1) ]2 > 0,
de unde, ficind pe ¢ s tinda citre 0, se deduce inegalitatea (5). _
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Dacd m = 0 se poate chiar afirma ci punctele ENv=1,2:. 4 + 2
din formula (2) sint in interiorul intervalului I,

“Dacd m =0, daci R(f) este de gradul de exactitate m de formj simpla
si dacd f are o derivaty SOt de ordinul s + 1 pe interiorul 1uj I, avem

(m+1)
) = R(xm+1) L)
(6) R(f) = R(am+1) .

unde £ este in interiorul luj I

Formulele (2) si (6) permit, in cazul simplicitdtii, si delimitim functio-
nala R(f) daci se cunosc delimitiri ale diferentei divizate de ordinul + 1

a functiei f, sau ale derivatei sale de ordinul m - |, bresupusd existents,
4. 83 presupunem cj functionala liniara R(f) este definiti pe multimea

S a functiilor continue pe I si avind o derivati S0 de ordinul m 4 1

pe interiorul lui I Presupunem cim = 0 §1cd R(f) este de gradul de exactitate

m i de formi simpli. Atunci dacy £ este un punct dat in interiorul lui I,
functionala

{m-1)
7 R — m+1y S (&)
( ) (f) R(x ) (m + 1)1

este liniard i se anuleazi pe orice polinom de gradul + 1. Punind f =
= "% si {intnd seami de (6), se vede ci exist o valoare bine determinaty
¢ (din interiorul lui I) a lui £ pentru care functionala (7) se anuleazs pe orice
polinom de graul s + 2. Numdrul ¢ este dat de ecuatia
@8) R(%"+2) — (m + 2)R(xm+1) ¢ — 0,

Avem urmitoarea

Lemal. Pelingd ipotexele precedente, functionala liniary

(9) R](f) = R(f) . R(xm-l_l)%(;—)!

este definitd pe S si este de grad de exactitate m - 2.

Este destul si aritim cg R, (27+3) nu este egal cu 0.

o,
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Tinind seamid de (8), avem

(10). Rlxmt ) Ryt o) = 2o — g [20n 2RO R(2049) — (m--3) R¥(wm+2) .

Dacd punem

4 2)(m + 3) "
(11) P(x) = x5 - (m + 3)zamt? 4 ‘——)zl_mzzx +,

unde z este un parametru independent de %, avem

Plrtn(y) — 2+ 3! t D (x + 22

Avem deci P»t))(x) > 0 pentru x == —z. Rezultd cd polinomul (11) este
convex de ordinul s (peste tot). Pe baza inegalititii (4), avem

R(x"+1)R(P) =
\ mt2 (m - 2)(m + 3) R(x"’+1)22 > O’
= R(xm-f—l) [R(x”""a) + (m + 3)R(x )Z + _2—_

oricare ar fi z. Rezultd ci discriminantul acestui trinom de gradul al doilea
in z este negativ, deci ci avem

(m + 3)[(m + B) R (x"+2) — 2(m + 2)R(x"+) R(x"+3)] < 0

si egalitatea (10) ne aratd ci

(12) R(x’”-+1)R,(x’”+3) > 0.

Lema 1 rezultd de aici. |
Vom vedea mai jos ci functionala liniard (9) este de forma simpli.

a i la intervalul mirginit
5. Vom presupune acum c3 intervalul I se reduce valu ginit
si inchis [a, :IE))] (a P< b) si cd elementele f ale lui S au o derivati continui

de ordinul m 4+ 1 pe [a, b].
Continudm sd presupunem ci m = 0.

i i i 4 liniard definit3 d de exacti-
Fie atunci R(f) o functional liniarj definitd pe S, de gra _exa
tate M;es? c?e forng) simpld. Sa considerim functionala liniard (9), numérul
¢ fiind determinat de ecuafia (8). Avem atunci a < ¢ < b.

Avem urmitoarea
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Lema 2. Pelingd ipotezele precedente, dacd existd un 4
! . prece ; dun intreg b, 0 << kb <<
< m + 1 astfel ca functionala liniardé R(f) sd fie mdrginitd f;td de norma

(13) 2, max | fO)(x)],
v=0xE[a, b]
atunce avem
(14) R(x")R(f) =0
pentru orice functie f & S neconcavd de ovdinul wm -+ 2.
Fie functiile

¥ — A+ |x¥ — Aymt+2
Pm+3,0 = (-———-g] »

2
unde A este un parametru independent de x si cuprins intre a, si b.

- Functia o, i i i
, w43, 2 apartine lui S si este neconcavi i
pentru orice A. Avem ’ i

m i — A —
CPS'HET)A Il (m + 2) ! (%“‘)ﬂ'] == (m + 2) ! P2, A

Vom demonstra ci inegalitatea (14) este verificats
1 1 1 erificatd pentr 3 i
deci dacd punem f = @43 ,. Intr-adevar = C RS

Ri(Pn+32) = R(pmrsn) — (m + Z)R(x"+1)qpy, 1(c)

si dacd finem seamd de (8), avem

Ry(pmys,n) = {R“Pmm — 2" 4 (m -+ 2+ dacd A<,
R(®mys,2) dacd A =c. j
Dar functiile
Omrons Bwion— B L (- Yrw

WJFZ)![W}’ WJFZ)!('”—M]

2

si sint ambele = 0.
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Avem deci R(¥"+1) Ry(@m4s,2) =0, si, §inind seami de (12), Ry (x7+9)
Ry (@mys,2) = 0 pentru orice A cuprins intre a si b. .
Din teorema 15 a lucririi noastre citate [4] rezulti ci funcfionala

liniatd R,(f) este de forma simpld, deci inegalitatea (14) este adeviratd
pentru orice funcfie f & 5 neconcavd de ordinul # + 2 (si chiar fird egali-
tate posibild dacd f este convex de ordinul m + 2).

TLema 2 este demonstratd.

6. Putem acum demonstra urmitoarea

TEOREMA 2. Dacd wrmdtoarele ipoteze sint verificate

1. m este un inlreg nemegativ.

2. S este mulfimea functislor f avind o devivatd continud de ordinul
m -+ 1 pe intervalul mdrginit st inchis [a, b], (@ < D).

3. R(f) este o functionald liniard definitd pe S, de grad de exactitate
m, de forma simpld si mdrginitd fatd de norma (13) pentru un anumit intreg
koastfel ca 0 <k =m + 1.

4. ¢ este punctul determinat de ecuafia (8) (Avem atunci a <c¢ < b).

5. Funcfia f verificd una din wrmdtoarele 4 proprietdfi :

A. este neconcavd de ovdimul m + 1§ neconcavd de ordinul m + 2,
B. este neconvexd de ovdinul m 4.1 st neconcavd de ovdinul m 4 2,
C. este neconcavd de ordinul m 4 1 si neconvexd de ordinul m - 2.

D. este neconvexd de ordimul m + 1 i neconvexd de ordinul m + 2,
atunci formula mediet (6) este verificatd, in cazuwrile A §i D, de cel pugin un
punct & al intervalului [c, b] si, in cazurile B §i C, de cel pufin un punct §
al intervaluluila, ¢l ' '

Este suficient si facem demonstrafia tn cazal A. In acest caz funciia

(15) - - g = Gz [RUf) — Rl L9

este necrescitoare pe [a, b] gl se anuleazd pe cel pupin un punct din interio-
rul intervalului [a, b]. Avem deci g(a) =0, g(b) = 0, iar din lema 2 rezultd
¢k avem si g(c) = 0. Proprietatea din enunful teoremei rezultd. Putem ob-
serva ci punctele & care verificd (6) formeazi un interval gi proprietatea
obfinuti insemneazd cd acest interval are cel pufin un punct comun cu
[¢, b]. Daci, in particular, functia f este convexd de ordinul m + 1, punctul
¢ din formula (B) este unic si aparfine intervalului [¢, b].

La fel se demonstreazi teorema 2 in cazurile B, Cgi D. De altfel cazurile
D, C se deduc respectiv din cazurile A, B trecind de la funcfia f la functia

e
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7. Ca o primi aplicafie avem

Consecinta 1. Dacd R(f) este vestul formulei de cuadvaturd de tip
Gauss, : '

b

(16 § 7075 = Suiw) + RO,

@

unde n este un numdr natural, V o Junctie nedescrescitoare, avind cel putin
# + 1 puncte de crestere i f o Sfunctie carve admite o derivatd continud de
ordinul 2n pe intervalul marginit st inchis [a, b], formula de medie

(2n)
R(f) = R(w) L2
este verificatd, in cazurile A, D ale teoresmes 2, pewtru cel putin lun punct £

din intervalul [c, b] st tn cazurile B, C aleteoremei 2, pentru cel pufin un punct
€ al intervalului [a, c).

Aici s-a pus m = 2n — 1 i ¢ este dat de ecuafia (8) corespunzitoare.

In formula:(16), x, v = 1, 2, ..., n sint ridicinile (distincte si situate
in interiorul intervalului [, ]) ale polinomului ortogonal de gradul »# rela-
tiv la distributia a4V (x). Numerile 2, v = 1,2 ..., »sint coeficienfii (toti
> 0) lui Cristoffel corespunzitori.

Se poate generaliza aceasti proprietate pentru formule de tip Gauss

mai generale, inlocuind membrul intii al formulei (16) cu o functionald

liniard §i nenegativd convenabili. Printre acestea sint si acelea studiate
de noi intr-o lucrare anterioard [3].

8. Ca o altd aplicafie a teoremei 2, avem urmétoarea

Consecinta 2. Dacd functia [ este continud si are o devivatd de
ovdinul m + 1 continud pe un interval care confine cele m + 2 puncte date
Xov=1,2 ..., m 4+ 2 nu toate confundate i unde m = 0, atunci Jormula
de medie a lui Cauchy,

frtlg)

%1, Ko, ..
[%1, %, =Ty

oy Xmaas fl=

este verificatd, in cazurile A, D ale teoremei 2, pentru cel putin un punct
. 1 m+4-2

%y, §t in cazurile B, C ale teoremei 2, Dentru cel putin un
v=1
1 " om+42

m+ 2 =

T om 42

punct £ <

Xy
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Diferenta divizatd [x,, x,, ..., %m+2; flunde nodutile %, v = 1,2, ...,
m + 2 sint distincte sau nu, este definiti ca de obicei.

Se vede ca funcfionala liniard R(f) = [, %, ..., Xma; f] verificd
toate ipotezele din teorema 2 (cu conditia ca punctele #,, si nu fie toate
confundate), [a, b] fiind un interval care contine toate nodurile x,, v=

=1,2 ..., m-+2 In acest caz punctul ¢ este tocmai media aritmetici
1 m-2

— E xy a mnodurilor.

m A2 =

Pentru m = 0 se obtine proprietdtile c'orespunz_iit_oare relative la fvor_—
mula cregterilor finite (1). Este inutil si enuntim aici aceste proprietdfi.

9. Proprietatea exprimati de consecinta 2 se poate demonstra si direct
in felul urmitor. Pentru fixarea ideiilor si presupunem ci sintem in cazul
A, deci cd functia f este neconcavi de ordinul m + 1 si neconcavd de ordinul
m + 2. Rationind aga cum s-a ficut asupra functiei (15) pentru demonstra-
rea teoremei 2 si utilizind citeva formule bine cunoscute asupra difererentelor

divizate, avem Intii, presupunind x, < %, << ... << Xm+-25
1)
e I F G L
[Zares siscg K42 5 f] o= TS
m+2
=20 (% %y oy Xy Ky Fy oo, %y f] (% — %) =0,
=2 >
b mtd—y
+1) ¢,
. f(m (Fm42) —
[%1, %o +evs Xmyz) f]_"(m'_-l—l)—'
m+1
. —
= - 2 [xw xv+1: « vy xm+1; xm+2: xm+2, voy Xmp2 f](xm-q-z - xv) = O-
v=1 T

w1

Aici termenii In care figuteazi in membrul al doilea diferente divizate
luate pe noduri toate confundate, se suprima.

Dacd acum functia f este neconcavi de ordinul + 2, avem

[x]_, xZ!

; X +2' f]2 ; f(m+1) ‘(xl+x?+ — -i- x”l‘{'ﬂ] ]
vy m+t2, = S

(m+ 1)1 m+ 2

aga cum am demonstrat intr-o alti lucrare [2].

Consecinfa 2 rezultd acum imediat.




' 0. Proprietatea exprimatd de consecinfa 1 rezultd din aceea exprimatd
" nsecinfa 2. Intr-adevir, din nigte formule pe care le-am stabilit altd
[1], rezultd ci restul R(f) al formulei lui Gauss (16) diferd numai prin-

factor constant pozitiv de diferenta divizatd de ordinul 2 a functiei
elor ortogonale de gradul # $i » + 1.

Deoarece R(f) este o funcfionald liniard de grad de exactitate 2n — 1,

' R*(F) este o funcfionald liniard de grad de exactitate 2n, deci nu diferd

| |‘ decit prin un factor constant (pozitiv) de diferenfa divizatd a funcfiei F |
pe nodurile @, b, %,v=12, .., % ultimele # fiind luate fiecare de doud

|
|‘ R(f) est une fonctionnelle linéa ;
| tions f ayant une dérivée continue d’ordre m - 1 (m = 0) sur Uintervalle
| borné et fermé [a, b] (a < b). Si R(f) est de degré d’exactitude m, delaforme
H simple et est bornée par rapport 4 une norme de la forme (18), alorsla formule
| de 1a moyenne (6) est vérifiée pour au moins un point § de [c, 0] respecti-
| vement de [a, ¢], o1 ¢ est le point de (@, b) donné par (8) et suivant que
la fonction f vérifie en méme temps, dans un ordre déterminé par le théo-
réme 2, des propriétés de non-concavité et de non-convexité d’ordre m -+ 1

|

{ _




