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l. Formula clasicå a creçterilor finite

(1) f@,) - Í(x') : (x, - x')Í'(E)

intervalul märginit çi închis lxr,xrf

de medie care generalizeazâ formula

2. Sä considerám o functionalá.liniar:a (deci aditivä.çi omogenä) realá
formadä din funclii reale çi continwe
ime nenulä) a
polinoamele.

"å"äi'ilii¿

Grad,ul, tle exactitate alT:u¡i R(/) este un lntreg mà-l,astfel cä R(/)
." "i"iä"ra 

p" ãii"" óolinom de'[radul m dar este diferit de zero pe cel

* Àceasta lucrare este o versiune pulin morlifícatä a unei lucräri apárute în limba fra¡-

c"rå în-épi"y ptítoclov' fak'Univ. J. 
^8.'rurkyne v' Btne, õ' 147-156 (1969)'

7 - Revista de aralizä nume¡icð çi teoria aproximaiiei vol' 1' fasc' 1' 19?2'



ptllin un polinorn de gradul tn )- l. Grad.ul de exactitate poate sä nu existe,
dar dacä existä el este bine determinat çi este caracterizat de proprietatea
urmätoare:

R(l) =¡ 0 dacä m: -1,
-R(1) : R(*) : R(x"') : Q, R(x*+r¡;z 0 dacä n+20.

Cînd va fi necesar vom preciza lncä nattra funclionalei liniare R(/).

Reamintim dcfinilia simþl,icítdlii finclionalei liniare R(/) ;

Fu,nclionølø l'ittiørå R(/) sø zice de Jonna simþ|,d. d,acã. ex'istã. nn nu,wtãl
î,ntreg nt)- -I, indeþendent defmr.cliaf, østfel, ca þentru oricef Q S sd. øaem

(2) Ã(/) :- r{11,, 8,, . . . , 4n +2 , Íf ,
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suficient ca toate diferentele sale divizate de ordintl m | 1r. ne 19$u,ri
äili;õ, iã fiã 

"g"tu "o 
,"ro. o astfel cle funcJie se numeçte p.olinomr,alä de

äiïiî"ïrä-lpãil ï se reduce 1a un p_olinom de gradul m, mai exact la res-

trîngerea pä f a unui polinom de grãdul m.

Sä trecem la o schilate a demonstraliei teoremei l'
Sä aråtárn întîi cä condilia din e

funclionala liniarä R(fl,
Fie f eS o functie conv
K +0.Dar, diferenta di
deci R(f) 7 0.

Sa'ärát¿m acum cä condilia din enun! este çi-sulicientä. Sä presupunem

cä R(/) este de grad, de "*.dtit"t" 
m çi'este ciite¡t de zero pentru / e S

convéÏ de ordinul m' ÊwcJia

(3) e:R(%*+r)f-R(flxffi+l
:0. Rezultä cä

cä çi -q aParline

f,"f :"tìi ;:1Ï
?n + 2 astfel ca sä avem

l1r, 1r, "', E^+,; ç] : 0'

Tinîntl seamä de liniaritatea diferenlei divizate se ded.uce dormula (2),

únde K:ftþç,n'+t)J.O.
Cu aceasta teorema 1 este demonstratä'

Dacä R(/) este de gradul de exactitate m çi este de forma simplä, avem

(4) R(*'+l)R(/) ) 0,

d-e ordinul m, lntr-adevär, #"'*r este

teoremei 1, este imposibil. Cu aceasta

1n aceleagi concliliuni d.acäleste o funclie neconcavä de ordinul tn avem

(5) R('çn+t) R(/) > 0'

lntr-ad.evär, pentru orice e->-0, functia Í *-t***|.este convexä d'e orclinul

m si avem a."i ¡i(i'ilÙ 
-i(Í-+ 

"**i'¡:'nP*1')R(/) + "lß!***')l'> 0'

de únde, fåcînd pe e sá tindá cätre 0, se deduce inegalitatea (ô).

3
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uncle K este o consta.ntã. diferitã. cle zevo
: l, 2, . . ., rlt )- 2 sînt m, | 2 þttncte
în general de fwncliø f.

'ind,eþenclentã. d,e fu,nclia. f çi 4u, , :
cl'istincte etle interaalwluì I, tleþinzî,nd

Numärul nø este cleterminat complet si este tocmai grad.ul de exacti-
tate aI lui Ã(/). Avem K : Pla'"+t¡.

În formula (2) se noteazâ ctlyr, !2, ..., y,; fl diferenla divizatä, de
ordinul r - 7, a funcliei / pe punctele, satl nod.urile (distincte sau nu) yr,
!z' " ', !7'

3. Teoria funcliilor convexe de ordin superior permite sä se gäseascä
diferitecriterii d.e sirnplicitate ale funclionalei liniare R(/), Un astfel de cri-
teriu se poate enunla sub forma urmätoare:

TÐoREMA l, O condilie necesørd. g ntã. þentrø cø funclionølø linà-
ard. R(f), d,e grad, d,e exactitøte m, sd. Jie sirnþ|,d, este cø sã. øvem nff)+O
þentru orice funclie f a S conaexã. d.e nt..

O funclie / se zice conaexã, d,e orcli'nwl' m pe I dacä toate diferenlele sale
e ordinul rn + l, pe noduri distincte ø,,
Dacå toate aceste diferente divizate slnt
aã. d,e ord'inul rn (pe I). 1n'fine, dacä d.ife-
a1e funcfiei / sînt toate negative respectiv
se zice concavä respectiv neconvexä d.e

ordinul m (pe tr). Trecînd de la funcliaf la funclia -/, proprietäfile functii-
1or concave respectiv neconvexe de ordinul tn se dedttc, în general, din

respectiv neconcave
rn este [n caz parti-

. Pentru ca o funclie
n:ul m, este necesar ç¡
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fig pentru no-
pfi se alte pro-
De anterioare.

Dacä rnÞ0 se.pg"tç chiar afirma cä pu.nctele {, v : l, 2, ..., ln + 2din formuta p¡ sind i; i"t";;rrt'i'n'årvalului I,

u'oÌ.iv#";=?"Í'îî?ulf #,î'å:i?.*,å1%.i"iïï1åt:,fr ,ii'i',-i',i'H
(6) R(/) : R(x*+t¡ l(n'+Ð(E) ,' (tn t t)t
unde I este în interiorul 1ui f.

n limitäm functio-
a e ordinul ,, i I

usä existentä.

ea
I

te
t,
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finînd seamä de (8), avem

( 1 0) R ( *'+ | 
) R, (x"' + ø¡ : 

# * 
" 

l2(m | 2) R (n t + 1) R (rp + 3) - (m | 3) Rz (tçnc.l- 2) f

Dacä punem

(11) P(x) : xil'-ts + (m | 3)z¡*+z ¡ zzxu*1,

unde z este un parametru independent de ø, avem

p@+rt1*¡ :r+rþ * z),.

Avenr deci Pø+'l!*) ¿ 0 pentru L+,-z..Rezultä cë polinomul (11) este
convex de ordinul no (peste tot). pe baza inegalitâtií (4), avem

R(xn+r')R(P) :
: ft(e¡nnl¡fn6*.t¡ -l (m -f B)R(xn+z)z ¡ R(x,,+\zaf> 0,

oricare ar Îi z. Rezultä cá discriminantul acestui trinom de gradul al doileaîn z este negativ, deci cä avem

(rn | S)l(rn -l3)R2(xM+2) - 2(* * 2)R(x*+1)l?(#,/,+3)l < 0

çi egalitatea (10) ne aratä cä

12) R(x1n+1)Rr(*,n-rs) ) 0.

I"ema I rcuiltá" de aici.

vom vedea mai jos cä funclionala Tiniará" (g) este de forma simplä.

. ^ 
5.. 

. 
V9m presupune acum cá intervalul I se red.uce la intervalul márginitj închis la, bl þ < ó) çi cä elementele / ale lui s au o derivatä continuä

de ordinul ln + | pe la, b\.

Continuäm sä presupunem cå rnà\.
Fie atunci n0 g funcfionalä liniarå definitá pe s, de grad de exacti-

t^1.". y çi de formä simplä. sä c.onsideräm funcliônala linia"rä (g), numårul
c fiind determinat de ècualia (8). Avem atunci ø 1c 1b.

Avem urmätoarea

(7) R(/) - R(x,o+t¡

este liniarä
- xn+2 sit f l Punînd f :
c (din inderi bine determinatä
pdünom de anuleazá pe orice

(B) R(x,,+z¡ - (m l2)R(y,,+r) , : o.

Avem trmátoarea

L e rn a l. pe l,ôngd, iþotezele þreced.ente, fwnclionølø liniard

(9) R,(,/) : R(/) - R(x*+r¡ Í@+ttþ)
(mtt)l

este definitd þe s ;i este d,e grød, d,e exactitøte wt. + 2.

Este clestul sä arätäm câ R,(x,,+a¡ nu este egal cu 0.

\
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þ

(13) Ð max l.flv)(ø)1,
*€lø, bl

øtwnci avern

(14) R(ø,+t)R,(/)> 0

þentru orice funclie f e S neconcaad d,e ord,inul m ! 2

Fie funcliile
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rdinul rn * 2)'

Lema 2 este demonstratä'

6. Putem acum d'emonstra urmätoatea

' IEoREÀ{a 2. Døcd' urmã'toørel'e i'þoteze sî'nt uetificate

l. rn este un î'ntreg nenegøtiu'

o d,eviaøtd' continud' d,e ord'inul'
2. S este funclül'or f,.auî'nd'

tn + | þe inte rginit çt' inckl's La''

L e m a 2. Pe lî,ngã. iþotezele þreced,ente, d,acã, existd un î,ntreg h,0 <. h <.
1m * I astfel cø fuøcliona.la. I,iniørd. R(f) sd. fie rnd.rginí,td. fø!d. d,e normø

Qn!3,),:
x-)'+lx-xl

o

hr+2

:(m+2) q",^

S, de grad'
3) þentru un

d,e exøctitate
a,numit î'mtreg3: R(J) este o

b), (ø <b)
I'iniørã' d'efdnitd. þe

sø falñ, d,ø nolrnø (1
unde À este un parametru independ.ent ð,e x çi cuprins lntre ø, Si b.

- Functia gtu11,ì.. aparfine lui S çi este neconcavä de ordinul yn + 2
pentru orice )',. Avem

<îm +1.
4. c este þunctul, d,eterminøt d'e ecwøliø (B) (Avem atunci ø < c < b) '

5, Þ-otncfiø f aerificd' unø d'in urmd'toørele 4 þroþrietd'fii':

A.'.este neconca'aã' d'e ord'inwl' ,,n + | çi neconcøtlã' d,e oyd'inul'' m {2ì,

B. este necontsexã, d'e ordinul rn +'l ;i neconcøad' d'e ord'inul' m | 2'

C.esteneconcaad'd,eord'inulm+L;ineconaexd'd'eovd'inul'vnl2'
D. este neconuexã, d'e ord'inul' rn I uexä ile %4 + 2'

atumc,i ,rta¿ü"$í esie.'i'ei'rifitatà, 4 ;t P, ulin 
7t'ty

î;;;; ;;;i;í;i t|,"i1" ;¿iíi"ïük d'e' cet' þ þwnct I
øl' int lø, c )'

m,,de formø
k astfel cø 0

(15)

Ðste suficient' sä facem demonstralia ît caatl A' În acest caz funcfia

g(x) - R(x11+t)[Om - R(x''+t¡ tffi\

pÍlil,')^: (rn + 2) | (
x-).-|lx-\l

2

Vorn rlemonstra cä inegalitatea (14) este verificatä pentru aceastä funcfie,
d.eci dacä punem f : gn1-s,^. Intr-adevär

R1(9,,as,r) : Ã(9,,1e,r) - (m l2)R(x''rt)çr,i(t)

çi dacä linem seamä de (B), avem

R.(g,,¡s,^) : lIi*-*3')''.-,xo'.'r2 * (m -l2)l'x'"+t¡ dacä À < c'

lR(ç,, r-s, )-) dacä I Þ c.

" lJar funcliile
' : 

' 9nt-t:8,)., puL,-|,t,: arttI2 -f (m i 2)).x-rr

sînt neconcave de ordinul m deoarece d.erivatele 1or d.e ordinul rn ! I sînt
respectiv

r-\+lx-^l lx - ^l - ,r +.-t(w+2)t

çi sînt ambele à 0.

(m l2) t
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7. Ca o primä aplicafie avem

Gorr?,onsecinf 
a L Døcd, R(f) este restul,formulei de cwad,røturd d,e tiþ

D^ife¡enJa.di.vizatá"l*t;xz, ...¡etnt2; /]und.e nodurile fry,,,): 1,2,.,.,
ilc + 2 sînt d.istincte sau nu, este definitä-ca de obicei.

(f):l_xr, x;, ...¡ !tmt2; /] verificä
difia ca punctele xv, sâ nu fie toate
care conline toate nodurile %u, v:

nctul ¿ este tocmai media aritmeticä

Pentru m:0 se obline proprietäfil" óot".porrzâtoare relative ra for-
mula cregterilor finite (l). Este iñutil dä enun!ám aici aceste proprietäji.

^ ^ _9.rProprietatea exprimatá d.e conseçinfa2 se poate demonétra çi direct
în felul urmä.tor. Pentiu fixarea id.eiilor'si presuþinem cä sintem in cazrl
A, degi cä funclia / este neconcavá de ordinul rn + l çi neconcavä de ordinul
rn + 2.Ralionlnd aça cum s-a fäcut asupra functiei i15) pentru demonstra-
rea.teoremei2çintilizînd cîteva formule 6ine cunóscuie ás^upr. difererenlelor
divizate, avem întîi, presupirnînd xrS xzl .. . 

= 
x*;2,
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(16)

b

S ¡ølov (x) : å n"r,r", + R(/),

uød.e n esl,e un n y o f, clie ned.escrescdtoøre, øaînd, cel butinn ! | þuncte d,e fu.ní¡t .i:øre ød.mi,t; 
-;-d:;;;r;;;'";";;;"íir';i

ordinut 2n þe inte íçi î,nchii-þ, ;î,"Í;;*"t.*å) ,ne¿¿,

R(/) : R(x'")W
es[,e ôn h A, D ale teoremei 2, þentru cel, þwlin lun þunct Çy" Et,.b ,ozrrlt, n, c-át, ùor"irni.-î,'b"å"iíitce[ þwl,in un þunct1a lui

Aici s-a plrs m, : 2n - I çi c este dat de ecualia (

^ . Îr formula (lG),. %,, v : l, 2, , . ., n sînt rädäcinileln rnterlorul intervalulyi _l!, bl).alepolinomului ortogontiv la distribufia d,V(x). ñ"*.iíil" À;-u: l, Z, ...:î-;> 0) lui Cristãffel c'oiespunzätorj.
Se poate roprietate pentrg forn ule de tip Gaussmai generale, t"iti,äi]"r'-"ili (öðu o functrionaläl:niarâ. çi nen printre acestea sîàt 'çi- acelea studiatede noi lntr-o

- 
B. Ca o altä aplicalie a teoremei 2, avemurmätoarea

Consecinta 2.Dacdfwnclia areod,er,íaøtd.deord,inut,m+r *,ítt""a^p7";;i";;7;; t2þuncte d,atefre, v : l, 2, . . ,, m | 2i nu toøte co 0, atwnc,i formwl,øde med,ie a lui Cøwchy,

11t1, )t2,,, . ¡ fimt2; ll:t:*'tr)(mtt) |

cste uerificøtd', ôn cazurile A, D are teoremei 2, þentru cet, þulin un þønct
E> hT *", çi î,n cøzwril,e B, c øre teoremei 2, þentru cet, þuliø un

t m*2
þunct [(' ç

-m +z 4 xu'
' v:l

n+2_s
-LJv:2

lx1, %y . . ., )c1¡ 1(2, !Çg, . ., xu; ff (x"- xr)20,

¡(tn+rl @*¡z) 
-(rn | 1)llxr, tçr, ,..¡ llnti2i Íl -

ilr+l

D l%v, !Cy+t, ,,.t llmll> %n+2¡ Jhnt2¡ .,,, %m+2 1 f l@**' - ø") < 0.

tn l2

Aici termenii în care ligrreazâ 1n membrul al d.oilea diferente divizate
luate pe noduri toate cõnfundate, se súprimä.

Dacä acum ltncJiaf este neconcavä de ordinul m | 2, avem

lltr, xr, ..,¡ frnt2; Íl> _h¡ø+rl (
+x

aça cum am demonstrat lntr-o altä'lucrare [2].

Consecinfa 2 reaitä. acum imediat.
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I
de co
datä"
tr-un
/ cu nodurile 1n rädäcinile polinoam

1n unele càzltri se poate proceda çi altfel. Fie, în particular, V = x.
Atunci fiu, ,,t : 1, 2, . . ., n sînt räd'äcinile polinomului
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al lui Legendre de gladul ø (cu cel mai în¿lt coeficient egql 9u 1) relativ la
intervaluÏ lø, bl.Aãunci dacå F este o primitivá a funcliei /, avem

R(/) : F(ó) - F(ø) -å ^O',r", 
: R*(F).

ori. Se vede uçor cä

R(/) : R"(F) : (b - ø)Pl*(b)la, b, ttr, et1, xs¡ fr,, . . ., ttn, xni Ff '

Proprietatea cerutä rcatltâ.

SUR CERTAINES FORMULDS DE LA MOYENNE

RÉSUMÉ

ire définie sur l'ensemble d.es fonc-

et d.'ordre m+2.
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